Wesentliche Primideale in vollstindigen Ringen.
Von
Bedfich Pospisil (Broo).

In einer neueren Arbeit beschiftigt sich E. Cech ') mit einer
gewissen speziellen Art von bikompakten Riéumen. Es ist da eine
wichtige ungeloste Frage iibriggeblieben; es handelt sich um die
Michtigkeiten der von Cech studierten Réiume. Diese Frage wurde
nachtriglich von mir gelost 2). Diesem Resultat habe ich spiiter 3)
weitere Uberlegungen angekniipft, die man mit Riicksicht auf eine
Theorie von M. H. Stone#) algebraiseh interpretieren kann. Man
bekommt auf diese Weise Ergebnisse, die ganz eng mit gewissen
neueren Uberlegungen von A. Tarski?®) zusammenhingen. Z. B.
findet man durch die Stonesche topologische Interpretation
von Satz 3.19 von Tarski von neuem die Michtigkeiten der oben
erwihnten Réume. Es sei noch erwihnt, daf (topologisch aus-
gedriickt) die Anzahl der abgeschlossenen Mengen in diesen Réumen
schon im Jahre 1930 von Tarski®) angegeben wurde.

Herr Tarski hat mich aufgefordert, einige meiner Resultate,
die zum erwéhnten Problemenkreise angehdren, vom topologischen
Kleide loszumachen und noch einmal algebraisch darzustellen. Um
aber mich sachlich nicht zu wiederholen, habe ich in der vorliegen-
den Arbeit Ergebnisse zusammengefaBt, die nicht bloBe Ubersetzun-
gen meiner fritheren Resultate ins Algebraische sind, sondern auch
sachlich etwas neues darbieten. Die Grundgedanken meiner Methode,
insofern sie Primideale betrifft, werden auch so ganz ersichtlich sein.

1) E. Cech, Annals of Math. 88 (1937), §. 823 if.

?) B. Pospisil, ibid., 8. 8451£.

%) B. Pospisil, Publications de la Faculté des Sciences de I'Université
Masaryk & Brno 270 (1939).

4 M. H. Stone, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937), 8. 375 ff.

5) A. Tarski, Fundam. Math. 32 (1939), 8. 45 ff.

8) A. Tarski, Fundam. Math. 16 (1930), S. 181 ft.
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Nach Stone?) kann ein beliebiger Mengenkorper als ein Ring
angesehen werden, indem man unter der Multiplikation die Produks-
bildung und unter der Addition folgendes versteht: Die Swumaine
von einer endlichen Anzahl von Mengen ist die Menge derjenigen
Dinge, die zu einer ungeraden Anzahl von Summanden angehéren.
Summen von Mengen werden wir immer in diesem Sinne verstehen!
Mit K werden wir immer eine feste unendliche Menge von Michtig-
keit ¥ und mit 4 den Ring aller Teilmengen von K bezeichnen.
Die Ringe dieser Art heifen nach Tarski vollstindig (auch wenn
K endlich wire).

Die kleinste Anzahl von Erzeugenden irgendeines Ideals a in
irgendeinem Ringe R soll mit y,(a) bezeichnet werden. Ein System
von Erzeugenden von a ist dadurch gekennzeichnet, daB o das
kleinste diese Erzengenden enthaltende Ideal in R ist, d.h. a ist
der grofite gemeinsame Teiler seiner Erzeugenden. Es ist ferner
einleuchtend, daf es fir jeden Unterring a von A die griBte Kar-
dinalzahl w(a) von der Beschaffenheit gibt, da8 a im Tarskischen
Sinne w(a)-additiv ist, d.h. die Vereinigungsmenge jeder als w(a)
kleineren Anzahl von zu a gehérigen Mengen selbst zu a gehort.
Ein Ideal a in A soll ein w-Ideal gennant werden, wenn es in a

w(a) Mengen gibt, deren Vereinigung ganz K gleich ist.

Ein Ideal a in A soll wesentlich heiflen, wenn es zu jeder Menge
aea genau i Elemente in K gibt, die in a nicht liegen.

Es ist ja immer y,(a)<expi®) und w(a) unendlich fir jedes Ideal
ain 4. Es kann weiter nicht mehr als expexpf Tdeale in 4 geben.
Unser Ziel ist, den folgenden Satz abzuleiten:

Satz. Die Anzahl von wesentlichen Primidealen a in A, fir
die y,(a)=exp T und w(a) abeihlbar ist, ist gleich expexpi °).

7) Ieh setze eine algebraische Theorie der Booleschen Ringe (d.h. der
Ringe mit lauter idempotenten Elementen), die von Stone in Trans. Amer.
Math. Soc. 40 (1936), S.37#f. entwickelt wurde, als bekannt voraus. Im folgen-
den wird z. B. mit $t.16 das Theorem 16 aus dieser Arbeit gemeint.

8) Ich schreibe immer exp G=2% und nach Tarski = =3 "

n<m

%) Vgl. Sitze 3.10 und 3.19 von Tarski (loc. cit. Fundam. Math. 82), aus
denen folgt, daBl es fiir sogenannte von Ny aus schwach erreichbare Kardinal-
zahlen t expexpf Primideale a in 4 mit abzihlbaren w(a) gibt.
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Aus dem Beweise dieses Satzes werden sich fast von selbst
zwel interessante Nebenfolgerungen ergeben, die ich ausdriicklich
formulieren will. Zwei Ideale heilen bekanntlich teilerfremd, wenn
sie gemeinsam den ganzen Ring erzeugen.

Nebensatz. Sei m irgendeine regulire unendliche I ardinalzahl,
h=m und T=H°. Dann gibt es in A wenigstens exp exph wesentliche
2u je zwet teilerfremde w-Ideale a mit x,(a)zexph und w(a)=m.

Die Anzahl von Idealen irgendeiner Beschaffenheit in einem
Ringe R moge striki heifen, wenn es nicht mehr Ideale dieser Be-
schaffenheit itherhaupt in B gibt und wenn es aber schon dieselbe
Anzahl von zu je zwei teilerfremden Idealen in R gibt, die diese
Beschaffenheit besitzen. Setzt man h =% in unserem Nebensatze,
80 bekommt man den folgenden

Folgesatz. Sei =% fir eine requlire Kardinalzahl m. Dann,

ist die strikie Anzahl wesentlicher w-Ideale a in A mit y,(a)=exp¥ und
w(a)=m gleich expexpf.

Satz 2.28 von Tarski ist eine Folgerung dieses Folgesatzes.
Der erwihnte Satz besagt némlich: es gibt in 4 expexpf m-ad-
ditive Ideale, vorausgesetzt, daB F-=%. Dabei ist unsere Annahme,
daB m regulir ist, keine Einschrinkung davon. Denn fiir eine
irreguldre Zahl m sind die m-additiven Ideale auch n-additiv, wo n
die nichstgroBere Zahl zu m ist, und man hat auch £ =1, wenn
nur f¥=f ist; und 1 ist bekanntlich schon regulir. Ubrigens ist
die Annahme, daB m reguldr ist, unentbehrlich, da, wie leicht
ersichtlich, w(a) unméglich irregulir sein kann.

Wir fangen mit folgender Konstruktion an. Sei H eine feste
Menge von Méchtigkeit [). Sei X die Menge aller Funktionen, deren
Argument H durchliuft und welche nur Werte 1 und 2 annehmen.
Jeder Teilmenge a von H mit &<m lassen wir fiir jedes Element ¢
von X eine Menge a, entsprechen: a, wird die Menge aller peX
sein, fiir die (f)=¢(t) fir alle tea ist.

Sei B das System aller Mengen a,. Sei B,eB und B,e B,
Die Menge aller geordneten Paare {#,y} mit seB, und yeB, moge
das Quadrat mit der horizontalen Seite B, und mit der vertikalen
Seite B, genannt werden. Sei F' die Menge aller Funktionen, deren
Argument X durchliuft und deren Werte auch in X liegen,
Es ist ja F=expexph. Sei B die Menge derjenigen Gruppen e
von Quadraten mit e<'m, daB die horizontalen Seiten wvon Quad-
raten in e zu je zwei punktfremd sind. Jeder Gruppe ¢ sei eine
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Menge ¢, von Michtigkeit f derart zugeordnet, daB
zu je zwei und zu F punktfremd sind. Sei K die Ver
aller ¢, und @ die Vereinigung von F und K.

Bs sei nun feF. Bs sei ein System von weniger als m geordneten
Paaren z={z,y} mit xeX und y=Jf(x)eX gegeben. AuBerdem sei
ein jedes 2 in ein Quadrat Z eingeschlossen. Jeder Gruppe & von
Paaren z und ihnen zugeordneten Quadraten Z soll eine Menge
U wie folgt zugeordnet werden. Sei V. die Menge aller derjenigen
cel, dafl es fir jedes z aus @ ein im zugeordneten Z enthaltenes,
zu ¢ gehoriges Quadrat gibt, dessen horizontale Seite dag erste
Glied 2 von z={z,y} enthilt. Sei U, die Vereinigungsmenge aller
¢, mit eeVy. Sei ferner U, die Menge aller derjenigen ge¥, daB fiir
jedes z aus G der Funktionswert g(z) in der vertikalen Seite von Z
liegb. Man hat nun nur U der Vereinigungsmenge von U, und U,
gleich zu setzen. Sei U das System aller U.

Wir wollen zuerst den Beweis des Nebensatzes zu Ende fithren.
Jedem f in F ist ein Tdeal a,in 4 derart zugeordnet, daB die Men-
gen K+KU mit fe Uell ein System von Erzeugenden davon hilden.
Diese Ideale sind ja wesentlich. Sie sind auch zu je zwei teiler-
fremd. Denn ist fa=gell, so gibt es in U zwei disjunkte Mengen
U und ¥V mit fe U und geV. Also ist U=K-+KUe o, v=K+KVea,
und K=wu-+v-+uw. Da nun u+uv zu a, und v zu g, gehort, muB
K in jedem Ideal in A enthalten sein, das a, und a, enthilt. Also
mufl das letztere gleich 4 sein.

Um die Ungleichung %4(0)Zexph zu beweisen, setzen wir
voraus, es gebe ein System € von Michtigkeit <<exph von Erzeugen-
den von a;, die ja unter den Mengen K+ KU mit Ul gewdhlt
werden konnen. Die Vereinigung jeder endlichen Anzah! von Ele-
menten von € mige in € enthalten sein (St.16). Nach dem Tber-
gang zu den Komplementen in K haben wir also aus der folgenden
Behauptung einen Widerspruch zu folgern: Bs gibt ein System B
von <explh Mengen U mit feUell derart, daB in jeder Menge
KU mit feUell eine Menge KV mit VeB enthalten ist.

Jede Menge Ve® ist einer Gruppe & von Paaren 2={2,y}
und zugehdérigen Quadraten Z zugeordnet. Die Anzahl der zu einer
solchen Gruppe @ gehorigen z ist <m. s gibt also ein », das zu
keiner dieser Gruppen (fiir VeB) gehort. Sei y={f(x). Dann gehort
zum Paare e={x,y} und zu einem sonst beliebigen Quadrate Z
mit zeZ eine Menge Uell mit fe U, in der offenbar gar keine Menge
Ve enthalten ist.

die Mengen ¢,
einigungsmenge
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Um endlich zu zeigen, dall o(a;)==m ist, geniigh es zu bemerken,
daB offenbar jeder Durchschnitt von <<m Mengen U mit feUell
eine ebensolche enthiilt (m reguliir!).

Um den Nebensatz vollig zu beweisen, haben wir also nur
zu zeigen, daB es in a, m Mengen gibt, deren Vereinigung ganz K
ist, d. h. daB es m Mengen KU mit feUell gibt, deren Durchschnitt
leer ist.

Sei also » ein fester Punkt in X. Es seien schon die disjunkten
Mengen 0.¢B fir (<a (a<<m) so gewiihlt, daB » non e0, ist. Bs gibt
dann eine Menge O; mit re0CX—0, und 0{'¢B. Der Durchschnitt
aller O enthiilt ein OzeB mit 0% und man kann in O eine » nicht
enthaltende Menge 0.6 withlen. Wihlt man nun zu jeder Zahl ¢
mit <m eine Gruppe @, so daB O, unter den in Betracht kom-
menden horizontalen Seiten vorkommt, so ist der Durchschnitt
aller unseren Gruppen zugeordneten Mengen von i offenbar leer,
w. z. b. w.

Im Beweise unseres Satzes soll immer m==x, sein. Dann ist
die Voraussetzung des Folgesatzes immer erfiills. Offenbar ist jeder
Te.ﬂer t von g, ein w-Ideal mit abzithlbarem w(t). Bs geniigt also zu
zeigen, dall man jedes a, zu einem wesentlichen Primideal y, mit
%a(y)=expt erweitern kann. Denn die Ideale p, sind ja zu je/ZWei
verschieden, was aus der Teilerfremdheit der o t{ervorgehb. Leh setze
im folgenden die wichtige Tatsache als bekaﬁmt voraus, dafl jedes
vom. ganzen Ringe verschiedene Ideal in einem Booleschen Ringe
immer durch ein Primideal teilbar ist (vgl. St.64 109).

Sei h; diejenige homomorphe Abbildung von A4, deren Kern
(d.h. das groBte in Null tibergehende Ideal) aus den Teilmengen
von K besteht, deren Michtigkeiten <¥ sind. Wesentliche Ideale
k:o'n_nep dabei offenbar nicht in ganz hi(A) tbergehen. Sei h,
diejenige homomorphe Abbildung von hy(4), deren Kern aus Ele‘j
gl;n;e: ]ZZ?tzlilz’ ;lli: ;:)Itl dely; Ii?:;;nmhégaf) }nit feF geteilt werden,

; 9 gesetzte homomorphe Ab-
bildung und B=h(4). Dann ist immer h{as) ein offenbar von B
versfehiedenes Ideal in B. Um nun den Beweis zu Ende zu fihren
‘gemigt. es qu zeigen, daB es fir beliebiges feF ein Primideal 1’7
in B gibt, fiir welches h(af)C'v und yy(v)=expt gilt. Denn Y= h""‘(ru)

%) Andere Litteratur dazu findet man bei A. Tarski, F y
(939). 5. B0 Petbane i arski, Fundam, Math. 32
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ist ein Primideal in 4 (St. 48), a,Cy,, ferner 14(0)=expt (hitte
nimlich 1, weniger als expf Erzeugende p, so wiirden die A(p) das
Ideal v in B erzeugen) und schlieBlich ist das Ideal y, wesentlich,
was aus der Definition von %, hervorgeht (vgl. St.48). Es handelf
sich also um die Konstruktion von v fir ein festgewihltes feF.

Bekanntlich ist F die Menge aller Abbildungen von X in X,
wo X die Menge aller Abbildungen von H in eine zweipunktige
Menge ist. Fiir jedes vorgegebene geF ist jedem zeX ein g(z)eX
zugeordnet und ebenso jedem meH ein a(m) fiir jedes zeX. Also
ist jedem Paare {z,m} ein n=y(m) mit y=g(r)eX zugeordnet und
diese Zuordnung ist durch g gekennzeichnet: n=g(x)(m). So kdnnen
die ¢ als Abbildungen von Paaren {z,m} auf eine zweipunktige
Menge angesehen werden.

Sei € die Menge aller FU mit Uel. Dann ist leicht zu sehen,
daB jedes aeC wie folgb gekennzeichnet werden kann: Es gibt eine
endliche, von a abhingige Kombination g¢(a) von Paaren {z,m},
fiir welche die Abbildungen g«a bestimmte, von a abhingige Werte
annehmen. :

Wir wollen nun zeigen, daf die Ideale h(ay) ganz B in dem
Sinne erschopfen, daB jedes Primideal 1 in B ein passendes h{a,)
teilt, d.h. enthilt. Vorausgesetzt, h(a,) sei nie durch py teilbar, so
wire a, nie durch das Primideal h '1(r))=q in A teilbar (St.48). Also
gibe es immer ein ageay, a,noneq. Mit Ricksicht auf die Definition
von a, kann man a,=XK--KU, annehmen. Bs ist ja immer KU,

Produkt endlich vieler KV, wo Vgell mit o(FV,)=1 ist. Es ist
K+EKV,eq, und es gibt ein KV, eq, d.h. K+ EKV,none q; denn das
Produkt KU, ist durch q teilbar. Also kann man o(FU,)=1 an-
nehmen. Man hat offenbar ¢,—=F +FUyeC. Wiren nun die Mengen
o(cg) zu je zwei verschieden, so ware der Durchsehnitt aller ¢ offenbar
nicht leer. Also ist z. B. o(¢)=o(cs) und ¢.==¢,. Dann ist die Ver-
einigung der Mengen ep=F-+e=FU, und ¢;=F+o6=FU, der Men-
ge F' gleich. Das Produkt e der zugehorigen Elemente a. und as isb
nicht in q enthalten (da anders o, oder a in q enthalten wire); a ist

“aber durch alle a, teilbar. Also wird q durch k auf ganz B abge-

bildet (St.48), was nicht geht.

Jedem ceC kann man ein bestimmtes Element ¢’ von B
wie folgt zuordnen. Es gibt ja ein Uell mit c=FU; wir setzen
¢'=RhET). Auf diese Weise ist das Element ¢’ eindeutig bestimmt.
Es sei also ein Vell mit e=FV gegeben.
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Man hat zu zeigen, da8 A(KU)=WKV), d.h. MEU-+EKV)=0
gilt. Man hat also nur zu zeigen, daB KU+KV zu allen g, mit geF
gehort.

Ist g in ¢ enthalten, so gibt es offenbar ein Well mit WC UV
und ¢=EKW, also KU+EKVCK-+KW=K-cea, Fir gnoneec
kann man ein Well wihlen mit ge W, UW=0 und VW=0. Nach
der Definition von a, ist dann auch KUKV durch a, teilbar.
Man kann der Einfachheit halber ¢’ mit ¢ identifizieren und ganz
einfach ¢ statt ¢ schreiben. Die Elemente von € sind Teilmengen
von F; man kann also von Vereinigungen und Durchschnitten
beliebiger Anzahlen von ¢, und ebenso von Inklusionen ee¢ sprechen.
Die Addition und Multiplikation unserer als Mengen betrachteten
Elementen ¢ stimmt ja mit unserer Algebra B itberein. Die Menge 7,
die ja eine Vereinigung endlich vieler ¢ ist, kann also als ein Hle-
ment von B angesehen werden; F ist ersichtlich das Einheitselement
von B, da offenbar h(K)=F ist. Man hat nimlich immer WK U)=FU
fir Uell.

Wir bemerken noch, dal aus geaeC die Teilerfremdheit
von a zu h(a,) folgt. Denn F--ach(a,); also mu jeder gemeinsame
Teiler von o und h{a,) F=(F-+a)+a, also ganz B teilen.

Sei 4 die Klasse aller Mengen, die man durch unendliche Durch-
schnittsbildungen aus Elementen von € und auch durch endliche
Vereinigungen der so entstandenen Durchschnitte hekommt. Dann
kann unmoglich eine zu 4 gehorige Menge ein Element von € ent-
halten. Sei also V die Vereinigungsmenge von n unendlichen Durch-
schnitten von Elementen von (. Es sei noch ein solcher Durch-
schnitt D gegeben. Sei aeC. Setzen wir voraus, daf es ein beC
mit bCa+aV gibt. Offenbar kann b nicht in D enthalten sein. Also
muB b ein ¢eC mit ¢CF+D treffen (da F+D die Vereinigungs-
menge solcher ¢ ist). Dann ist aber be ganz im Komplemente der
Vereinigung von V und D enthalten und unsere Annahme ist auch
fir n-1 erfillt.

Wir schreiben nun a="h(a;). Sei u ein zu a teilerfremdes Ydeal
in B. Lassen wir o alle nicht durch a teilbaren Elemente von
durchlaufen, d. h. fea, und setzen wir voraus, daf immer anonen
igt. Jedem « soll nun das von F4-a erzeugte Hauptideal v(a)
zugeordnet werden. Nach St.67(2) ist das von allen v(a) gemein-
sam mit u erzeugtes Ideal i dann und nur dann durch ein Prim-
ideal y in B teilbar, wenn u und alle n(a) durch y teilbar sind.
Anderseits geht jedes in allen' n(a) aufgehende Primideal p auch
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in q auf. (Denn es muB, wie schon gezeigt, ein geF mit h(a,)Cy
geben; wire g==f, so wire ein passendes a in h(a,), also in y ent-
halten, was ersichtlich nicht der Fall gein kann). Also kann p in {
nicht aufgehen. Hs gibt also kein Primideal in B, das i teilt, d.h.
i ist ganz B gleich. Also ist (St.17) F der Vereinigung*') endlich
vieler Elemente b von passenden p(a) einem Hlemente von u gleich.
Fiir die b kann man Elemente F -« wihlen. Dann ist das Produkt
der zugehorigen endlich vielen a, das ja selbst ein a ist, durch u
teilbar. Also gibt es ein aeC, das nieht durch a, ja aber durch u
teilbar ist.

Sei Ded. Sei u das groSte (offenbar existierende) Ideal, fiir
das jedes u nicht teilende Primideal in B ein Teiler eines h{a,) mit
geD ist. Nehmen wir an, u wire zu a teilerfremd. Dann hat man
mit Riicksicht aufs Vorhergesagte ein aeC vorhanden, in den nicht q,
ja aber u aufgeht. Sei nun gea; sei y ein in h(a,) aufgehendes Prim-
ideal in B. Dann geht, wie schon gesagt, y in a nicht auf. Also ist y
kein Teiler von u. Folglich geht y in ein (a,) mit reD auf. Da
aber simtliche h(as) zu je zwei teilerfremd sind, mufl r=g¢ sein.
Also ist g in D enthalten, d.h. aCD, was, wie schon gesagt, nicht
geht. Also ist u zu a nicht teilerfremd.

Sei eine endliche Klasse von Mengen Dped gegeben. Sei D
die Vereinigung aller Dp. Man hat Ded. Mit uz sollen die Ideale
bezeichnet werden, die den Mengen D; je in derselben Weise zu-
geordnet sind, wie u der Menge D. Es ist leicht einzusehen, da8
das durch die u, erzeugte Ideal ganz in u enthalten ist. Also ist. es
nicht zu a teilerfremd. Sei w das von allen moglichen u erzeugte
Ideal. Wire es zu a teilerfremd, so wire (St.17) F die Vereinigung
eines Elementes von a und einer endlichen Anzahl von Elementen,
die etwa in den Idealen 1,us,...,uy (N endlich) enthalten sind.
Dann wire also a mit dem gréBten gemeinsamen Teiler der Ideale
Ui, ..., Uy teilerfremd. Also ist a mit u teilerfremd, was als unmoglich
erkannt wurde. Also gibt es ein Primideal v, das gleichzeitig in
a und w aufgeht.

Es bleibt iibrig zu zeigen dal yp(v)=expf ist.

Sei also € eine Menge von Erzeugenden von ». Man kaun voraus-
setzen, ohne die Michtigkeit von € zu beeinflussen, daB es zu jeder
endlichen Anzahl dieser Erzeugenden auch ihre Vereinigung zu €

1) Die Vereinigung zweier Elemente ¢ und b in einem Booleschen Ringe
kann als a+b-4ab definiert und dureh Induktion auf mehrere Elemente aus-
gedehnt werden.
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gehort. Dann sind die Elemente von v mit den Vielfachen unserer
Erzeugenden identisch (3t.17). Zu jedem we€ sei mit w* die Menge
derjenigen Vielfachen ¢ von w bezeichnet, deren Komplemente F ¢
zu C gehoren. Es gibt, wie leicht ersichtlich, expf solche ¢ in g,
also auch in ». Sei D der Durchschnitt aller F'+¢, wo ¢ einer festen
Menge w* gehort. Ist w* unendlich, so ist, wie schon gezeigt, das
D zugeordnete Ideal u durch v teilbar (da ja w durch v teilbar war).
Das Element F--w (F ist die Einheit von B) ist unmoglich durch v
teilbar, da anders auch F=(F-+w)+w durch » teilbar wiire. Also
geht u nicht in F+w auf. Anderseits ist jedes cew* durch jedes
Primideal teilbar, das in w aufgeht. Da aber jedes Primideal ent-
weder ¢ oder F-+-a teilen mub (da das Produkt dieser Blemente
Null, also durch unser Primideal teilbar ist), muB jedes Primideal,
das ein F--c teilt, auch in F4w aufgehen. Also kann unmiglich
ein in F+w nicht aufgehendes Primideal 1 ein F--¢ teilen. Man
hat aber A(a,)Cy fir ein passendes geF'. Wire ¢cc, 80 Wire cnon e,
also F+cen. Folglich ist gnonec fir alle ¢, also geD. Demnach
ist F+w durch u teilbar, was wir schon als unméglich eingesehen
haben. Also sind alle w* endlich.

Wir haben so die Menge von expf Elementen ¢ in endliche
Schubficher w* eingeteilt. Also ist die Anzahl der letzteren, also
auch die Anzahl unserer Erzeugenden wenigstens expf, w. z. b.w.

Die hier geschilderte Methode kann in der Weise verallgemeinert
We‘arden, daf man unser @ durch modifizierte Konstruktionen ersetat,
wie sie z.B. in meiner unter ®) zitierten Arbeit (Theorem X) an-
gegeben wurden. Die weiteren algebraischen Ziige bleiben etwa
dieselben. als die hier angegebenen.
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Sur les fonctions analytiques de deux variables
complexes.

Par

S. Bergmann et J, Marcinkiewicz (Paris).

§1. Dans la théorie des fonctions analytiques d’une variable
complexe, on peut se borner souvent & létude des fonctions
analytiques dans le cercle-unité. En effet, la fonction f(z) étant
régulitre dans n’importe quel domaine simplement connexe, on
peut le ramener & un cercle par une transformation conforme.

Il n’y a rien de semblable dans la théorie des fonetions analyti-
ques de deux variables complexes, de sorte que non seulement les dif-
ficultés, mais aussi les résultats mémes des recherches dépendent
d’une maniére extrémement étroite du domaine dans lequel ces
fonctions sont considérées. On peut done ou bien envisager les
classes les plus vastes de ces domaines et chercher d’y établir les
théorémes les plus généraux, donc faibles, ou bien partir des do-
maines d’une structure spéciale, notamment telle qu’il soit possible
de reproduire pour eux quelques procédés de la théorie des fone-
tions d'une variable complexe et, utilisant ces procédés, d’établir
quelques théorémes aussi forts que possible.

La deuxitme méthode nous semble utile dans différentes
recherches concernant le comportement des fonetions analytiques
de deux variables complexes 4 la frontiére du domaine de leur
existence, p.ex. lorsqu’il s’agit de généraliser les théorémes du
type de Fatou. Pour étudier ces questions, nous considérons le cas
des domaines possédant une surface remarquable), c. & d. tels
quh leur frontitre (4 3 dimensions) se trouve située une surface
(b 2 dimensions), qui joue un réle analogue & celui de la courbe
frontitre des domaines plans dans la théorie des fonctions d’une
variable complexe.

1) Bergmann [2].
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