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Deux éléments différents de (C) peuvent éire toujours réunis
par wn (au moins) segment rectiligne et, dautre part, il existe des
couples d’dléments de (C) qui pewvent Ere réunis par plusieurs (méme:
par 2%) segments rectilignes différents. _

En particulier, il en résulte tout de suite que l'espace (O) est.
connexé et méme localement connexe?).

%) Cf. la propriété analogue de 'espace U (P. Urysohn,l e., p. 30, Corol~
laires I et II).
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Sur les espaces métriques universels?),
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

1. Etant donné un nombre cardinal m, appelons espace mé—
trique untversel de puissance m tout espace métrique de puissance m.
qui contient pour chaque espace métrique M de puissance m un
ensemble isométrique avec M (c. & d. applicable?) sur M).

Je vais démontrer les théorémes suivants:

Théoréme 1. Sim estun nombre cardinal >2% tel qu'il n’ewiste:
aucun mnombre cardinal n safisfaisant & Dinégalité n<m<2"%), il
existe un espace métrique universel de puissance m.

Théoréme 2. Si m ést un nombre cardinal <2%, il n'existe:
aucun espace metrique universel de puissance m.

Le théoréme 1 entraine immédiatement ce

Théoréme 3. 8i Uhypothése de G. Cantor sur les alephs
(2Re =8,y pour tout nombre ordinal a} est vrate, il existe un espace
métrique universel de chaque puissance > K.

Le théoréme 1 pour m==x, et le théoréeme 2 donnent tout de-
suite ce

Théoréme 4. L'hypothése du comtinu (2%=x,) est équiva—
lente & Vewistence d’um espace métrique universel de puissance %,.

Il en résulte immédiatement ce

1) Cf. ma Note du 24 Avril 1940 parue sous le méme titre dans Atti delle-
R. Accademia delle Scienze di Torino 75 (1940).
2) On appelle application une transformation biunivoque conservant les-
distances.
3) Cette hypothése surle nombre cardinal m équivaut, comme I’a démontré
M. A. Tarski (Fund. Math. 32, p. 48), & Uhypothése que §2“=m, la, sommation.
n<m

g’étendant 3 tous les nombres cardinaux n<m.


GUEST


124 W. Sierpinski:
Théoréeme 5. 8i 2%=x,, il emiste wn espace méirique wni-
-versel de puissance du continu.

Il est & remarquer que (vu le théoréme 1) l'existence d’un

espace métrique universel de puissance m peut étre démontrée
pour certains nombres cardinaux m sans aucune hypothése sur

.ces nombres. Tels sont les nombres m=p+2"+2¥4 .. od p est

un nombre cardinal quelconque >>8, (puisque, pour de tels nom--

bres m, l'inégalité n<m entraine 2"<{m)?).

2. Démonsgtration du théoreme 1. Soit m=~, un nombre
.«cardinal donné >>2%, et supposons qu’il n’existe aucun nombre
-cardinal n tel que n<m< 2"

Il en résulte que

1) 2" <m. pour m<m.

A étant un nombre ordinal <w, (c.d d. tel que A< m), dési-
gnons par ¥, ensemble de toutes les fonctions réelles (finies) de
deux variables f(#,{), définies pour les couples (7,{) de nombres
ordinaux <A et établissant une métrique dans ’engemble de tous
‘les nombres ordinaux <4 (e. & d. telles que, pour y<C4, { <A et 94,
-on ait f(n,&)+f(n,#) = f(§,9) et que f(n,{)=0 équivaille & #={).
On voit sans peine que

(2) Fo<ov .

Btant donné un nombre ordinal &, désignons par g; le plus
petit nombre ordinal >0 tel que &<rp, Comme ANg,, on trouve:

{3) CWLES ROR;Z; K,
done, d’apres (2):
{4) ' T2y,
Posons encore, pour tout hombre ordinal &:
«8) 2e=xy.

D’aprés (4) et (5), il existe (pour A< w. donné) une suite trans-
Ainie de type wy(g,) formée de toutes les fonctions de I’ensemble Fzx
{qui peuvent d’ailleurs s’y répéter).

%) Cf. A. Tarski, L c., p. 49.
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Soit {fg} E<onis;) cette suite.

Nous définirons maintenant ’espace U comme il suit. U est
P’ensemble de toutes les suites finies ou transfinies de nombres or--
dinaux

(6) {agtecas

ol A est un nombre ordinal (variable), 0<<i< w., et les a;(é<<4) sont
des nombres ordinaux tels que:

{7 a=1,

(8) < Wy (p,) pour £<A.
et ! )

(9) LD =1am0)  powr g<E I<E et E<i

Etant donné un nombre ordinal A< . désignons par U,
Pensemble de toutes les suites {aglizs de U. On a évidemment

(10) U=2Ta.

Ay
{as}tzca étant une suite de U, on a les inégalités (8). D’aprés (5),
on a E)'w(?g):xw(q,g)::}“%. Il en résulte aussiét que

L= 2&9’5 IRg; Ny
(11) i<l =2 <2 =2

(puisque igxm et §2 =5 ). Or, pour i<w; on & i<y, et, @, étant
par définition le plus petit nombre ordinal tel que Agk%., et va
que 8, =m>2%>x, donc v>0, on a ¢,<7, done Ry, <K =m, ce
qui donne d’apres (1):

2Rrim pour A< Wy
donc, d’aprés (11):
pour A< ws,
d’otr, d’apres (10):

done
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Nous établirons maintenant une métrique dans l’espace U
-comme il suit. Soient

a={agscu € b={filscr

.deux suites distinctes quelconques de U. Si u<y et az=f pour
£ u (c. 4 d. §i la suite @ est un segment de la suite b), nous dirons
-que les suites a et b different dansles u+-1-iémes termes (le u-+1-er
. terme existant dans la suite b, mais pas dans la suite a). En tout
cas, 8i a==D, il existe un nombre ordinal x=x(a,b) < min (u+1,»+1)
-qui est le plus petit parmi les nombres » tels que les suites a et b
différent dans les x-iémes termes. Vu que g=p;=1, on a »>2.
Posons: '

12) o(a,b) =min [1 (1,0)+ 1, (7,2)]

. §<u(a,b)
«oll min g(¢) désigne la borne inférieure de tous les nombres ¢({)
§<= ’

“pour {< x). Nous aurons évidemment o(a,b)=0(b,a)>>0 pour ae U
-et b e U. Nous n’excluons pas le cas ou g(a,b)=0 pour deux suites
distinctes a et b de U: dans ce cas nous convenons que les suites a
-et b déterminent le méme point de l'espace T.

Pour démontrer que la fonetion e(a,bd) définit une métrique
dans U, il nous reste & prouver que, si @, b et 6={yg}sc, SOt trois
Suites différentes de U, on a

{13) e(a,b)+ela,0) = o(b,0).
Vu la définition de la fonction g, nous avons:
A0 o =min[fl w0+ (0],
+(15) e(b,0) = min [f3 (5, 0)+1 (0:2)]
Posons pour abréger:
«(16) #=u(a,b), m=u(a,¢), wy=u(b,c).

Nous gurons done:
«17)  aKptl, #<r+ly o <Kptl, <o+l <+ 1, %Ko+,
et ‘ ’

+(18) 2=, pour £<x,
'{19) a§= 75 pour §< M1y
«20) B:=7, pour £<Cx,.
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Soit ¢ un nombre positif quelconque. D’aprés (14) et (16),
il existe un nombre ordinal (<< tel que

{21) o(a,b)+e> ff;,(#, CO)‘*‘]C;,,(% Co)s
et d’aprés (11) et (16), il existe un nombre ordinal ;<< tel que

(22) o(a,0)+e > fﬁﬂ(ﬂ,il)%-f;a(ﬁ,fl)-

Trois cas sont maintenant & distinguer:

10 max (x, %y, %) ==,

2° max (%%, %y) =11,

30 max (x, %y, %) == %5,

Dans le cas 19 on a %=, et x>x%,. Vu que %2>, on trouve
d’aprés (18) et (19) p,=y, pour §<x. Or, il résulte de la définition
-du nombre =(b,c) et de (16) gu’on n’a pas §, =v,: ona done %, >
‘Comme »>>%,, on trouve d’aprés (18) et (20) a,=y, pour E< n, e,
comme on n’a pas @, =%,, On trouve »,>=x%,. On a done » =zx,.

Vu que {<<#,=7%, on a d’aprés (15):

{(23) e(b,0) < f3 (0 C1)+f;¢(0,51)-
or, ff (n,{) est ‘une distance dans Pensemble de tous les nom-
"
bres ordinaux < u (puisque, d’aprés (8), on a a,< Dy(g,) done ff:MeF 1)

Vu que, daprés (17), Le<x<p+1l eb L<<m<pt1, dolt §<u
et ;<< yu, on a done

{24) ff (/"Co)"'fg (1y01) = f': (€03 80)-
4 w i

Pareillement, f; {5,£) étant une distance dans ’ensemble de tous

les nombres ordinaux <», et vu que, d’aprés (17), {e<x<r+1
et < <e<y+1, d’otr [,<y et [y, on trouve:

(25) 1 0:82) <y (1,01 Cwa)

Soit E=max (&y,C): vu que [p<x eb <<, on 2 &< %,
done, d’aprés (18), az=f; Or, comme Lo<E, L;<E et (d’aprés (17))
E<uLpu+l, dolt £y, on & d’apres (9):

(26) fig(io, &) = 14 Cota)-
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Pareillement, on a d’aprés (17) é<x<{v+1, d’ou &<y, dou
(va que b={f:}ecr € U et vu la définition de U):
(27) f (o) = fv(CmQ)V

8
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Vu que az=pf les formules (26) et (27) donnent
(28) f‘:;u(zm &) zfzy(co,é])-

Les formules (21)-(25) et (28) donnent:
o(e,b) + o(a, c)+2¢ > o(b,¢),
d’oty, & étant un nombre positif arbitraire, on obtient la formule (13).

Dans le cas 2° on a #,>x% et %,>x, et les formules (18), (19)
t (20) donnent x=wx, selon la définition des nombres (16). Dans.
le cas 3% on a %,=>x eb x%,>>%; et on trouve pareillement x=1x,. On
& done dans les cas 2° et 3° toujours »<x, et %<, Nous traiterons.
ces deux cas ensemble.

Vu que {<<x<x,, on a d’aprés (15) et (16):

(29) i o(bye) < f,g (v,o) +f (0;50)-

Vu que {y<p eb {; <y, nous trouvons, comme plus haut, la.
formule (24), et, pareillement, vu que l'on a d’aprés (17)
LKy o+-1 et §i<ny <o+1, Aot £y < o et &, < g, nous trouvons.

(la fonction f (n,C) étant une distance pour I’ensemble de tous
les nombres ordlnaux <o):
(30) f;U(G,Co) <f 0,6 +1, (Cora)-

Soit &=max ({y,{). Vu que C,<x<x et Loy on a E<ay,
done d’aprés (19), a;=y, Or, comme { <&, ;<& eb &< < p+1,
Qo £y, on a d'aprés (9) la formule (26) et, pareillement, vu que
(< <<o+1, Aot £<o, on trouve:

(81) 1 Eart) =1 (o).
Vu que a;=y,, les formules (26) et (31) donnent:

(32) ff (50751)=f; (Losla)-
" a
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Les formules (21), (22), (24), (29), (30) et (32) donnent, comme
plus haut, la formule (13). '

La formule (13) a done leu dans tous les cas, et la fonction p
est une distance dans lespace U.

Soit maintenant M un espace métrique guelconque de puis-
sance m. Nous pouvons donc poser M={psico,. Soit 7(p,,pr) la
distance dans M. Posons:

(33) o, 8)=1(pyypz) pour <w, et <o,

Cest done une distance dans I’ensemble de tous les nombres
ordinaux < w,. : .

Nous définirons maintenant une suite transfinie {a,}, <o, G€
nombres ordinaux << @, comme il suit. Posons ¢;=1. Soit 1 un nombre
ordinal donné tel que 1<CA<w,. D’aprés la définition de I’ensemble
F, et vo que F; est formé de fonetions 7 ou &< Oy(gp,) il existe
un nombre ordinal a;< Oy(p,) bel que

(34)  FmD=T,0)

On aura évidemment pour tout nombre ordinal A< w, les
formules (8) et (9). La suite (finie ou transfinie) {a:}:cs est done,
pour tout A< e, un point de I’espace U désignons-le par ¢, et
soit Q= {qz}z@

Soient maintenant x et »>u deux nombres ordinaunx < ..
On a done g,={ag,,, 9, ={ag,,, eb le plus petit nombre ordi-
nal % pour lequel les x-iemes termes des suites q, et g, différent
est évidemment »=u-1. D’aprés (12), on aura donc

qy,qp)—mm[f” (ﬂ:é‘)-lrf”(v ol
done, d’aprés (34):
(35) 0(4,,8,) = 132;1 [, ©)+ (2,200,

pour #5<<A ‘et [<A.

d’ou, la fonction f étant une distance:

(36) 0(2,59,) < flp, @)+ 1w, ) = Hpy») , ©

Or, f étant une distance (dans 1’ensemble de. tous les nombres
ordinaux < w;), on a: .
f(ﬂ,Z)‘}"f('”:C) 2:/(#7"’) I)Ol]l‘ T
d’ol selon (35): o ‘ :
(37) 0(4,,4,) = Hu,v).

Fundamenta Mathematicae, T. XXXIII. 9
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Les formules (36), (37) et (33) donnent

0(4,,9,) =P, D,)
ce qui prouve que les ensembles M et @ sont isométriques. L’espace U
est donc universel de puissance m et le théoréme 1 est démontré.

Démonstration du theoréme 2. Etant donné un nombre
cardinal m< 2%, soit B un espace métrique de puissance m. Llen-
semble de toutes les distances entre deux points de F est évidem-
ment de puissance <m?, done, vu que m< 2%, de puissance < 2%.
11 existe done un nombre réel positif @ qui n’est pas égal & aucune
distance entre deux points de E. I’espace F ne contient par con-
séquent aucun ensemble isométrique avee un espace métrique de
puissance m dans lequel toutes les distances entre deux points diffé-
rents sont égales & a. Ainsi F n’est pas un espace universel de puis-
sance m et le théoréme 2 se trouve démontré.

3. F et H étant deux espaces métriques, nous dirons que
Pespace E est de type de dimension métrique ne dépassant pas
celui de Pespace H, si B est isométrique avec un sous-ensemble
de H. Nous écrirons dans ce cas:

dim. métr. B< dim. métr. H.
Si lon a & la fois:
dim. métr. E < dim. métr. H et

pour u<y<<ws,

dim. mé'r. H < dim. métr. B,

nous écrirons:
B dim. métr. ¥ = dim. métr. H.
Enfin, si Pon a dim.métr. £ < dim. métr. H, sans avoir
dim. métr. H < dim. métr. B, nous écrirons:
dim. métr. B < dim. métr. H.

Un espace métrique universel de p s a ce m est donc tel
que son type de dimension métrique est le plus grand parmi tous
es types de dimension métrique de puissance m.

Le probléme se pose §'il existe des types de dimension mé-
trique les plus petits de puissance m. Or, on a deux théorémes sui-
vants, faciles 4 démontrer:

L. Il ewiste, pour tout mombre cardinal m, des espaces méiri-
ques de puissance m qui sont isomélriques avec chacun de leurs sous-
ensembles de puissamee m (done pour lesquels il n’existe aucun espace
métrique de puissance m dont le type de dimension métrique soit
plus petit).
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II. Etamt donné un nombre cardinal quelconque m>1, il w’existe
aucun espace metrique B de puissance m tel que tout espace mélrique
de puissamce m contienne un ensemble isométrique avec F (done il
n’existe aucun espace métrique de puissance m dont le type de
dimension métrique soit plus petit que tout autre type de dimension
métrique de puissance m). N

Soient en effet: m>1 un nombre cardinal donné et a un
nombre positif. Désignons par M(a) ’espace métrique de puissance m
dans lequel toutes les distances entre deux points distinets sont égales
4 a. On voit sans peine que Pespace M(a) satisfait au théoréme I:

‘pour avoir une application de M(a) sur un sous-ensemble M, de

M{(a) de puissance mi, on peut prendre une transformation biuni-
voque arbitraire de M(a) en M,.

Soit d’autre part F un espace métrique quelconque de puis-
sance m. Il est évident que P’espace E ne peut pas étre i la fois iso-
métrique avec un ensemble eontenu dans M(1) et avec un ensemble
contenu dans M(2), ce qui prouve le théoréme II.

4. Appelons metriquement saturé tout espace métrique F pour
lequel il n’existe aumcun espace méfrique de méme puissance et
dont le type de dimension métrique dépasse celui de E. On voit
sans peine que tout espace métrique universel de puissance m>8,
est métriquement saturé. Or, il est aussi facile & démontrer que,

Téciproquement, tout espace métrique de puissance mI=N, qui est

métriquement saturé, est un espace universel de puissance m.
Soit, en effet, Z un espace métrique de puissance m>x, qui
est métriquement saturé. Supposons que E ne soit pas’espace univer-
sel de puissance m. Il existe donec un espace métrique H de Ppuissance m
qui n’est isométrique avec aucun ensemble de F, et nous pouvons
évidemment admettre que les espaces E et H sont disjoints. Soient:
o, la distance dans H, o, dans H, p, un point de Z et p, un point
de H. Posons Q=E-+H. (est encore un ensemble de puissance m.
Nous définirons la distance ¢ dans @ comie il suit. Posons:

o,(p,9) sipek et geF,
o(p,9) =1 04(0,9) sipeH et gk,
91(P:P1)+92(417P2)+1 S1 peE et QEE.

On vérifie sans peine que la fonetion p ainsi définie satisfait
aux axiomes de la distance.
9*
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L'espace B est évidemment isométrique avec un ensemble
de @ et Vespace H est isométrigue avec un ensemble de . Done,
si Pespace @ était isométrique avee un ensemble de F; Iespace H
serait aussi isométrique avec un ensemble de F, contrairement
3 la définition de H. L’espace @ n’est donc isométrique avec aucun
ensemble de B. On a ainsi dim. métr. B < dim. métr. @, ce qui est
impossible, B étant un espace métriquement saturé de puissance m-
L'espace B est donc universel de puissance m, c. g.f. d.

" Ainsi Ta proprieté des espaces metriques de puissance M=K,
d'ftre métriquement saturds est caractéristique pour les espaces me-
‘tr‘ique‘s unversels de puissance m.

Vu le théoréme 2, nous en concluons aussi qu'il existe pour
tout espace métrique infini M de puissance < 2% un espace mé-
trique de méme puissance dont le type de dimension métrique est
supérieur & celui de M. On démontre également sans peine que,
M, M,,... tant une suite infinie d’espaces métriques dénomprables,
il existe toujours un espace- métrique dénombrable dont le type
de dimension métrique est supérieur & celui de chacun des espaces
Ml,Mz, - On en conclut qu’il existe une suite transfinie de type £2
d’espaces métnques dénombrables dont les dimensions métriques
‘sont croissantes. Par contre, toute suite transfinie d’ensembles
métnques dénombrables dont les dimensions métriques sont dé-
crmssantes est nécessairement dénombrable (mais peut &tre d’un
type d’ordre quelconque a<!2)

5.“Soit X un ensemble donné quelcongue de pu1ssance m (p.ex.
Yensemble de tots les nombres ordinaux <Cw:).-Soit @ la famille
‘de toutes les fonctions réelles bornées: définies pour les éléments x
de X Eﬁant donné deux fonctlons flw) et (@) dela famille @, posonS'

[

G alh0)= maXIf —g(a).

On vénfle sans peine que la, fonctlon 0 satisfait aux axiomes
de la distance: elle établit donc une métrique dans Iespace . Je
dis que ’espace @ contient, pour tout espace métrique M de puis-
sance i, un’ sous-espdce isométrique avee M.

~.. Soit, en effet, M un espace métrique quelconque de puissance m-
Soit 7(p, ) 1a dlstance dans M. Considérons un point p, de M. Comme
‘M =m et X=m, il existe une transformation biunivoque 6 de Uen-
semble X en M. Posons, pour tout élément p de M:

icm

(39) 1P(@) = r(6(2), p) —r(0(2), p,)
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pour zeX.
Comme .
r(6(2), ) —7(6(2), Do)l < 7(P; Do)
1a fonetion /7(z) est bornée (pour z ¢ X). On a done 1® e ® pour p e M.
Je dis qu'on a
@ ) =)

Soient, en effet, pe M et ge M. D’aprés (39), on trouve:

pour pe M et geN.

(41) 1P(z) —f (@) = r(8(z),p) —(0(=),q) pour weX,
d’out ’ .

@)~ (@) <r(p,0) pour weX,
done, d’aprés (38):
(42) <0

D’autre part, 6 étant une transformatibn biunivoque de 'en-
semble X en M, il existe un élément z@. de X tel que 6(0:(‘1)) q,
et (41) donne pour z=ux:

2@~ = r(q,p),
d’ott selon (38):
(43) o, (f®,f?) =r(p,q).

Les formules (42) et (43) donnent la formule (40), qui se trouve
ainsi établie.

L’ensemble M est ainsi isométrique avec I’ensemble de toutes
les fonctions fP(x) ont p e M.

8i le nombre cardinal m satisfait aux conditions du théoréme 1, .
nous pouvons prendre pour M un espace métrique universel de
puissance m. Un espace isométrique avec un espace métrique uni-
versel de puissance m étant encore universel de pmssance m, le
théoréme 1 donne ainsi ce

Théoréme 1%s, Ftant donné un nombre cardinal Am>2“" tel
qu'il newiste aucun nombre cardimal m satisfaisant & Vinégalité
n<m< 2", il existe un espace méirique universel de puissance m formé
de fonctions réelles borndes définies sur wn ensemble arbitraire X
de puissance m donné d’avance, espace métrisé d’aprés la formule (38).
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- Bn particulier, pour :iit=2%, ¢’il n'existe aucun nombre cardi-

nal nt tel que n<2%<2" (ce qui est une hypothése peut-étre plus
faible que l’hypothése du continu), nous pouvons prendre pour X
un ensemble de normbres réels de puissance du continu et de mesure

nulle ‘dans Vintervalle (0,1) et compléter la définition des fonetions

définies sur X pour l'intervalle (0,1), en les posant =0 en dehors
de X On a a,lnm ce

Thém'eme 5”" 8i 2M=x,, il ewiste un espace métrique uni-
versél: de puissamce du continu formé de fonctions mesurables bornées
définies dams Vintervalle (0,1), espace‘métm'sé d'aprés-la formule -

(44) o,(f,9) max|f(m) 9(@ l o

Le théoreme 5bis peut stre ra.pproché du théoréme de MM. Ba-
nach et Mazur?®), d’aprés lequel espace de toutes les fonetions

continues définies sur Pintervalle fermé 0 <o <1, métrisé d’apréy la’

formule (44), contient pour tout espace métrique sépa,rable un sous-
espaee 1sométr1que avec lui. . .

6. La démonstration du théoreme 1 peut etre apphquée, avec
quelques modifications, & un théoreme a,nalogue concernant les
espaces plus généraux qué les espaces métriques, appelés semi-
métriques, espaces qui ont été étudiés par MM. Chittenden$)
et Menger 7). '

On appelle semi-méirigue toub espa.ce E ol Pon a défini une
fonction, réelle (finie) i(a,b) pour a<¢F et be<E, telle que:

1° Wa,b)=h(b,a)>0 si a == b,
- 20 Ra,b)= sia=25b

(Vinégalité du triangle n’étant pas exigée).
Le nombre h(a,b) est appele éeart de a et b.

%) 8. Banach: Théorie des opérations linéaires, Monografie Matematyczne I
(Warszawa 1932), p. 187. Pour une démonstration élémentaire de ce théordme,
voir W. Sierpifnski, ce volume, p. 115 et suivantes.

§)-E. W. Chittenden, On the equivalence of ecart and voisinage, Trans.
Amer. Math. Soc. 18 (1917), p. 161-166. Cf. aussi les espaces & de M. Fréchey
(voir son livre Les espaces absiraits, Paris 1928, p. 213-214).

) K. Menger, Jahresh. deutsch. Math.-Ver. 40 (1931), p. 202; aussi Math.
Ann. 100, (1928) p. 115. '
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: @ et H ¢tant deux espaces semi-métriques et g et kb désignant
les écarts correspondants, nous dirons qu'ils sont congruents il
existe une transformation biunivoque 6 de G en H telle que

g(a,b)="h(0(a),6(b))

Un espace semi-métrique sera dit universel de puissance m
§'il contient pour tout espace semi-métrique E de puissance m un
énsemble congruent avec E.

Je vais démontrer ce

pour ae@ et beQ.

Théoréme 6. Dans les théorémes 1 & 5 le terme ,,me’tr-ique“b
peut étre remplacé par le terme ,semi-métrique”.

Démonstration. Soit m=x,>2% un nombre cardinal quel-
congue, et supposons qu’il nlexiste aucun nombre cardinal n tel
que m<<m< 2"

Etant donné un nombre ordinal A< e, désignons par &
T’ensemble de toutes les fonetions réelles (finies) de deux variables
f(n;2) définies pour les couples de nombres ordinaux (n;{) ou <2
et £<C A, telles que f(7,8)=f(,7) >0 et que f(n,{)="0si np=C et dans
ce cas seulement. Comme dans la démonstration du théoréme 1,
nous concluons qwil existe (pour A<w;) une suite transfinie de
type Dy(g) formée de toutes les fonetions de T’ensemble @; (pouvant

d’ailleurs se répéter). Soit {fé}§ <oy

Nous définirons maintenant l’espace H comme il suit. H est
Tensemble de toutes les suites finies ou transfinies (6) de nombres
ordinaux, olt 4 est un nombre ordinal (variable), 0< A< @, et ay(§<A)
sont des nombres ordinaux assujettis aux formules (8) et (9). Tout
4 fait comme dans la démonstration du théoréme 1, on prouve
que H <m.

On définit ensuite un écart dans Lespace H comme il sult.
Soient

cette suite.
(p2)

a={aghecu et b={flscv

deux suites quelconques de H.
Si a=b, posons:
h(a,b)=0.
‘8i l1a suite « est un segment de la suite b (c. & d. si p<v et
ag=p: pour &< u), posons: !

(a,b)=H(b,0)=1}, (1,9)-
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Enfin, si b et si aucune des suites a et b n’est segment de

’autre, posons:
ha,b)=1.

La fonetion h(a,b) est évidemment un écart dans H, qui devient
ainsi un espace semi-métrique.

Soit maintenant G un espace semi-métrique quelconque de
puissance m. Nous pouvons done poser G:{p§}5<w1. Soit g(py, pe)
Pécart dans G. Posons:

(45) 1(n,8)=9(pmp5)

¢’est donc un écart dans P’ensemble de tous les nombres ordinaux
<< Wz
’ Nous définirons maintenant une suite transfinie {a;};., de
nombres ordinaux <. comme il suit. Soit 2 un nombre ‘ordrinal
donné, 1< w,. D’aprés la définition de Pensemble @, et vu que
@, est formé de fonctions 1} o0 << wy gy, il existe un nombre ordi-
nal a;< D) tel qu’on a les formules (34). On aura donc pour tout
nombre ordinal 1< w, les formules (8) et (9). La suite (finie ou trans-
finie) {ag}ecs est done, pour tout A< w., un point de H: désignons-le
par ¢, et posons @={ Uico,

Soient maintenant p et v>p deux nombres ordinaux < .
On a done ¢,={a}, ., et g={al,, D'aprés la définition de la
fonc’uipn h, on a done h(qy,qv)zfz (u,v), done, d’apres (34) (vu
que p<<v): ° ’

pour n<w; et {<w:

N . h(Q”’Qu)zf(ﬂ,v)l
done, d’aprés (45):

Ma,,8,)=9(p, P,)

ce qui prouve que les ensembles @ et G sont congruents.

- Ilespace semi-métrique H est par conséquent un espace uni-
versel de puissance m, et il est ainsi établi qu’on peut remplacer
dans le théoréme 1 le mot ,métrique* par le mot ,,semi-métrique”.
Pour démontrer qu’on peut le faire aussi dans le théoréme 2, il ne
faut que répéter la démonstration du théoréme 2, en y remplacant
partout le mot ,distance” par ,écart”. Or, les théorémes 3, 4 et 5
modifiés résultent tout de suite des théorémes 1 et 2 modifiés.

Le théoréme 6 est ainsi démontré.

PoUr p< ¥<< sy
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Axiom of choice for finite sets.
By
Andrzej Mostowski (Krakéw)

Accordingly to N. Lusin two cardinal numbers m and n may
serve to a characterisation of every case in which we are using the
axiom of choice. If we apply this axiom to the class K of (mutually
digjoint) sets, then m denotes the cardinal number of K and n is
the least cardinal number surpassing the cardinal numbers of all
elements of K1). :

In the present paper I shall study particular cases of the axiom
of ‘choice which arise by giving n a finite value, whereas m is left
arbitrary. The problem will consist on the study of mutual depen-
dence or independence between these particular cases of the axiom.

In order to formulate this problem more precisely I shall
consider the following proposition:

[n] For every class K of sets with n elements there is a fundion g
(the ,choice-function® for K ) defined for all X from K and such
that Og(X)eX?).

Z={n,,M,,...,n;} being any finite set of positive integers, we
denote by [Z] the logical product of % propositions [n,], (9], vy [Pl

Our problem is now this: » being a positive integer and Z
& finite set of such integers, what are the necessary and sufficient
conditions under which the implication [Z] —[n] holds true?

1) See W. Sierpifiski, Zarys teorji mnogodci (4An outline of set-theory,
polish), 34 edition, 1928, p. 112.

2) This proposition may be called .the principle of choice for sets of
power n“. It is equivalent with the following proposition (,the axiom of choice
for sets of power n*): For every class K of disjoint sets with n elements there is
a set ¥ such that the product X: Y has exactly one element for any X ¢ K.

Proof of equivalency is exactly the same as proof of equivaleney of the-
principle of choice and the axiom of choice in general case. See e. g. W. Sier
pinski, loc. cit., p. 141.
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