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W. Sierpinski.

Les lemmes 1 et 2 étant ainsi établis, reprenons le théoréme.
Vu que MCS et MN=0, on a MCS—~NCS et, comme S5 M
d’aprés (12), on trouve selon le lemme 1 que §=8-—N; comme,
d’autre part, SN d’aprés (12), notre théoréme se trouve démontré.

11 est & remarquer que Pon trouve pareillement NCS—MCS,
et comme 8-+ N, dol §58—M, nous avons établi en méme temps
le théoréme:

Toute sphére S se décompose en deuw parties disjointes, S= M-+
HS—M), ot 8=5M et S S—M.

Remarquons enfin, que Pon a d’aprés (15)

A~>B+(C, B~4 et (A,
on peut donc¢ poser
A=A4;+R, o AR=0, A;~4 et Ry~4;

comme R;~A, on peut poser encore
Ri=A454+ R, ou A,Ry=0, Ay~A, R,~A

et ainsi de suite. On définit de cette maniére par induction, pour
n=1,2,..., les ensembles 4, et R, tels que

(29) By y=4,4+R, A4,R,=0, A,~A, R,~A,

et on trouve sans peine

(30) A, CA4 et A A;=0 pour Fk==1.
Comme 'NC6’+B2A, il existe d’apres (29), pour tout » na-

turel, un ensemble N,C A, tel que N~N, et on a d’aprés (30)

NpN,;=0 pour k=l. Comme SDON;+2Ns+... et N=48, on arrive
done au théoréme suivant:

Toute sphére S8 contient une infinité dénombrable de parties dis-
joints et deww & deus congruentes dont chacune est = 8.

On peut aussi démontrer que. toute sphére § contient une
infinité indénombrable de parties disjointes dont chacune est équi-
valente par décomposition finje 2 Ja sphére §, mais la démonstra-
tion de cette proposition est moins simple?).

7} Cf. W. Sierpifiski, ce volume, pp. 235-244.
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Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

A et B étant deux ensembles de points dans Iespace & 3-dimen-

sions, et # un nombre naturel, nous écrirons
A4=2B

§'il existe des ensembles Ay A4s,..., A, et By, B,,...,B, tels que:

1° A=A4;+A.+...4+4,, B=B;+Bsyt..+B,,

20 A,4,=B;B;=0 pour 1<k<l<n,

3% 4,~B, pour k=1,2,...,n,
Ay~ B, désignant que les ensembles 4, et B, sont congruents.

Nous dirons que les emsembles- A et B sont équivalénis par
décomposition finie §'il existe un nombre naturel » tel que 4 =B.

En utilisant un résultat de M. F. Hausdorff (fondé sur ’axiome
du choix), MM. Banach et Tarski ont démontré 1) que toute
spheére § (intérieur et surface) est une somme disjointe de 2 en-
sembles dont chacun est équivalent par décomposition finie avec
la sphére S, et on en peut déduire sans peine qu’on peut y remplacer
le nombre 2 par le nombre x,. Le but de ce travail est de démontrer
qu’on peut aussi remplacer le nombre 2 par le nombre 2%. Je dé-
montre, en effet, ce

X

Théoréme 1. Toute sphére S (dans Pespace & 3 dimensions)
contient 2% ensembles disjoints dont chacun est =8.

Jhutilise & ce but une méthode développée & un but diffé-
rent, mais connexe, par M. von Neumann?). Je rédigerai d’ail-
leurs la démonstration de sorte que ni la connaissance du mémoire
de M. von Neumann ni celle du travail de MM. Banach et
Tarski ne soit nécessaire pour la comprendre. Je m’appuierai seu-
lement sur le vésultat suivant, trouvé par M. F. Hausdorff3):

1) 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 262 (Lemme 22).
2) J.von Neumann, Fund. Math. 18 (1929), pp. 73- 1186, surtout pp. 109-111.
3) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 470.
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Soit ¢ 1a rotation de la sphére § d’angle = autour d'un axe &
passant par son centre. Soit y la rotation de cette sphére d’angle
27/3 autour d’un axe ¥ passant aussi par le centre de la sphere S,
T’angle 9 entre les axes @ et ¥ étant tel que cos soit un nombre
transcendant (ce qui a lieu p.ex. pour #=2). Si n est un nombre
naturel et mq,ms,...,m, une suite formée de nombres 1 ou 2, on a

w’ﬂ’blwy)’ﬂlzw“_ qumn :# 1

(ol or désigne la transformation gqu’on obtient en effectuant d’abord
la. transformation 7 et ensuite la transformation ¢ et ot 1 désigne
la transformation identique).

Posons y=wypy. On vérifie sans peine par l'induction qu’on
a pour 7 naturels ym=yp(pypd)mleyp et ym=yp(pp)"1y% Il en
résulte tout de suite (vu la propriété des transformations ¢ et
démontrée par M. Hausdorff) qu’on a pour p naturel et s;,82,...,8,
entiers non nuls

2Hexr’2g... x’p = L.
On en déduit sans peine que si ’on pose
Tm= Q"
alors, pour m naturel, ki,ks,...,kn -entiers non nuls et p,,p,,:..,p,,
naturels tels que p,=+p,=+p,=+...%p, %), on a

1 B ky o R 5
(1) » O ...apm:izl ).

pour m=1,2,...,

Soit 0XYZ un systéme orthogonal fixe de coordonnées dont
Porigine O est le centre de 1a sphére S. Toute rotation 7 de la sphére 8
qui laisse son centre O fixe est, comme on voit sans peine, équi-
valente & une rotation d’'un angle y-amtour d’un axe passant par O
et par un point P=(w,y,2) tel que Pon a soit y>0, soit y=0 et
>0, soit y=0, 2=0 et 2>0. Soit « 'angle ZOP, 0<a<z, et f
Pangle entre les plans ZOX et ZOP, 0<f<m; enfin, soit T=1a4,
la rotation autour de l'axe OP d’angle y (ou y est un nombre
réel quelconque).

Si p=(z,y,2) est un point de espace, le point =(p)=(a',y’ 2’
(le transformé de p par la rotation 7) aura, comme on trouve sans
peine, les coordonnées:

) Jéeris py+py+pgF ... =, anlien de p & : \
TPy f i 1T Pos PaFPgs+o0s Dy
5) Cf. J. von Neumann, f.lc‘, p. 107 et 169. B Pt TP
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(2) @'=Pot+Pyy+Pyz, y'=P,o+Py+Pe2,  2'=Pu+Pyy-+Py2
olt '

P, = (cos? a cos? B+ sin? ) cos y + sin? a cos? B,

P, = sin? a cos B sin f(1—cos y) — cos a sin y,

P, =cos a sin a cos f(1—cos y) + sin a sin B sin y,

P, =sin? a cos B sin §(1—cos y)+ cos a sin y,

P, = (cos? a sin2 B+ cos? B) cos y -+ sin® a sin? B,

P, = cos a §in a sin f(1— cos y) — sin « cos B sin y,

P, = cos asin a cos f{1—cos y) —sin a sin B sin y,

Py = cos asin a sin B(1 —cos y) - sin a cos § sin y,

P, =sin? a cos y + cos? a.

On en déduit facilement que, Ti=Ta, 8,7, (i=1,2,...,m) étant
des rotations données, ki, ks,...,kn des entiers non nuls et = dé-
gignant la rotation 7= rfl rgz... r';'", si p=(2,9,2) est un point de
Pespace, le point 7(p)=(2',y',2') a les coordonnées:

(8) #'=Q12+Qxy 1052, Y'=Q.2-+Q5Y+Qs2 z’=Q7w—|—st+ng,
o Q; (j=1,2,...,9) sont des polyndmes en cos ¢, sin a,, cos B, sin B,
cos y, eb siny, (1=1,2, ...,m) aux coefficients entiers. Vu que

cos ¢ = (1—tg2 1) /(1 +1g249), sind=21g 19/(1+1g2 §9),

nous concluons que
(4) @'=Ryp+Ryy+Rss, y=Ro+Rsy+Rez, 2'=Eo+Rey+Rez
ot E; (j=1,2,...,9) sont des fonctions rationnelles aux coefficients
rationnels de 3m variables tgta, tg4f, et igiy, (1=1,2,...,m):
R=Rftgta, tgtpy, t957y Wicy e 33V ,)

11 existe, comme on sait, un ensemble F de puissance du continu
de nombres réels positifs algébriquement indépendants (c. & d.
tels quwil n'existe aucun polyndme f(zy, @2 vy @p) B m varia-
bles (n=1,2,...) aux coefficients entiers qui ne soit identiquement
nul et tel qu'il existe dans E n nombres distinets aq,dsy..., @, pOUT
lesquels f(@z,@ay...,0)=0)°). Soit T I'ensemble de tous les nombres &
{0<d<m) tels que g4 estun nombre de E: L’ensemble T est évi-
demment de puissance du continu. Nous allons ' démontrer ce

6) M. J. von Neumann 2a démontré (Math. Annalen 89, p. 134-141)

o

que si lon pose F(f) =2;

= - . . s

entier <<z, les valeurs de la fonction F(t) (qui est croissante pour t> 0) sont indé-
pendantes algébriquement.

22}2:11_211‘-‘, ou t>0 et Ex désigne le plus grand


GUEST
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Lemme 1. Soient o,f,y, (i=1,2,..) des nombres distincts
de T el 1;=7ap,, powr t=1,2,... Si m est un nombre naturel,

kf’ kz,...,k,,,‘ des entiers non nuls et p.,p,,...,p, des nombres naturels
U PrEPeF...EP,, 0N a

5 Jet k2“_ Tom
(5) T, T rpm#l.

Démonstration. En supposant que r;;' r;“f ...12’;"’21, la trans-
1 2 m
formation (4) serait pour

R]:Rj(tg ¥ O g '-}ﬂply g3 Yp, tg % Gpy R ')’pm) (1=1,2,...,9)
une identité, c. 4 d. on aurait
*) R=E;=Ry=1 et R;=R;=R,=R=~R,=R,~0.

Or, a,f,7, (i=1,2;...) étant des nombres distincts de T, les
nombres tgda,tgyf,tgty, (i=1,2,...) sont des nomhres distincts
de E, donc des nombres algébriquement indépendants: les égali-

tés (*) devraient donc &tre des identités en ay By, (6=1,2,..).
k1 km

On aurait donc 917‘19;2"'% =1 quelles que soient les rotations
m

01,0y~ autour des axes passant par le centre de la sphére S,

contrairement & (1). Le lemme 1 se trouve ainsi démontré.

Lemme 2. Soit T=T'+T" o T'T"=0 et les ensembles T’
et T sont de puissance du continu. Soient o, By (1=1,2,...)
des mombres distincts de T' e «of, B,y (i=1,2,...) des mnombres
dz.stmc»ts de T". Soient T Tay gy, € ?z':Ta;',,y;’,y;' pour 1=1,2,...
Si .m et n sont des mombres naturels, ki, kayoiskm €t Tyyls,...,1, des
entiers mon nuls, p,,P,,...,p, et G139y -+, q, des nombres maturels
tels que PP, FPF . D, et 47,0 ...=Fq,, les rotations

— okt k2 & = =h=b -1
(6) T=T T g e T=gizh n
P, "o, T, T rqquz,..rg"

ont des axes distincts.

3 Démonstration. Supposons que les rotations (6) aient le
méme axe. On a done t=7u,py et T=14 g Ol a''=a'"et f/'=p'
—_ Fr ’
done T=1y g . Il en résulte tout de suite que
yp—iz—1
(7) TITTTT S Tw g,y Vel B Tl T, f,—p =
= Ta',ﬁ’,;"+;r"—;»l-;:~ = Te gro= 1.
Posons:
0 =Ty

Q5 1=7; pour ¢=1,2,..
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Nous aurons évidemment g;=7, ; y =12, ot a, B,y
(i=1,2,...) sont des nombres distinets de 7. Or, d’aprés (7) et (6):
1=t 7 1=

—1

Ry ko km 11 Ia In ~km ,~km—1 —k1 n Iy
= Qyp Qop - Qop Qg _105q g+ Qgq 109 " € e Qgp 0oy g+ oy g2
lpl sz 2pm qu 1 2(,2 1 29, 1 me 2pm_1 2p1 2q" 1 qu 1!

P

contrairement au lemme 1. Le lemme 2 est ainsi démontré.
L’ensemble T (et T'') étant de puissance du continu, il

N

existe une correspondance qui fait correspondre & tout nombre
s P R 0o :
réel t un systéme a,,f;,v, (un systéme a;,f,7;) de trois nombres

-distinets de 7" (de T”’) de sorte que les ensembles (a},f,,7)

et (a,,B8,,7,) (de méme que (a},f;,v;) et (a;’,,ﬁ;,y;:)) sont disjoints
pour ¢'==t. Posons pour ¢ réels:

S=Tay gy M= Ta sy
et désignons respectivement par H’ et par H'' I’ensemble formé de la
transformation identique z=1 et de toutes les rotations de la forme

by sk ok K kK
(8) £t1 ft.l e Ey et 77‘1 ntz ...nt:,

m
olt m est un nombre naturel, ki, ks,...,kn sont des entiers non nuls
et t4,1p,...,tm SOnt des nombres réels tels que fy==ty=ty=+... 31y, On
voit sans peine que H’ et H'' sont des groupes de rotations et il
résulte du lemme 1 que

Fiple.

k
9) gl gmg1 et gyin2.mm L
1 "2 'm 1 m

o
pour kg ks,...,k, entiers non nuls et iyis,...,tm Téels tels que
btaty= ...t Il résulte du lemme 2 que Paxe de chaque
rotation de H' autre que 7=1 est distinct de Paxe de chaque rotation
de H' autre que z=1.

D’aprés la définition de H' (de H''), chaque rotation 7 de H’
(de H'') peut étre représentée d’aprés (9) d’une seule maniére sous
la forme (8), ol ky,ks,...,km Sont des entiers non nuls et #1,%s..ym
des nombres réels tels que #=ty==ls=F...==t, (et olt Pon doit poser
m=0 pour r=1).

¢ étant un nombre réel donné, désignons par H; (par H;')

. Pensemble de toutes les rotations (8) de H' (de H') ou #=t.

On voit sans peine que H/Hy=0 (H{H{=0) pour t'=:i, que
H/HY/=0 pour ¢ et ¢’ réels quelconques (égaux ou non) et que la
gomme de tous les H; (de tous les H}') pour ¢ réels donne l'en-
semble H'—(1) (ensemble H'—(1)).
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‘Soient ¢ et u deux nombres réels ou #w. On a:-

Ry £k Ry ~—1 phy gk 3
Etigt.;"'étm =&, 5115122 "'Et,’:

et (va que ¢==u) il en résulte que toute rotation de H; est de la forme

&1, ot Te Hy. On a done

(10) H;C&H, pour u ==t (t et u réels),

Or, si 7 e H'—H;, on a soit =1, soit rszlé-‘kz...ék’" ol &, ==t.
? tl tf) t 14:

On a donc soit =4, "%, soit T=§ E£IE2...&m 7 est donc de

. tm ?
1a forme r=§t'lr' ol 7" e H;. On a donc
11) H_H,CL'H, | pour ¢ réel.

Or, on a £ eH, done £=&7¢ ¢ £'H, et, comme d'autre
part ¢, non e H'—H} (puisque & € H}), on trouve '

(12) H-H,+ &'H, pour ¢ réel.
Pareillement, on trouve

(13) H/Cq H, pour %=t (¢t et u réels)

et

(14) H'—H;Cy*H] pour i réel.

Soit F' (et F'') Pensemble de tous les points de la sphére §
qui n’appartiennent & aucun axe de rotation =1 de H’ (de H").
D’aprés ce que nous savons sur les axes de rotations de H’ et de H",
on voit que S—(0) CF'+F".

Je dis que 7F'=F' pour 7 ¢ H'. En effet, supposons que, pour
un point p e F’, on ait z(p)non e¢F’; z(p) appartient done 4 ’axe
d’une rotation t'%=1 de H' et on a t'z(p)=1(p), Aol v—v'7(p)=0p,
c.ad. p appartient & ’axe de la rotation v~7'z, qui appartient & H’
(puisque H' est un groupe) et qui n’est pas =1, puisque de r—ir'r=1
il résulte z'=1, contrairement & la définition de . Or, ¢’est impos-
sible si p e F'. On a donc vF'CF’ pour 7 « H'. D’autre part, H' étant
un groupe, si 7eH’', on a !¢ H’, d’ol, comme nous venons de
montrer, TF'CF', ce qui donne F'=z1—1F' C7F".

On a dome =F'=F" pour teH' et, pareillement, 7F"'=F"
pour ve H". . .
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Divisons maintenant tous les points de F' (de F'') en clas-
ses, en rangeant dans une méme classe deux points de F’ (de F')
dans ce cas et dans ce cas seulement §’il existe une rotation
de H' (de H'') qui transforme I'un de ces points en l'autre.
H’ (et H") étant un groupe, on voit sans peine que F’ (et ") se
décompose ainsi en classes disjointes. D’aprés ’axiome du choix,
il existe un ensemble K’ (et K’') qui contient un et un seul point
de chacune de ces classes; on voit sans peine que

{15) 2u(E)=F", S(E")=F",
Y. TeH _
(16) (K )t'(K')=0 pour teH’, ' eH' et 1'sm,
pour teH', t'eH" et =T

(17) WK (K)=0

En effet, si Pon avait peK’, qeK', 7eH', 7 ¢H', T'5F7 et
«(p)=7'(g), on aurait v’ eH', vl et Tr'(g)=p, d’ol il
résulte, vu la définition de K’, que ¢=p; le point p appartiendrait
done & Paxe de la rotation z—1r'==1 de H’, ce qui est impossible,
puisque peK'CE'.

Désignons maintenant, pout ¢ réel, par K: (et K7) Ven-
semble-somme de tous les ensembles zK' (des zK') oft 7eH;
(reHf). Comme HHy=0 (H{H#=0) pour ¢t on trouve
d’aprés (16) et (17) respectivement

{18) K:Ev=0 et Hi{K;=0 pour %=kt (¢ et ¢ réels).

Or, il résulte tout de suite de la définition des ensembles K
(et K7) et des formules (10) jusqu’a (17) que

(19)
(20) F—E,C{E, F—E+EE,

K,Cé K, pour u=kt (t et w réels),

pour t réels,

(21) K, Cq, K pour =t (¢ et u réels),

(22) F'—EK;Cy K] pour # réels.
Soit maintenant ¢ un nombre réel et 0<Ct<<1. D’aprés (20), on
a §(F—K)CK, et §(F—K)+K, done KE,—&(F—E)40 et il

existe un point

(23) p, e K,—E(F'—K).

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIII. 16
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242 W. Sierpiniski:
-Posons:
Mi=(p), M;=§(F—K), M}=&3K,
Mi= Ei+‘z{F’ - 7;1[Ir"’~(F’-{—K;')]—K;+2},

= §¢+4[-F, - n;ll(K;,_F’)_K;+4]7 JIZ: EF_C5[K;+4 : 7];_3_11(K;’_F()]7

1

t

4

7

F= e Ky [ — ()],
:

$—n[F'—(F+K)-F,

M=y (K~ F)—F".

D’aprés les formules (19) jusqu’a (24), nous trouvons sans peine:
Mi+MICKy, MiMi=0,

M{CEuy,  MiCHiys,  MICKis,  MICKis,  MiCEys
‘Nous en 'concluons d’aprés (18) que les ensembles M{(j=1,2,...,7)
sont disjoints et d’aprés la définition des ensembles K; en vertu de (15)
=1 .
or, d;a,prés (24),(21) et (22), on a M;CK; et MICKyy1, d’o selon (18)
M:M;=0. Les ensembles (24) sont donc tous digjoints.
Posons pour 0<<i<1:
. 9
(25) M= M.

=

. 7 5

: 4 v N !

que ZM{QZO_K,+,CF. D’aprés (24), on a done (Ms~++M35)- 3 Mi=0.
=l j=1

M, est doncune somme de 9 ensembles‘disjoin’cs M (1=1,2,...,9).
.7 5

‘Soit ¢ un nombre réel ==t et 0<t"<1. Comme Y M{CY K., et
j=1 =0

7 5

: . , D )

é:M,:Cl:oK,,_,,i, et comme 4-1==1'+§ pour i=0,1,..,5 et j=0,1,...,5,
7 7

il résult 1 M= (K

) e de.(18) que j=2‘M, gz&zymo. Or, on a M{+MICK;+EKyy

et MiL MYCK Ky, Lot d'aprés (18) (M4 (M- M=o
" . L ; [ ; '
tv\Enﬁn,» il résulte de ZI'M{‘CF'; ZM{’CF’7 (M‘§+M?)F'_O ot
= =t -
.(M§I+M3)F’=0 (d’aprés (24)) qﬂeJ
7 7
o QLAMDY=0 et (M=o,
On a ainsi a

(26) MMy= /
My 0 pour ==, 0<<t<<l et O<t'<1.

icm

Paradoxe de la sphére 243

Posons maintenant pour 0<<i<1:

N}=(0), Ni=F—K, N=EK,
Ny=[F —(F+E)n, (F—E ),
N=[F' —(F+K)In, K

(27) Ny=(K,—Fy, (F—E,.),
NZ=(K;’—F’)771+1K1+4’
Ny=[F —(F+E;)—n,"F,
Ni=(E,—F)—n,,F

4
PR

,

27

.

D’aprés (27), on trouve tout de suite (vu que K, +4CF’)
N4 N =F et N4 N|+NI—K;—F.

or, vu que 7, (F—K,,)=7, F—n,'K,,, et K

RN
, e o CF, dol

.n;‘lK 2Cny 'F', ontrouve d’apres (27) N N = [F— (F+E)n,F,

dot N4 N AN =F"—(F+K;), done

. Y +
(28) N, =Z;N4=(0)+E'+F"= 8,
=

et les engembles Nﬁ, N?—i—N?, Nf—}—.N?—l—N? et N?+N3+N§ sont
évidemment disjoints, de’ méme que les ensembles N : et N3
et pareillemment les ensembles NS NG et N} (puisque K;_HCF')_,
enfin, aussiles ensembles N f, Niet N H (puisqueK't+2CF’).L’ensemble
N=S est donc somme de 9 ensembles disjoints Ni(i=1,2,...,9)-
Vu que, 7 étant une transformation biunivoque quelconque
de 1a sphére § en elle-méme, on a
1{AB)=1(4)t(B) et 7(A—B)=1(4)—1(B),
on- déduit sans peine des formules (24) et (27 ) que:
~—1 5 —1 5
Mf:‘S;N; MfzfprlN?’ Mt:§t+2771N;17 ‘M:: 1+3771Nﬂ
— 6 7 —1 =1 8 8 9 —1 9
31?=51+4’7H}1Nn Mtzfz-l-la’?:ﬁNz’ M=n0N, Mt=’7¢+1Nn
et il en résulte tout de suite que, pour j=2,3,...,9, TYensemble M,
est superposable par rotation avec lensemble N%. Or, les ensembles
M} et N ! étant  évidemment superposables (par translation), il
résulte de (25) et (28) et de la définition du symbole = que

M =8 pour 0<t<l.

9
D’aprés (26), nous en concluons donc que la sphére S contient

9% ensembles disjoints dont chacun est = 8§, ¢.q.f.d.
16%
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Il est & remarquer qu’on peut démontrer ce

Théoréme 2. Toute sphive 8 est une somme de 2™ ensembles
disjoints dont chacun est = 8.

Démonstration. Soientrespectivement M, et N les ensembles
M, et N; pour t=0 et soit M Pensemble qu’on obtient de M, en
remplagant son point p, (qui forme Pensemble M(I,) par le point O.
On voit sans peine que (0)+M§=50(N;+N§) et on en déduit faci-
lement que M(I]:HNO:S.

On a en outre le

Lemme 37). A, B et C dtant trois ensembles tels que ADBDC
et A=C, on a An—__ﬁB'

Ceci étant, posons R=8—> M, Comme MoM,=0 pour 0<i<I,
0Lt

on a SOROM,. Il résulte de Mo%8 et dulemme 3 que STR. La
gphére § est done somme de 9% ensembles disjoints, & savoir R et M,
(0<t<1), dont chacun est <=8. Le théoréme 2 se trouve ainsi dé-
montré.

?) Voir ma Note Sur le paradoxe de M M. Banach et Tarski, ce volume,
p. 230, Lemme 1; cf. 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), p. 252,
Corollaire 9.

icm

Sur la division des ensembles de P'espace par les plans
et des ensembles plans par les cercles.

Par
Hugo Steinhaus (Lwéw).

1. Les ensembles 4,B,0,...,E,..., dont nous aurons & parler
dans la premiére partie de cette étude, seront des ensembles de
I’espace, pourvus d’une mesure finie de Lebesgue; ils seront bornés
sauf avis contraire. Leurs mésures respectives |4}, |Bl, |0|,... seront
désignées par des minuscules correspondantes:

[dl=ga, |B|=0b, [C]l=¢, ...

Nous dirons qu’un plan I7 sépare un ensemble E d’un autre
ensemble F si presque tout point de B est situé d'un coté de IT
et presque tout point de F du coté opposé.

Séparabilité de 4,B,0 ou condition S: il existe un plan
qui sépare 4 de B+ C, un qui sépare B de (44 et de méme un,
séparant ¢ de 4+ B.

En supposant que 1’on ait choisi un cété d’un plan I7, la lo-
cution abrégée: IT découpe n de B signifie que celle des deux parties
de E, séparées par II, qui se trouve du c6té choisi, a la mesure 7.
En disant que IT décowpe a,f,y de A,B,(C, nous entendons que II
découpe « de 4, § de B et y de 0, le coté choisi étant le méme.
Nous désignerons un tel plan par I7(a,B,y).

Théoréme 1. La séparabilité de 4,B,C est ndoessaire et suffi-
sante pour que le plan IT(a,B,y) ewiste,quel que soit le triple (a,B,7)
assujetti auw indgalités .

(1) 0<aa, 0<A<h, Osy<e.

La thése impliquant lexistence des plans I1(a,0,0), II(0,d,0)
et I1(0,0,¢), la nécessité de la condition § est immédiate. L’objet
principal de cette étude est la démonstration que la condition S
est suffisante.
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