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Note. This paper was already under press, when an interesting paper of
8. €. Kleene, Recursive predicates and quantifiers (Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, vol.63 (1943), pp. 41-83) became available in Poland.

A considerable part of the theory developed above is to be found in the
Kleene’s paper. It seems me, however, that some of my results are new (e.z.
remarks 4.3) and that my presentation of the theory hased on anulbgies with
the theory of projective sets may be of some interest for a mathematical reader.

Professor A..Tarski informed me that he also found already in 1942
regults very similar to mines.
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Démonstration de I'égalité 2m—m=2m pour les nombres
cardinaux transfinis.

Par

Wacltaw Sierpifdski (Warszawa).

m et n étant deux nombres cardinaux, on dit que m—m=p
§i p est le seul nombre cardinal tel que m=n-+p.

En 1926 M. A. Tarski a énoncél) ce

Théoréme: On peut démontrer sans utiliser Uaxiome du choiz
que, lorsque wu est un nombre cardinal transfini (c. . d. >=¥y), on a

L oM _m=2m2),

M. Tarski n'a pas publié la démonstration de ce théoréme.
11 a seulement indiqué (1. c.) qu’elle s’appuie sur les lemmes 4, 6
et 58 énoncés également sans démonstration (1. ¢., p. 301 et p. 308).

La démonstration du théoreme et des lemmes de M. Tarski
m'est inconnue. Dans cette Note je vais démontrer le lemme 5 de
M. Tarski et j’en déduirai son théoréme (sans utiliser les lemmes 4
et 58).

Lemme I (de M. Tarski). On peut démontrer sams utiliser
Paxiome du choiz que si A ef B sont deuw ensembles tels que A~B,
il existe des ensembles Cy, Cy, Dy et D, remplissant les condittons:

A~B=C+C, B—A=D,+D,  (10=0=DDy,
0¢,~D,,  C,+AB~AB~D,+AB.

1) Comptes rendus des séances de la Soc. des Sciences et des Lettres de
Varsovie 19 (1926), Classe ITI, p. 307, Th. 56. Aussi: Ann. Soc. Polonaise de
Math. 5 (1926), p. 101. )

2) 11 régulte du théorpme de Zermelo sur le bon ordre quon a n—n=n
pour tout nombre eardinal transfini n et tout nombre cardinal m<n, d?nc, en
particulier, que 2m— m=2m pour tout nomhre cardinal transfini m; voir p.e.

* mes Legons sur les nombres iransfinis, Paris 1928, p. 233.
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Démonstration. Comme A~B, il existe une transformation
biunivoque ¢ de 'ensemble 4 en l'ensemble B. Soit ¢~* la transfor-
mation inverse. Pour tout élément z de 4, ¢(x) est done un élément
déterminé de B. Si (@) e 4, ¢*@)=p(p(®)) est un élément de B.
Généralement, si pour un nombre naturel #, ¢7(x) est un élément
de A, () est un élément de B. Pareillement, pour tout élément y
de B, p—1(y) est un élément déterminé de A4, et, si pour un nombre
naturel 1, p—(y) est un élément de B, g~"~(y) est un élément de 4.

Désignons par €, Iensemble de tous les éléments x (de A)
tels que

2) reA—B - et o(r)cd, pour n=1,2,..;
désignons par D, Uensemble de tous les éléments y (de B) tels que
3) yeB—A et g¢m(y)eB, Dpour n=L2,..,
et posons

(1) C,=(4—B)—C,, D;=(B—A)—D,.

Je dis que les ensembles: €y, C, Dy et D, satisfont & notre lemme.
1l suffira évidemment de démontrer que

) C,~D, et Cy+AB~AB~D,+AB.

Désignons par P, pour n naturel, I'ensemble de tous les ¢lé-
ments x (de 4), tels que

(6) ze A—B, p(x)ed pour k=1L,2,...,n—1, et ¢™x)e B—A4,
et désignons par @, Uensemble de tous les éléments y (de B), tel que
{1) yeB—A, ¢~*(y)eB pour k=1,2,..,n—1, et g~(y)c A—B.
Les ensembles Py, P,,... et ,0Q,,... sont évidemment deux
2 deux disjoints.
11 résulte tout de suite de (4) et de la détinition des ensembles
Oy, Dy, P, et Q, que
{8) Cy=P+Pyt+... et D=0, +Qa+ ...

Je dis que pour tout n naturel donné la fonction ¢r(z) est dé-
terminée pour tout élément z de P, et qu'on a

©® 9"(Pr) = Qn.

icm
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Soit, en effet, # un élément de Pp; vu la définition de P,
on 2 done les formules (6). Posons y =gn(x); d’aprés (6) on a donc
yeB—A et

Y=g (%)) =w ¢ A—B.
Or,
¢7Hy) =g Mo (@) =¢"*(x) ¢ B pour k=1,2,..,n—1,

puisque, si ¢P(z) existe pour un p naturel, on a gP(z) e B. Vu la
définition de @, on a done y €Q,. Done, si # ¢ P,, on a P(E) €Qn3
la fonction @~(x) est donc définie dans P, et on a o™ (P,)CQy.
Soit, d’autre part, y un élément de @,; vu la définition de Qs
on % donc les formules (7). Posons #==¢~"(y); d’aprés (7) nous anrons

weAd—B et @ (x1=¢"p—(y))=y e B—A4.
Or,
@) =gp(y) =¢'"(y) e A pour k=1,2,.,n—1,

puisque, si ¢™7(z) existe pour un ¢ naturel, on a ¢~7(y) e 4. Vu la
définition de P,, on a d’oit ® e P,. Il existe par conséquent, pour
tout élément y de @, un élément  de P, tel que z=¢—(y), d'ol
p"(x)=y; vu que x ¢ P,, on trouve donc y eg”(P,). On a par suite
Yy e@(Pn) pour yeQ, done @,Co™(P,). Or, nous avons démontré
auparavant l'inclusion inverse. On a done I'égalité (9).

Or, la fonetion ¢7(x) est évidemment & valeurs distinetes dans
tout ensemble dans lequel gn(z) est un élément déterminé; la for-
mule (9) prouve donc que

(10)  Pa~Qn

Les ensembles Py, P,,... et ©4,0,,... étant deux & deux disjoints,
il résulte de (8) et (10) que C;~D,.

D’aprés la définition de €, on & évidémment C,CA—DB, done
C,-AB =0. Or, pour » naturel, 8i z ¢ 0, on a (vu la définition de C,)
o"(x) e A et, comme toujours ¢"(x)eB (si gv"( ) est défini), on
a @n(x) e AB pour z € C,. Done, pour n=1,2,..,,p"(C;) est un en-
semble déterminé et on a ¢(C,)CAB. Or, je dis que @*(0,)p'(Cy) =0
pour % et I maturels, k==l. En effet, soit p.e. I=k-+m, ol m
est un nombre naturel. Comme C,CA—B et ¢m(C,)CAB, on a
Cypm(0,) =0, d’olt g#(Chpm(C,))=0. Or, la fonction p* étant définie
et & valeurs distinctes dans C,, on a

@k (Copm(C)) =gH( Gy g*1m(Cy)).

pour #=1,2,...

8%
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La formule <p”(02)<p’(()2):0 pour k et I naturels, k==, est ainsi
établie. Posons maintenant

AB—3gn(Cy)=E.

n=1
11 vient
(11 AB=R+p(Co)+ g2 ) + ¢%(Ca) +
et : . P
12) Cy+AB=R-+Cy+p(Cy) +92(Cs) +

Cr, @ (x) étant une transformg,t.ioﬂ biunivoque de Pensemble C,,
on & o
(13) o(Cy)~Cy et @t (Cy~en(Cy) pour m=1,2,..

Tes ensembles R, Cp, ¢(C), ¢%(Cy), ... étant deux a deux disjoints,
les formules (11), (12) et (13) prouvent que C,+AB~AB.

La démonstration de la formule Dy~ AB~AB est tout & fait

analogue. :
Les formules (3) sont ainsi ~étabhes et notre lemme se tronve

démontré.

Comme I'a signalé M, Tarskl (1. c, p. 301, th. 6), le lemme
que nous venons de démontrer, formulé en langage de la théorie des
nombres cardinaux, prend la forme snivante:

(14) On peut démonirer sans utiliser Vamiome du chotw que, st
m-+p=mq, il existe des nombres cardinauz 1, Py €t q tels que

p=ntp, qg=n+gq, MEPpi=m=m+q.

En effet, soit m-p=m--q et solent M, P et ¢ trois ensembles

disjoints tels gue = m,P pet() q- Posons A=M+ P, B= M+Q
1 vient AB=M, A—B=P, B—4=¢(. Or, vu que m+p=m-+q,
on a M+P~M-+Q, donc A~B. Soient 0,0y, D, et D, les ensembles
gatisfaisant au lemme de M. Tarski, et posons

O=Dy=n, G=py, Di=q-
Comme :

P—A—B=C,+0; Q=B—A=Di+D,, ,0=D,D,=0,
.on, trouve p=n-+py;, =1+ q et, comme ‘
Yo+ M=C3+AB~AB=M~D;+AB=D,+M,

on tronve p,~m=m=q,+m. La thése (14) est ainsi établie.
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Lemme 2. 8i m, p. el 5 sont des nombres cardinaux tels que
om—y+4p et m=m-+gs, on a p=2°

Démonstration. Soit M un ensemble de puissance m. Comme
om—=m-p, lensemble T' de tous les sous-ensembles de M est une

. somme de deux énsembles di%inintq M, et P tels que H,=met P= P.

Or, comme m=m+s, ¥ est une somme de deux ensembles disjoints
M, et 8 tels que My=m et §=s. La formule M~ M, ~ M; implique
Vexistence d'une. transformation biunivoque f de Yensemble M
en M, ainsi que d’une transformation biunivoque g de 'ensemble M,
en M. X étant un sous-ensemble quelconque de S, posons

(15) ¢ WX)=X+F [#e My non eflgx)]

Vu que M,S=0, on a évidemment A(X;)=(AX,) pour
X,C8, X,C8, X=X, Or, 87il on avait A(X) e M, il existerait un
élément ¢ de M tel que A(X)=f(t). Or, comme £ e M, il existe un
élément x, de M, tel que t=g(x,). On aurait donc A(X)=Ff(g(x,)),
olt #, e M,. Or, comme x,e M,, on a mznoneX et, si &, e h(X),
la formule (15) donne a,non «f(g(z,)), et si x,non (X)), on a
@, non € f(g(x,)) et (vu que x, ¢ M) la formule (15) donne Zy € MX).
On parvient donc dans tous les cas & une contradiction. Cela prouve
que h(X)non e M,, dome (comme évidemment i(X)eT) on a
W X)eP. L'ensemble P a done au moins autant d’éléments que

" Tensemble § a de sous-ensembles; ¢. & d. p>=2% ¢. g. f. d. Le lemme 2

est ainsi démontré (sans utiliser l'axiome du choix).

Soit maintenant m un nombre cardinal transfini. On, a, comme
on sait: 2™>m. Soit p un nombre cardinal tel que 2™=m-p.
Comme m est un nombre cardinal transfini, en a m--1=m, done

m_gmil_gm | omom Ly

et, comme d’'autre part m-4-2m>2™, on trouve 2"=m-+2" On

a done m+p=m-+2™ et, d'aprés (14), il existe des nombres cardi-
naux m, p, et g, tels que

p=n+p, 2"=ntgq, mEp=m=mtqg.

Comme 2™=m-+p et m=m+gq, on a & aprés le lemme 2,
P>2%>gq,. Par suite pmm et p>q, d'ob 2p>ntq=2"= =2mH,
done 2p>2™H. D’autre part 2™=m-p=p, d'oll omti>2p. On &
ainsi 2p=2.2™ Or, comme j’ai démontré (sans faire appel & laxiome
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du choix) %), il en résulte que p=2™ On a aingi la formule (1) et le
théoreme de M. Tarski se trouve démontré.

Sans se servir de mon théoréme cité tout & lheure (dont la
démonstration est assez compliquée) on peut achever la démon-
stration du théoréme de M. Tarski de la facon suivante.

Comme 1’a observé M. Tarski, on tire sans peine de son lemme

1a proposition suivante de M. F. Bernstein:

(16) On peut démontrer sams wubiliser Vawiome du choiw que, st

m--m=m-gq, on 4 M=q.
En effet, I’aprés (14) (pour p=m) il existe des nombres cardi-

naux 1, P, et g, .tels que

m=n-+7py, g=n++q m—+py=m=m+ Gy,
d’ol

m=m-+aq="+P+q=0+p=>0 e g.f.d.
En vertu de (16) on déduit des formules
l)p>r)m+1 A)m+2m>:)m+p
et 2™+ p>pLyp, donc de p+p=p+2", que p=2" Or, comme
9m—m-+tp>p, on trouve p=2", e.q. f.d.
11 est & remarquer qu'a l'état actuel de la science nous ne
gavons pas démontrer le théoréme qu’on obtient en remplagant dans

le théoréme de M. Tarski le terme ,transfini” par ,non fini”. En

effet, si P'on a, pour un nombre cardinal m, 2™®=m+2", on a
y ] tl b
am 14 2mCm - 2™ =2,

dott 2™ =1--2™ et 2™ est un nombre transfini. Or, nous ne savons
pas démontrer & V'état actuel de la science que, si m est un nombre
cardinal non fini, 2™ est un nombre cardinal transfini.

%) Pund. Math. 3, p. 1.
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Sur la différence de deux nombres cardinaux.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

m et 1 étant deux nombres cardinanx, on dit que la différence
m—mn exmte, §’il existe un et un seul nombre ecardinal p, tel que
m=n-+p. On pose alors m—un=p.

En admettant l'axiome du choix on démontre que, si m est
un nombre cardinal non fini, la condition nécessaire et suffisante
pour que la différence m—n existe est que n soit un nombre cardi-
nal <m (et alors cette différence est =m)?). Le but de cette Note
est de démontrer quelques propriétés de la différence de deux nombres
cardinaux sans faire appel & l'axiome dun choix. Dans cet ordre
d’idées nous ne connaissons -qu’'une seule communication: celle-de
MM. A. Lindenbaum et A. Tarski contenant (sans démonstration)
quelques théorémes diis & M. Tarski 2).

Les propriétés principales de la différence de deux nombres
cardinaux sont simples, mais leur démonstration (sans appel
3 D'axiome du choix) est beaucoup plus difficile qu’on pourrait le
croire. Cle sont tout d’abord les propriétés suivantes: si la différence
m—n existe, la différence my—n existe aussi pour tout nombre
cardinal m,>m, ainsi gque la différence m—m, pour tout nombre
eardinal m<u. Les démonstrations de ces propriétés sont basées
gur le lemme suivant de M. Tarski (énoncé par lui sans démon-
stration dans la communication citée, p. 301, et dont la démonstration
sans appel & Paxiome du choix j'ai publié dans ce volume)?).

1) Voir p. e. mon livre Legons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 233.

2) Comptes rendus des séances de la Soc. des Sciences et des Lettres de
Varsovie, 19, CL. ITT (1926), p. 307.

3) Fund. Math. 84, p. 113,
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