Deux théorémes sur les familles de transformations.

Par

Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer 4 l'aide de l'axiome
du choix les deux théorémes suivants:

Théoréme I. Si M est un ensemble infini de puissance wm et F
une famille de puissance m de fonctions définies dans M (dont les
valeurs penvent appartenir & M ou non), il exviste une famille @
formée de 2™ sous-ensembles distincts de M telle gu'on a

(1) HEY+H pour KEed, Hed, E+H, feF.

Théoréme I1. i M est un ensemble. infini de puissance m
¢t F une famille de puissance m de fonctions définies dans M et pre-
nant (pour les éléments de M) chague valewr de M aw plus une fois
{pouvant d’ailleurs prendre, pour les éléments de M, des valeurs
étrangtres & M), il existe une famille @ formée de 2™ sous-ensembles
distinets de M telle qwon a '

(2) fE)—H=+0 pour Ee¢®, Hed, E+H, feF1).

Le théoréme T a été énoncé sans démonstration par A. Lin-
denbaum en 1937 2); sa démonstration ne fut pas publide et clle
m’est inconnue. Aprés que j'ai trouvé la démonstration du théoréme I,
le théoréme II fut démontré par une autre voie par M. Kura-
towski?®),

1) Cf, C. Kuratowski, Zopologie I (Monografie Matematyczne 4. III,
Warszawa-Lwéw 1933), p. 218.

%) Ann. Soc. Polonaise Math. 15, p. 185.
%) Voir la Note qui va suivre de M. Kuratowski.
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Démonstration du théoréme I. Soit M un ensemble infini
de puissance m, ¥ une famille de puissance m de fonctions définies
dans M (2 valeurs quelcongues). Soit ¢ le plus petit nombre ordinal
de puissance wm; Paxiome du choix implique 1'existence d'une suite
transfinie du type ¢,
®)
formée de tous les éléments distincts de ’ensemble M.

Soit B, la famille de toutes les fonctions f(x) de la famille F'
jouissant de la propriété P suivante:

P. 11 existe un sous-ensemble M, de M de puissance m, tel
que flz)=kx et flr)e M pour x e M; et que flay=f(x") pour xe My,
x' e My, x==a'.

La famille 7, est évidemment de puissance <m; il existe done
une suite trangfinie du type ¢,

(4) fi{z), fol@)y ceosfol) fuga()y oo of2() 5o (é<9)

formée de fonctions de la famille ¥, et dans laquelle toute fonction
de la famille F, figure au moins une fois. ) o

Nous définirons maintenant par l’induction transfinie deux
suites transfinies du type ¢

(<)

L1y Loy ooy Ly Loty veny Liyeen

(8) PysPar 1P Popar-niPeee (e<g)
et .
(6) Uy areees Doy Yo 1921 G ooe (E<g)

comme il suit. Soit p, =, et g =a,. Soit mainter?ant a un’nomb;re-
ordinal <¢ et supposons que nous avons déja déﬁm tous les e]ém(jn‘rs
Pg et g ol £E< ¢ (ce qui a liew pour a=1). Soit Paqy T€SP. Qoe Ven-
semhle de tous éléments P TESP. Gy ot E<2a; v que a<l@, On
a ?21{< m et 62(,<m. La fonction f. étant & valeurs distinctes dans
Pensemble MMy qui est de puissance m et les ensembles“Pza et.tQ;:,
étant de puissances <m, il exigte des termes €z de la Sll‘ltfa (3) tels
que @:e My —(Put+GQu) et fol2tg) DODE Poe; nous définirons pae
comme le premier parmi eux, NOus 1_30891‘0113 Gy = f“(pid),.tnmis
définirons ensuite p,,, , comme le premier vterme f‘Jf‘g de la *1; e (ei)3
tel que @ge 'BIfg— (Pia‘!'Q‘zu), '-1“5#172“7 ‘rg:FQQa’ Fele) ng:: Etr‘;ansﬁ_
) pae, €6 mous poserﬂ)ng /P :”‘f“(Pg,,_fl). tL:;;;J;e :t (vm e
nies (5) et (6) sont ainsi définies par i mductmntr‘. ot di-
sans peine que les termes de la suite (5) sontv ous ;

stincts de termes de la suite (6).
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Comme m2=m (ce qui rvésulte de Paxiome du choix), Pen-
semble T de tous les nombres ordinanx <g peut étre décomposé
en m ensembles disjoints de puissance m, Tx(é<¢). Soit U un sous-
ensenible quelconque de T et désignons par By Pensemble de tous
leg éléments p,, ., Ol ae ‘s\; T:, et de tous les éléments p,, olt

anon e ) Tt satisfait

fel

théoréme I. .

Soit, en effet, UCT, VCT, U+V. Un des ensembles U et ]
contient donc un nombre ordinal » qui n’appartient pas & autre.
Ri pe U—F, on a [ 2 eE,—E pour ae T, (vu que les ensembles
Ts(é<y) sont disjoints et que les termes de la smte (5) sont distincts)
et, si neV—U, ona p, eB,—F pour ael, Vu que 1’,,:_» n, on
a donc toujours

Je dis que la famille @={By}ucr au

r=m pour UCT, VCT, T+V.

Anx sous-ensembles distincts de T correspondent done des

ensembles distinets Ey; vu que T= - 111, nous concluons que Ta famille &
est de puissance 2™ et on a
(7) E—H=m pour Ee®, He®, B==H.

Soit maintenant f une fonction donnée de la famille F et
distinguons deux cas: f e F—F, et f ¢ F,.

Soit feF—F,. Dégignons par R Densemble de toug les élé-
ments x de M tels que f(z)==2 et soit § 'ensemble de tous leg é1é-
ments f(z), o xe R, c. i d. posons S=Ff(R). Si Pensemble SM est
de puissance m, il existe, comme on voit sans peine, un engemble
H/CR de puissance 1, tel que f(z)==f(z') pour & e My, '« My, w=a’;
la fonction f jouit donc de la propriété P, ce qui est imposible,
puisque feF—TF,, I’ensemble SM est donc de puissance < m.
Soit E un sous-ensemble de M. Si ye Mf(E)—F, on a yeM
et y=f(r), ol xeH, et [ynonecFE, donc f(m)#w, d’olt weR et
y=f(@) e f_(R =48, donc YyeMS. On a ainsi Mf(E)—ECMS, donc
M;f E)—E<m pour ECHM. Soit maintenant ¥ un ensemble de la
famille @ et supposons que 'f(E)=H e®; vu que HCM (pour He®d),
on aurait done MAE)—E=H—FE, donec H—-E<m, ce qui est
impossible pour E—‘—H d’apres (7). On a done pour f ¢ F—F, Piné-
galité (1).
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Soit maintenant f e Fy; il existe done un nombre ordinal a<¢

tel que f=f.. Soient U et ¥ deux sous-ensembles (distincts on non)

deT.5i ae 2 Ts, on a (vu la définition de Pensemble Ep) p,, e B,
seU

eb qu:f Doy €[ Ey), done, vu que Ey est formé d’éléments

de la suite (5) qui bOI]‘f} tous T OL B fa(Bu)—Ey==0. Si

anone X Ts on a p, B, et q,,=f(p,) el (B,), dour encore
el - -

falBv)—Ev=0.
On a done toujours
fd BY—H=0 pour Ee®, He®, a<yq.

Comme f=f, on a done, & plus forte raison, I'inégalité ‘(1),

L’inégalité (1) subsiste done toujours et le théoréme I est
ainsi démontré.

Démonstration du théoréme II. Reprenons Ja démonstra-
tion du théoréme I, mais supposons gue les fonctions de la famille
prennent chaque valeur de M au plus une fois. Distinguons deux
cas: fe F—F,, et feFy.

Soit feF—F, et supposons qu’il existe des ensembles Ee@
et He® tels que E=+H et f(BE)CH. Comme f(ER)CHB)CHCHM et
feF—TF, on.a f(ER)<m et, la fonction f prenant chaque valeur
de M au plus une fois, on en conclut que ER<m. Or, il résulte de
la définition de I’ensemble R que E—R=fE—R), d’ou

B—RC(B—R)+{(RE)=[(B—R)+ {(RE)={(E)CH

et

done

E—HCER H—H<EBER<m,

contrairement & (7). On a done dans notre cas 1'inégalité (2) ).
Soit maintenant f e Fy; il existe done un nombre ordinal a<¢
tel que f=f.; @aprés (8) on a done Pinégalité .2).
Lrinégalité (2) a done lien toujours et le théoréme IT est dé-
montré. Il a des applications importantes dans la théorie des ensembles
de points.

1 Cette partie de la démonstration du théordme II est due 4 M, R.
Sikorski.
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