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Sur Textension de deux théorémes topologiques 2 la
Théorie des ensembles.

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Nous considérons les deux théorémes topologiques suivants:

A. T emiste sur la ligne droite une famille composée de 2° en-
sembles dont aucun west une image continue d’un auire ).

B. Il existe sur la ligne droite une famille composée de 2° en-
sembles dont aucun m'est homéomorphe & un Sous-ensemble d'un
autre?). -

Bien gqwénoneés en termes topologiques, ces deux théordmes
expriment en réalité des faits qui appartiennent & la Théorie générale
des ensembles ). On verra, en effet, qu'ils résultent directement
d’un théoréme de la Théorie des ensembles, qui va suivre, rapproché
du simple fait topologique, que chaque fonction continue se laisse
prolonger sur un ensemble Gs*) et que la famille des fonctions conti-
nues (3 valeurs réelles) définies sur des Gs est de la puissance du
continu.

1y Théordme signalé par A. Lindenbaum. Voir ses communications
dans les Annalez de la Soc. Pol. Math. t. X (1932), p. 114 et t. XV (1937),
p. 185. Pour la démonstration, voir W. Sierpinski, Deux théorémes sur les fa-
amilles des transformations, ce volume, p. 30.

#) Voir ma note Sur la puissance de Vensemble des ,nombres de dimension'
au sens de M, Fréchet, Fund, Math. § (1926), p. 201 et ma Topologie I (1933),
p. 218. .

3) Dans cet ordre d’idées, ef. les ouvrages précités de A, Lindenbaum,
W. Sierpinski et moi.

4) Cf. p. ex. Topologie I, p. 210,
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7 Lemme 1. Biant donnée ume fonction qui fait correspondre
& chague E< ws un ensemble F(§) de puissance N, il existe une fonction
G(&) ot E<ws telle que:

1) GE-GE=0 pour E+E, GECEE), GE=s

Rangeons, en effet, tous les &< w; en une suite transfinie {a,}
du type ws, dont chaque terme est répété n; fois. Faisons cor-
respondre & chaque 7<w,s un élément p(n) de F(a,) dée facon que
Pon ait p(n)==p(y’) pour <. ‘ i

Nous désignons par G(£) PPensemble des p(r) tels que a, =¢E.

En supposant que p(y) € G(&)-G(£), il vient E=o,=§&, do
£=¢'. La premiére des conditions (1) est done réalisée.

Pour établir la deuxitme, posons p(7) e G(£). Done a,=E£.
Mais, selon la définition de p(y), on a p(y) e F(a,). Par suite
p(n) e F(£). Cela prouve que G(§)CF(&).

L’ensemble des 7 tels que a,=¢ est, pour & fixe, de la puis-
sance 5. Il en est done de méme de I'ensemble de tous les p(y)
satigfa-isaut A cette égalité, c. 4 d. de Pensemble G(&).*

On démontre facilement qu'etant donné un ensemble ¥ de
puissance m (infinie), il existe une famille F* de puissance 2™ de
sous-ensembles de & dont les différences mutuelles sont de puissance
m %). Nous allons préeiser cet énoncé comme suit.

] Lemme 2. Soient F=m et A, un sous-enscmble de F tel que
Ar=m (z parcourant &). Il existe une famille F de puissance 2™
de sous-ensembles de & tels que les conditions X e ¥, YeF ¢t X+Y
entratnent A X—Y =m, quel que soit x e &.

En vertu du lemmnie 1 il est légitime d’admettre que les en-
sembles 4, sont disjoints deux & deux (car on peut les remplacer,
au besoin, par des sous-ensembles satisfaisant & cette condition
supplémentaire).

A chaque x € & correspond, par hypotheése, une transformation
biunivoque f. de & en A, Faisons corregpondre & chaque X e F*
(F™ désignant la famille envisagée tout-i-I'beure), 'ensemble

F(X)y= N {{X) 9

= N
AeE

) Cf. Topologie I, p. 218, renvoi 4. )
8) f(X) désigne Pensemble des y tels qu’il existe un & tel que y=f() &t
% e X. Nous ne demandons pas que la fonction f soit définie pour ehague = ¢ X,
3%
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et désignons par F la famille de tous les ensembles F(X), X par-
courant la famille F*.

Les relations: f«(X)CA. et Ay Ay =0 si o=, entrainent:
Ar..'F(X):Axo'Efx(X):A-\'u'fxn(X):fxq(x);
x
-d’o
A F(X)—F(V) = Ay F(X)— A, B(X) = [ X)— [ ¥)-

La fonction 7, étant biunivoque, on &

Fo( ) ¥) = fl X—T), @0l [ (X —FufT)=Fx(2

Les ensembles F(X) et F(Y) étant supposés difi?(é‘ nt

a X==¥, Aot X—Y=m et par conséquent A, FX)—
La méme égalité montre gque Iinégalité X+Y implique que

F(X)+F(Y); QoL F=F*=2™

Théopéme. Soient & un ensemble infini de puissance m ¢t @
une Jamille de puissance <m de tramsformations de sous-ensembles
de F en sous-ensembles de puissance m de X. Il ewiste unc famille F
de puissance 2™ de sous-ensembles de & ielle que: les conditions
XcF, YeF, XY enirainent AX)—Y =m, quelle que soit la
fonction fe®.

Posons m= s eb rangeons les éléments de la famille @ en une
suite transfinie foofiy.oyfay--- Ol a<<ws de fagon que chaque terme
de cette suite soit répété m fois. Pour f fixe, faisons correspondre
i chaque valeur y de la fonction f un x tel que f(z)=y et pour fa=1
désignons par 4, l'ensemble des » ainsi obtenus. On a done A=
et 1a fonction partielle g. qui s’obtient de f, en restreignant la va-
riabilité de Pargument & A, est biunivoque.

11 existe une suite transfinie pg, Pyy .oy Peay.rny a<ws telle que
Pae Ao b que

10 p =+p, pour i<q,

2° p g, (p,) pour £<a eb n<a,

3¢ g“,,(g\zz")#:pg pour {<a et n<a.

Car l'ensemble des p, avec {<Ca, des g”(pg) avec £<a et n<a,
ainsi que des g;i(pg) [ g;‘ désigne la fonetion inverse & gn) esti
pour « fixe de puissance < ¥s, tandis que Aa=H
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Les termes de la suite {p_}, a<<w;, étant distincts deux & deux, .
leur engemble P est de puissance m. Plus encore: en posant Ai=PAo;
ona Ax=m, chaque 4, étantrépété dans la suite {4, <, mlois.
11 est done légitime de remplacer, dans le lemme 2, & par P et 4,
par A% 11 en résulte qu’il existe une famille ¥ de puissance 2™ de.
sons-ensembles de P tels que les conditions X e F, YeF et X4Y
entrainent A%-X Y =m, quel que soit a<w, Nous allons dé-
montrer que cette derniére égalité entraine fo(X)—XY=m (ce qui
terminera la démonstration).

Or, pour « fixe, soit {pﬁr} olt 7<w, une suite d’¢léments de
A¥.X—Y., Admettons, d’ai]lellu‘s, que fy=zy>a. Comme'pﬂneA'm
1a fonction g. est définie pour Py, et on & g“(pp’i)ef“(X). Cette
fonetion étant biunivoque, Pensemble des ga(pgﬁ) pour 7 variable
est de puissance wm. Il reste ainsi & prouver gue g“(pﬂw) n'appartient
pas & Y. i

Supposons le contraire. Comme YCP, il existe alors un [<o;
tel que gm(pﬂﬂ):pg. En outre, ij#ﬁ,; puisque, par hypothése,

‘ p, ¢« P—Y et poe Y.

On a done deux cas & considérer:
1) <5, Qo a<Z. Or les conditions:

pgzgu(i’gﬂ)y ﬁ,?<5 et a<f

sont incompatibles selon 2°.

2) {< By Les conditions suivantes sonb incompatibles selon 3%
gu(paﬁ):p;, i<f, et o< B,

On aboutit ainsi & une contradiction dans les deux cas.

Le théoréme établi, hous en déduirons le th. A sous une forme
un peu précisée:

A", T1 existe sur la ligne droite (ou plus généralement: dans
tout espace complet, séparable et indénombrable) une fomille F com~
posée de 2¢ ensembles telle que les conditions X e F, YeF et XY

entrainent J(X)—X =c, quelle que soit la jonction continue f, définie
sur X et admettant une infinité de puissance ¢ de valeurs.
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11 suffit, en effet; de substituer & @ la famille de toutes les
fonctions continues, définies sur des Gs et admettant ¢ valeurs.

La méme famille F satisfait aussi & A. Car la condition
F(X)—Y = implique que X=¢; en conséquence, aucun engemble-
élément de la famille F ne se laisse transformer en un autre par
une fonction dont l'ensemble des valeurs ait la puissance < c.

T.e th. Brésulte évidemment de A’. Tl se déduit avussi du théoréme
p..36 en substitnant & @ la famille de toutes les homéomorphies
définies sur des ¢ indénombrables (en vertu du théoréme de M. La-
vrentieff 7), d’aprés lequel chaque homéomorphie se laisse étendre
sur un ensemble Gs).

7y C. R. Paris t. 178 (1924), p. 187. Cf. Topologie I, p. 214.

Les correspondances multivoques et Paxiome du choix.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

On dit quion a défini entre deux ensembles gquelconques P
et @ une correspondance bi-»-voque (o » est un nombre naturel)
si I'on a défini une correspondance qui fait correspondre & tout
&lément p de P un ensemble E(p) formé de » éléments de @, telle
quil existe pour tout élément ¢ de ¢ précisémment » éléments p
de P tels que g¢eH(p). En utilisant Paxiome du choix Dénes
Konig a démontré!) que 'l existe une eorrespordance bi-»-voque
entre deux ensembles P et @, il existe aussi une transformation
biunivoque 7 telle yu’elle ne tait correspondre deux éléments yue si
ces éléments se correspondent par la correspondance bi-»-voque
donnée (c. & d. telle que f(p) e K(p) pour pe P).

Pans le n® 1 de cette Note je prouverai que si I’on savait dé-
montrer cc théoréme de M. D. Kénig pour y==2 sans faire appel
3 Paxiome du choix, on saurait démontrer sans 1'aide de cet axiome
l'existence d’'un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue.
Je nommerai notamment une correspondance bi-2-voque entre
deux ensemkles hien définis d’ensembles linéaires et je démontrerai
que §i Pon savait nommer une correspondance biuniveque entre
ces ensembles, on saurait nommer un ensemble linéaire non me-
surable L.

Dans le nd 2 de cette Note je démontrerai le théoréme de
M. D. Konig pour »=2 en admettant Paxiome du choix pour les
familles d’ensembles disjoints formés de deux éléments.

1. Divisons tous les nombres irrationnels en classes, en ran-
geant dans une méme classe deux nombres dans ce et seulement
dans ce cas, si leur différence est un nombre rationnel. Nous appel-
lerons ces classes classes de Vitali. On obtient ainsi wne décompo-
sition de Pensemble N de tous les nombres irrationnels en classes
de Vitali digjointes. Si 'ensemble linéaire ¥ est une classe de Vitali,

1) Fundamenta Mathematicae 8, p. 114.
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