INDEPENDANCE D’ENSEMBLES
ET PROLONGEMENT DE MESURES

(RESULTATS ET PROBLEMES)
PAR
E. MARCZEWSKI (WROCLAW)

Cette Note a pour but de passer en revue les théordmes
(dont les démonstrations, pour la plupart, n'ont pas été encore
publiées) liant la notion d’indépendance au sens de la théorie
générale des ensembles a celle d’indépendance stochastique et
apportant, en outre, des applications de ces notions au probléme
du prolongement des mesures et & celui de leur existence dans
les produits cartésiens.

1l s’agit, en particulier, de metire en relief le role du théo-
réme sur les mesures dans les corps indépendants établi en 1940
par Banach (Théordme IL.) et de signaler quelques problémes
qui restent ouverts jusqu'a présent.

1. Indépendance d’ensembles. Considérons les sous-ensem-
bles d'un ensemble fixe X (sur lequel on n’admet d'ailleurs au-
cune hypothese). Désignons, pour tout ensemnble E(CX, par —FE
le complémentaire de F, c’est-d~-dire I'ensemble X~—E.

K étant une classe de sous-ensembles de X, on dit que K
est une classe d'ensembles indépendants ') au sens de la théorie
générale des ensembles — ou bien que les ensembles apparte-
nant & K sont indépendants — si, quelle que soit la suite finie
E...En d’ensembles de cette classe, différents deux a deux, et
quelle que soit la suite iy, ...,i, composée de nombres O et 1, on a

(1) ' kI:fIl (— 1% = 0.

) Cf. Fichtenholz et Kantorovitch [3], p. 78, Hausdorff [4],
Tarski [16], p. 53, et Marczewski [10], [12].

Les nombres entre crochets désignent les numéros de la liste des ouvrages
cités qui se trouve 2 la fin de cette Note, p. 131-132,
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Fn d’autres termes: les ensembles apparienant 2 K sont in-
dépendants si aucun atome?) d’une suite finie quelconque d’en-
sembles de cette classe n'est vide. Si K est une classe d’ensem-
bles indépendants, aucun ensemble de cette classe n’en contient
aucun auntre ete. L’indépendance d’ensembles peut étre aussi for-
mulée comme suit: aucune somme d’une suite finie de ces en-
sembles ne contient de produit d’une suite finie des autres.

En remplacant dans la définition les suites finies par celles
tout au plus dénombrables, on a la définition de Vindépendance
dénombrable.

1] est évident quedles ensembles dénombrablement indépen-
dants sont a plus forte raison des ensembles indépendants. Il est
évident aussi que les notions d’'indépendance et d’indépendance
dénombrable coincident pour les classes finies d’ensembles.

Nous appellerons dans la suite mesure définie dans un corps
M de sous-ensembles de X toute fonction d’ensemble w(E) définie
pour EeM, non négative, additive et telle que u(X)=1. En
posant

QF(Els E2)=/*‘[(E1_Ez)+(Ez"E1)] pour E,, EgEM

et en identifiant E; a E, lorsque p,(E,,E;)=0, on obtient un
espace méirique dont les éléments sont les sous-ensembles de X.
La mesure u est dite séparable si cet espace l'est ®).

K &tant une sous-classe de M; on dit que K est une classe
d’ensembles stochastiquement indépendants par rapport a la me-
sure x — ou, plus court, que les ensembles appartenant & K sont -
stochastiquement indépendants par rapport a u-— lorsquon a

I-‘(El'--~'En)=";l‘1(E1)'---'#(En)

pour toute suite finie E,..., E. d’ensembles de cette classe, diffé-
rents deux a deux 4).

2) On appelle ainsi précisément tout ensemble (vide ou non) ayent la
forme du produit (1). Voir p. ex. mon ouvrage [12], p. 14, ou ce fascicule, p. 104.

%) Voir p. ex. Nikodym [14].

4 1] est clair que I'indépendance stochastique d’ensembles équivaut 3 l'in-
dépendance (au sens de Kolmogoroff et Steinhaus) de leurs fonetions
caractéristiques (au sens bien connu de de la Vallée-Poussin). CL p. ex.
Kac [6], p. 47, définition 2, Kolmogoroff (7], p. 50, et ce volume, p. 113-114.
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Une indépendance stochastique ,dénombrable” ne donnerait
rien de nouveau car — comme on le constate aussitét — Paddi-
tivité dénombrable du corps M et de la mesure x entraine

Wy By )= () u(Ep)-...

pour toute suite infinie {E.} d’ensembles différents appartenant
a la classe d’ensembles stochastiquement indépendants.

Exemple 1. Désignons par C l'ensemble de toutes les
suites infinies {i»} composées de nombres 0 et 1, et par C, len-
semble des suites {i}eC pour lesquelles on a ip=1. Soit C*
Iensemble des {iz}eC qui n’admettent gu’un nombre fini de ter-
mes 1. Posons, enfin, C%=C C*

On voit aussitdt que les ensembles Cp, ot m=1,2,... sont
dénombrablement indépendants, tandis que les ensembles cr
ne le sont pas, tout en étant indépendants.

Exemple 2. Désignons par I Pintervalle fermé 0-Jx-71
et par I" sa n-dme puissance, c’est-d-dire le cube-unité de Pes-
pace euclidien a n dimensions. Soit Ji l'ensemble de tous Iés
points (x,,...,x.)el* tels que Y, <Cxn<1. On voit aisément
que les ensembles Ji,...,Jr sont indépendants et quils le sont
stochastiquement par rapport & la mesure ordinaire n-dimension-
nelle.

Exemple 3. Soit I, 'ensemble de tous les nombres de I
dont le développement dyadique contenant une infinité des zéros
admet 1 comme son n-éme chiffre. Les ensembles [, I,,... sont
indépendants, mais ne le sont pas dénombrablement. 1ls sont en
méme temps stochastiquement indépendants par rapport a la me-
sure linéaire ordinaire.

2. Prolongement d’ume fonction arbitraire & une mesure.
Bien que la notion d’indépendance au sens de la théorie géné-
rale des ensembles ei celle d’indépendance stochastique soient de
nature différente et que le terme sindépendance”™ leur ait été
assigné d'ailleurs d’une manidre tout & fait indépendante, elles
se sont avisées liées par une étroite dépendance. In analysant
le premier exemple d’'une mesure non séparable, di & Niko-
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dym®); jai réussi en 1938 a en dégager et i démonirer deux
théorémes paralldles gue voici ©):

Théorémes 1 [et L.]. K étant une. classe d’ensembles indé-
pendants [dénombrablement indépendants], il exigte pour toute
fonction d'ensemble o(E) ot EcK, telle que 0<p(EJ<1, une
mesure [mesure dénombrablement additive] u définie dar?s le plus
petit corps [le plus pefit corps déngmbrablement additif] conte-
nant K et satisfaisant aux condifions:

(1) u(E)=o(E) pour tout EcK,

(@) la classe K est stochastiquement indépendante par rap-
port & p.

Le théoréme I contient celui établi en 1934 par Fichten-
holz et Kantorovitch (3 Iendroit précité). La démonstrati_on
du théoréme T.. s'appuie sur le théoréme I et sur celui blezl
connu concernant le prolongement de mesures a des mesures dé-
nombrablement additives 7).

Le role des théorémes I et L. est multiple. Outre les rela-
tions entre diverses notions d’indépendance, ils établ;'ssnz'nt une
condition — qui est d’ailleurs non seulement suffisante, mdis aussi
nécessaire — pour que toute fonction bornée non négatlve,‘ défi-
nie dans la classe donnée d’ensembles, se laisse prolonger a une
mesure. 1ls permettent aussi — faisant appel aux théo;émgs_cmz-
nus sur Pexistence des classes indénombrables d’ensembles indé-
pendants — de démontrer facilement existence des mesures non
séparables, celle des mesures par rapport auxquelles il existe
des classes d’ensembles stochastiquement indépendants de grande
puissance, etc ?). .

3. Prolongement commun de mesures dans les corps indé.pejn-
dants. Théoréme de Banach. Généralisant les notions définies
au 11, nous dirons quune famille {M:} de corps composiés de
sous-ensembles de X (et o ¢ parcourt un ensemble arbitraire T)

5 Voir Nikodym [14]. Lo .

%) Ces théorémes ont éié signalés par moi dans une cpmmumcahon préli-
minaire [10]. Leurs démonstrations et certains théorémes réciproques se trouvent
dans mon ouvrage [12].

7y Voir p. ex. Kolmogoroff [7}, p. 15.

8 Cf. mon travail [12], p. 25-27.
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en est une de corps indépendants lorsquwon a [[E; =0 pour toute
suite finie d’ensembles E; tels que '
(%) 0+EjeM; ol i+t pour iFk

En remplagant dans cette définition les suites finies par cel-
les au plus dénombrables, on en forme la définition de Vindé-
pendance dénombrable des corps.

Soit (E), pour tout E(CX la eclasse composée d’ensembles
X, 0, E et —E. La classe (E), est un corps dénombrablement
additif d’ensembles.

Soit {Ey}, ol teT, une classe de sous-ensembles de X tels que
0==E =+ X ‘

Il est facile de voir que I'indépendance et P'indépendance dé-
nombrable des ensembles E; équivalent respectivement & celles
des corps (Ei),. D’autre part, 51 0<&<1, la fonction u définie
par les conditions: -

wX)=1,  u0)=0, wE)=§ et ul—E=1-—¢f
pour un ECX non vide est évidemment une mesure dénombra-
blement additive dans le corps (E),.

Une famille de corps My M. ou teT, sera dite famille de
corps stochastiqguement indépendants par rapport & la mesure u
définie dans le corps M, lorsque toute classe d’ensembles {Ei},
o EreM;, est une classe d’ensembles stochastiquement indépen-
dants par rapport & . On constate aisément que l'indépendance
stochastique des ensembles E:eM (ot teT) équivaut a celle des
corps (Es),. .

Certaines remarques dans le livre de P. Lévy® m'ont
amené & formuler deux propositions suivantes qui — comme on
le voit aussitét en tenant compte des énoncés qui précédent —
conIstituent respectivement les généralisations des théorémes 1
et I

Théorémes II [et IL.]. Soit {My} oi: teT une famille de corps
indépendants [de corps dénombrablement additifs et dénombrable-
ment indépendants] composés de sous-ensembles de X, tout M
étant pourvu d’'une mesure [d'une mesure dénombrablement addi-
tive] u définie dans lui. Il existe alors une mesure commune [une
mesure commune dénombrablement additive] u, définie dans le

") Voir Lévy 8], p. 27.
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plus petit corps [le plus petit corps dénombrablement additif] con-
tenant tous les corps M; et felle que: :

(1n) w(E)=w(E) pour EeM; et pour tout teT,

(2n) les corps M, sont stochastiquement indépendants par
rapport a u. :

Je suis parvenu a démontrer le théoréme II au printemps de
1939 19), Le théoréme IL., dont la démonstration est incompara-
blement plus difficile, a été démontré en 1940 par Banach; une
autre démonstration de ce théoréme a été trouvée par Saks ™).

Le théoréme Il.. permet d’établir aussitdt les théorémes sur

I'existence des mesures dans les produits cartésiens **) — et mé-
me quelques théordmes plus généraux — car les corps des en-

sembles dits cylindriques, correspondants aux axes différents, sont
dénombrablement indépendants et I'indépendance stochastique
coincide dans ce cas avec la ,loi du rectangle”.

Quant au théoréme II, I’hypothése s’y laisse atténuer comme
suit. Remplagons dans la condition (*) de la définition de Iindé-
pendance de corps linégalité E;=+0 par l'inégalité ,utj(Ej)=i=0 et
appelons la propriété des corps M: qui en résulte ainsi 1.eur
presque-indépendance par rapport aux mesures y. Une modjflca-‘
tion facile de la démonsiration du théoréme II conduit au théo-
réme plus général suivant, qui est déja reversible:

Théoréme III. Soit {My), ot teT, une famille de corps com-
posés de sous-ensembles de X, tout M; admetfani une mesure w
définie dans lui. Alors, pour qu’il existe une mesure commune p,
définie dans le plus petit corps contenant tous les M; et assujettie
aux conditions (ln) et (2m), il faut et il suffit que les corps M
soient presque-indépendants par rapport aux mesures .

Le théoréme III admet plusieurs applications que je publierai
ailleurs *®) et parmi lesquelles se trouve la solution négative d'un
probléme de MM. Z. Lomnicki et Ulam. Le probléme de for-
muler et d'établir une généralisation analogue du théoréme Il
est ouvert (voir plus loin, P24 p. 130).

10) Cette démonstration paraitra dans mon travail [13].

1y Voir les travaux posthumes de Banach [2] et de Saks [15].

12 7. Lomnieki et S, Ulam [9], p. 245 et 252; Sparre Andersen
and Jessen [1], p. 22. ]

18) probablement dans une Note aux Studia Mathematica.
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4. Prolongement d’une mesure donnée. Kakutani a dé-
montré en 1944 que la mesure de Lebesgue dans lintervalle T
se laisse prolonger & une mesure non séparable 4. Ce résultat
m’a suggéré Vidée du théoréme suivant *), dont la démonstration
ne différe pas essentiellement de celle du théoréme I.:

Théoréme IV... M étant un corps dénombrablement additif
de sous-ensembles de X avec une mesure dénombrablement addi-
tive u définie dans lui, soit K une classe de sous-ensembles de X
satisfaisant a la condition: pour tout EeM tel que u(E)>0, pour
toute suite d’ensembles-différents E, E,,...cK et pour toute suite
{in} de nombres 0 et 1, on a

@ E-JI(—1)"En 0.

Enfin, soit ¢(E) une fonction arbitraire d’ensemble EcK
telle que 0-<p(E)< 1.

Il existe alors une mesure v, définie dans le plus petit corps
dénombrablement additif contenant M-+ K et telle que

! __J#(E) pour EcM,
{w 7(E) {q:(E) pour LeK,

(2wv) la classe K augmentée d'un EeM quelconque est une
classe d’ensembles stochastiquement indépendants par rapport a ».

On remarquera qu'en désignant, pour tout ensemble 4 X,
par p.(d) sa mesure extérieure u, c’est-a-dire la borne inférieure
des nombres p(E) pour AC EeM, on peut formuler comme il suit
I'hypothése du théoréme IV.. concernant la classe K: pour toute
suite.d’ensembles El,Ea, ..el et pour toute suite {i,} de nombres
Oet i, ona :

wl H0E) =1
n=1

Le théoréme IV, analogue au théoréme 1V.., mais concernant
I'additivité finie, n’a pas besoin d’étre formulé séparément, car —
comme il est facile de le constater — il est contenu dans le thé-
oréme III.

) Voir Kakutani [5]
) communiqué le 27 juin 1947 & la séance de la Société des Sciemces et
des Leitres de Varsovie,
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Le résultat de Kakutani résulte du théordme IV.. en vertu
des propriétés connues de la mesure de Lebesgue et des ensem-
bles indépendants. On peut dire que le théoréme IV.. est en méme
rapport & son résultat que le théoréme I.. Lest au résuliat de
Nikodym (mentionné au n°2, p. 124-125).

1l est remarquable que le théoréme IV.., qui est une générali-
sation du théoréme I., n’est pas embrassé par la généralisation
aunssi forte du m8me théordme que celle de Banach (théordme I1..).
La recherche d’un énoncé qui embrasserait simultanément les théo-
rémes IL. et TV.. se rattache intimement aun probléme mentionné
a la fin du n°3 (p.127). En effet, le théoréme IV.. serait évidem-
ment embrassé par une modification du théoréme Il.. — & savoir
par un théoréme qui porierait le numéro IlL.. — dans laquelle, la
thése du théoréme Il.. laissée intacte, son hypothése aurait été
remplacée par une condition non seulement suffisante, mais aussi
nécessaire. :

1l est enfin & noter que le probléme des réciproques aux thé-
orémes II et Il.. peut éire posé d’ailleurs d’une autre maniére.,
A savoir, si toutes les mesures [mesures dénombrablement additi-
ves] w définies dans les corps M: donnés admettent un prolonge-
ment commun u, méme ne satisfaisant pas 3 la condition (2m),
les corps M; sont indépendants [dénombrablement indépendants].

5. Problémes ouverts. Pour envisager de plus prés les pro-
blémes signalés a la fin des n* 3 et 4, considérons les propriétés
suivantes des corps dénombrablement additifs M; et des mesures
dénombrablement additives w définies respectivement dans ces
corps:

(C) ~— la thése du théoréme IlL.,

(C,) — Ihypothése du théoréme Il., c’est-d-dire I'imdépen-
dance dénombrable des corps M,

(C3) — ce que devient I'indépendance dénombrable en rem-
placant dans la condition (*) de sa définition 1'inégalité

(i1) EJ':':O
par l'inégalité
(i) iy (B) 0,
(Cg) — ce quelle devient en remplagant (i,) par l'inégalité
{is) - HmE=o.

Colloquium Mathematicum 9
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On a les implications évidentes (C,)—(Co)—>(C,). Le thé-
oréme IL. exprime limplication (C,)—>(C), mais il est facile de
montrer par un exemple la fausseté de limplication (C)—(C,
et méme de (C)—(C,). Il suffit, en effet, de poser dans I'exemple
3 du n°l

Mn:([")0=(I: 0, Iﬂs I'_'In)

et 'y prendre pour s, la mesure de Lebesgue. Alors (Cy) et (Cy)
sont en défaut, puisque [[I.==0, tandis que (C) subsiste, car la
n=1

mesure de Lebesgue dans I est un prolongement commun. des w
et les corps M, sont stochastiquement indépendants par rapport
a elle. Il est aisé de constater, a Vaide du théoréme IV.. par
exemple, que limplication (C)—(C,) est fausse déja dans le cas
de deux corps M, et M,. . .

Par contre, on voit facilement que llmphcatxon (C) > (Cy)
est vraic en toute généralité. En effet, si I'on admet (C) et (i),
on a.en raison de lmdependance stochastique des corps M; par
rapport a u

g[_] )= ,— u(E)) =j1:[lﬂf,-(Ej)=i=0,
done E,-E;-...0
Le. probléme suivant reste par conséquent & résoudre:

P 24. La géuéralisation (C;) ~
du théoréme IL. est-elle vraie?

(C), ou méme seunlement}(C,) - (C),

Ce probléme est ouvert méme dans le cas de deux corps M.
et M,, donc aussi de deux mesures p, et g,. Dans ce cas, les pro-
priétés (C,) et (C,) sont évidemment équivalentes. Banach s'occu-
pait de ce probléme ep 1941,

Les relations d'implication entre les propriétés (C) et (C))

P 1 2 5 ot j==1,2,3 peuvent &tre ré-
sumées par le tableau suivant,
O =) - -+ ot les signes -, — et ? dé-
signent respectivement le vrai,

C C 18 ? ? .
> © +9 le faux et le probléme ouvert.

) Le théoreme de Banach (théordme oo, p. 126-127).
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Dans le cas de deux corps, ce tableau se réduit 3 un plus snmp]e

Ainsi, & la recherche d’une condition -
équivalente a (C), il faut en tout cas —
comme le montre le tableau — rejeter
les conditions (C,) et (C,). Si I'implica-
tion (C,)—(C) se montrait vraie, on
aurait Péquivalence (C)2(C,), c’est-a-
dire précisément le théoréme qui, en nous tenant au numérotage
adopté, serait désigné par Ill... En outre, I'implication (C;)—(C,)
embrasserait comme cas particulier le théoréme 1V., qui —
comme on 'a vu — p’est pas contenu dans le théoréme Il...

j= 1 2,3
©~Cp | — | +
B RICR R

Notons, pour terminer, que dans le cas de deux corps d’en-
sembles, quoique le probléme de I'implication (C,)—(C) soit ouvert,
on peut facilement améliorer un peu limplication (C,)—(C) en
remplagant (C,) par une propriété (Ci,2) moins forte — mais plus
forte que' (C,) — & savoir, en substituant & (i,) la condition

(i1.2) wm(E)F0 et E,=0.
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MEASURES IN NON-SEPARABLE METRIC SPACES
BY
E. MARCZEWSKI (WROCLAW) AND R. SIKORSKI (WARSAW)

In this paper we call a measure every g-additive set function
a(X), such that 0<<pu(X)<-+oo, defined on a o-additive field of
subsets of a set ¥. A measure is said to be o-finite, if ¥ 1s the
sum of an enumerable sequence of sets of finite measure.

A measure on the field of all Borel subsets of a metric space
% is called a Borel measure in X.

The chief problem of this paper!) is a decomposition of any
metric space ¥ with a o-finite Borel measure u:

(1) ¥=N-4S, where pg(N)=0 and S is separable.

We shall prove that, roughly speaking, this problem is equi-
valent to the known generalized problem of measure of Banach?)
(see Theorems I1I, IV and V). In particular the decomposition (1)
is possible for every metric space X for which the answer to
Banach’s problem is negative, e.g. for each ¥ of power x,.

Therefore, the results of this paper reduce, in practice, the
examining of Borel measures in metric spaces to the separable case.

Two ideas play an essential part in our proofs: a certain -
method of Banach concerning measures in abstract sets and
a theorem of Montigomery on non-separable meiric spaces
(see p. 135).

We wish to thank Professor B. Knaster, whose questions
and remarks have contributed to the solution of the chiet pro-
blem of this paper.

1. Lemmas om o-finite measures. We shall establish two
simple lemmas.

1) Presented to the Polish Mathematical Society, Wroclaw Section, on Octo-~
ber 30, 1947, and to the Warsaw Section on December 5, 1947.

%) See Banach et Kuratowski (2], Banach [1], Ulam [11], Mar-
czewski [4], p. 308, Marczewski et Sierpidski [6], Sierpidski [9],
p. 107.

Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the paper.
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