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where yeFE, and g is a Lebesgue-integrable function. Thus it is
also the general form of linear functionals in G. The integration
by parts gives

b

Fy)=(D) [y (B&(b)— &(Hldt,

a

t
where g(f)= f g(#)dt is an absolutely continuous function.

Let (D) be the space of Denjoy-integrable functions in {a, b>

with the usual definition of addition. A sequence {x;} of elei
menti of (D) will be called convergent to x if the sequence
{(D) f x,.(t)dt} is uniformly bounded and asymptotically conver-
gent to x. Then we obtain the following theorem:

The general form of linear functionals in (D) is

b
Fl)=(D) [ =(t)h(t)dt,

where h(t) is any absolutely continuous ~function vanishing at b.
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SUR LES PRESQUE-PERIODES
DES FONCTIONS PERIODIQUES
PAR ’
S. HARTMAN, H. STEINHAUS ET H. FAST (WROCLAW)

I. Le probleme (5. Hartman). Désignons par &(e) le
e-module de continuité uniforme de la fonction f(x) uniformément
continue, c’est-a-dire la borne supérieure des nombres §=0 pour
lesquels

) —f=)] <e.

Appelons e-presque-période d’une fonction continue f(x) — et
désignons par 7;(s) — tout nombre pour lequel on a

[flx (el —flx)| <o

[x’'—x"|<<6  entraine

quel que soit x.
Les fonctions f(x) sont supposées définies pour tout x réel.
La notion de presque-période est étudiée d’habitude pour les
fonctions presque périodiques, mais elle se montre utile dans
I’étude des fonctions périodiques, ot elle permet, par exemple, de
simplifier les démonstrations de certains théorémes. Tel est, entre
auires, le théoréme suivant de Gottschalk’):

Quels que soient les nombres réels 1, a,,...,a non nuls et §
positif, il existe un ensemble relativement dense?® N de nombres
entiers tel que neN entraine U'existence des entiers my,...,m pour
lesquels on a

(1) nt—m;a:|<<6 (i=1,..., k).

Faisons d’abord deux remarques qui trouveront leur appli-
cation aussi dans la partie I1I de ce travail.

Soit f(x) une fonction non-constante, périodique et continue.
Désignons par of sa période minimum, c’est-d-dire la plus petite
période positive.

) W. H. Gottschalk, Almost-periodicity, Equi-continuity and Total-
boundedness, Bulletin of the American Mathematical Society 52 (1946), p. 633-636.

2y cest-d-dire que I'ensemble des différences entre ses éléments voisins
est borné.
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Alors:

1% Si a estun 7(g), 1} en est de méme de (—a) et de b=a--nos
ot n est un entier arbitraire,

On peut donc se borner A considérer les e-presque-périodes
qui appartiennent au segment <0, w;/2>.

, -2° Pour tout 80, il existe un £=>0 tel qu'a tout =(s) ou

e<Cs, correspond un entier n pour lequel on a |7/(s) —nwr|<<é.

C’est une conséquence immédiate de 1° et de la continuité
de f(x), qui implique que, pour toute suite {z77(e)} ot 0 7{er) < wy/2
et ex—>0, on aklimr,(ax-)=1,(0)=0.

—yoa

Ceci établi, on peut démontrer le théoréme de Gottschalk
comme il suit.

Considérons les fonctions

@ fo(x)=singt—gzx et fi(x)=_sini—’_’x (=1,..., k).

Il existe en vertu de 2° un §>>0 suffisamment petit pour qu’a
tout systtme de nombres 1;(s),..., 77, (¢) vienne correspondre un
systéme d’entiers n, m,,...,my tels que V'on ait simultanément

BG) @ —nt<s2 et ol —ma|<d2 (i=1,...,k).

Fixons un tel &. On sait %) que, pour tout ¢>>0, les nombres
7{e) qui sont des e-presque-périodes des fonctions (3) simultané-
_ment constituent un ensemble relativement dense. En vertu de (3),
on a pour & fixé

4) |v(e) —nt|<<d/2 et
ce qui entraine (1).

Soit N I’ensemble .de tous les n satisfaisant a (4), done a (1)
L’ensemble des t(e) étant relativement dense, N l'est également,
ce qui achéve la démonstration.

Un autre exemple d’application de la notion de presque-période
d'une fonction périodicue -est fourni-par le travail de Kaluza e,

qu.1 s'est servi de cette notion pour é&tablir un théoréme sur les
fonctions presque-périodiques quelconques,

]

|t(e) —mias <<d/2 (i=1,..., k)

% H. Bohr, Fastperiodische Funktionen, Berlin 1932, p- 31-32,
) T. Kaluza jr, Untersuchung fasiperiodischer Funktionen miltels dqui-

distanter Zahlenmengen, Journal fiir reine und angewandte Mathematik 181 (1939),
p- 153-176, en particulier p. 157.
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11 est évident que toute fonction f{x) continue périodique est
uniformément continue sur toute la droite. Une telle fonction
admet des s-presque-périodes pour tout £>>0, car tout nombre naoy,
oll n est un entier, est une période de f(x) et en méme temps un
77(¢) pour tout £=>0.

Cependant, les périodes nw; de f(x) n’épuisent l'ensemble
des () pour aucun & donné: en effet, tout nombre v satisfai-
sant a l'inégalité [t—nws|<<8(e) pour une valeur entiére de n est
un 7;(¢). D’autre part, on conclut de la définition de d(s) que tout
intervalle ouvert (nwy—, nor+n), ol 7>>d(s) et o n est un
entier, contient des nombres qui ne sont pas des 7(g). On est ainsi
amené a introduire les définitions suivantes pour les fonctions
continues périodiques f(x).

Soit ¢=>0. Une s-presque-période 7;(e) s'appellera non-singu-
lire s’il existe un entier n tel que

nos— 8(e) < (e} nowr=-&rle);

sinon, elle sera dite e-presque-période singuliére de f(x).

Une fonction continue périodique f(x) s’appellera non-singu-
ligre s'il existe un &,>0 tel que chaque t;(¢) est pour tout
e<Ce, une s-presque-période non-singulidre de cette fonction; si-
non, la fonction s’appellera singuliére.

On prouve aisément I'existence des fonctions admettant des
e-presque-périodes singulidres pour un £>>0 donné. Telle est par
exemple la fonction

cosy i 8(n1)a/2—n<<x<Bn-t1)m/2+41,
sinx ailleurs,

B fx) ={

n étant un entier arbitraire et n un nombre fixe quelconque entre
0 et m/2. Choisissons un & entre 1—cosn et 1. On voit aussi-
tot que w;=4m et &(e)<<m/2. Cependant, le nombre 2z est aussi
un 7(e), donc une s-presquerpériode singulidre de la fonction (5).

Néanmoins, la fonction (5) est une fonction périodique non-
singuliére en posant &=1-—cosy. Parmi les autres fonctions
périodiques non-singuliéres, citons encore sinix (pour 2 réel ar-
bitraire), ot 'on peut admetire méme & =--o0.

Le probléme se pose donc: y a-t-il des fonctions confinues
périodiques singuliéres?
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II. Un exemple (H. Steinhaus). La réponse au probléme
qui précéde est affirmative.

Divisons Iintervalle semi-ouvert <0,1) en une suite d’inter-
valles partiels sans points communs

©) F A A A A A

dont les I, sont fermés et les I, —ouverts; il recouvrent <0,1) en

se succédant sur 'axe des x dans I"ordre indiqué par (). La lon-
gueur de I} est 7/11; la longueur de I, est 2h, et celle de I}, est

la méme. (k=1,2,...). En désignant la longueur par | |, on aura
donce

i+ 2 (L) =7/11 44 2 h =1

pour k- convenablement choisi. On peut poser par exemple
h=1/12%; ¢’est ce que nous allons faire.

Désignons par ar le milieu de Ii; soit

@ &= (3/5).

Définissons la fonction f(x) comme suit:
pd f(x)={ 0 pour xell, (k=0.1...).
9 g.sin [n(x —ar)/hx] pour xelp (k=1,2,..),

(10) flx+1)=f(x)
(8) et (10) impliquent f(1)=0. Comme iim g=0 d’aprés (7),

pour tous les ux.

on a continuité a gauche pour x==1; la continuité & lintérieur
de <0,1> est évidente, car sin [n(x —ai)/h] =0 pour x=qa;+h;.

On a pour k=1,2,... les relations:

(11 _ Max_[fed-2h)—f)| =,
(12 _Max_[fGe+h)—f()] > 24,

qui se démontrent par induction comme suit.
Soit d’abord x==a,~+h,/2; on a alors x—-2h,=a,--5h,/2,
de sorte que f(x)=¢, d’aprés (9) et f(x—-2h)=0 d’aprés (8), car

x-+2hell; en conséquence |f(x— 2h)— f(x)|=¢, pour cecite
valeur de x.

icm

et g,>8,>...); en méme temps
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Considérons les auires x. Si 'un des points x et x-+2h
appartient & I, autre appartient nécessairement & I onal],
et comme la fonction s'annule dans ces intervalles d’aprés (8),
la différence |flx-+2h)—f(x)|
ne peut pas surpasser le maxi-
mum de |f(x)| dans I, qui est
égal & ¢ daprés (9). Si, par
contre, ni x, ni x-}-2h, n’appar-
tient & I},’on a |f(x)| <&, car &,
est d’aprés (9) le maximum de la
fonction dans <0,1)—1, (puis-
que tout & est dans L+,

I'un au moins des points x et
x--2h, n’appartient pas a I,
puisque |I,|<<2h,, de sorte que

e

flx4-2hy) — fl) < eat & =
(3/5)2 +(3/5)2 =72/125 < 3/5=2¢,.

L’égalité (11) est ainsi éta-
blie pour k=1, et comme

]f(a1+h1/2)—f(a1—hl/2)| =2¢,,

il en est de méme de (12).
Passons & k==2. Pour éfa-
blir (11), on wa d’abord qu'd
répéter le méme raisonnement
avec la fonction f(x) dont la
partie sinusoidale dans I, est
imaginée supprimée en posant )
f(x)=0 pour wxel, dans la définition; mais pour compléter la
démonstration, il restera & examiner expression |f(x+-2hy) — Floe)|
pour la fonction primitive dans le cas ot soit un des points x
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et x+2h,, soit les deux appartiennent & I;; or, le maximum de
cette expression est atteint pour x=q,—h, et x+2h,=a,-Fh,,
et il est égal d’aprés (9) & 2, sin(whylh,)=2¢, sin (m/12)<< &, 78/6 <<
<<0,36=¢,, ce qui achéve la démonstration de (11) pour k==2,
Comme [f{a;+hy/2) — flay—hy/2)| =24, il en est de méme de (12).

Pour passer & k naturel quelconque, remarquons que (12) ré-
sulte immédiatement de la définition de f(x) et que (11) n’exige,
pour tout k==2,3,..., que l’étude de f(x) dans I et Ir—1; en effet,
les maxima dans iy, [eta,... sont plus petits que dans I et les
sinusoides dans Iy, ...,1, sont plus applaties que dans Ii—;, done
sans influence sur le maximum (11). Ainsi, la démonstration pour
k=1 et k=2 contient tout ce qu’il faut pour &tablir les relations
(11) et (12) en toute généralité.

Ceci fait, posons ex=3&42. Il résulie de (11) que 2h; est un
7(er), et de (12) que & (ek)<<hi; ainsi, 2k est une sf~presque—
période singuliére de f(x). Enfin, comme f— 0, la fonction conti-
nue f(x), qui est périodigue d’aprés (L0), est bien une fonction
périodique singuliére au sens de la définition de M. Hartman.

IIL. Un théoréme (H. Fast). On peut chercher a &tablir
des simples conditions suffisantes pour qu'une fonction continue
périodique f(x) soit non-singulitre. Je vais démontrer le théo-
réme suivant:

S8i Pintervalle <0, 0> se décompose en un nombre fini de
,sous-intervalles dans lesquels la fonction f(x) est monotone, elle est
non-singuliére.

La démonstration sera basée sur ce lemme:

3° f(x) étant une fonction continue périodique, la fonction
[Fle—+8¢(e)]—F ()], considérée pour un &>>0 fixé arbitrairement,
atteint son maximum en un point x40, ;> et on a

(13) |floce 61 ()] — f o) =&
Evidemment, il ne sagit que d’établir la partie (13) de la
thése. Elle est trivialement vraie avec < au lieu de =. Reste

a exclure <<. Or, en supposant ce signe admissible, on aurait
x4l — f(x)| <&’ pour un &< quel que soit x, et comme
les inégalités i
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x—40p(e) <o’ << x-§(e) - 0(e — &),
x—8i(e)— (e — &) << x' << x— 84(e)

entrainent respectivement les inégalités

[ Fx") — flxe—+ 8¢ (e)] | <<e—¢&,
[f(x)— floe — & (el | <<e—¢,
tous les x, et x, tels que |x;, —x,|<<é(e)o(e—¢') fsfti.sf_eraient
a linégalité |f(x,)—F(xs)|<<e, contrairement 4 la (.leflmtlon du
e-module de continuité uniforme (voir I, p. 297). Ainsi, 3° se trouve
démontré. o
Il en résulte immédiatement d’aprés la définition de &(e) que
4® Pour tout x’ situé entre x, et x.-5(¢), la valeur f(x") est
comprise entre f(xs) et flx.— 6 (e)].
Ceci établi, reprenons la démonstration du théoréme. Fixons
n points

(14) 81,89, ., 8n

de maniére qué la fonction f(x) soit monotone dans les interval-

les <0,a.>, {85,820, ..., <8n,0p. .
Soit I la longueur du plus court de ces 1nte}-valles.. .
En vertu de la remarque 1° (voir I, p. 298), il suffit de consi-
dérer les s-presque-périodes non-négatives ne dépassant pas wy/2.

Soit
(15) T(B) i :,1(26)’
d’ot
(16) 8:(e) < T(e) pour tout e. .

Conformément 3 la définition des fonctions périodiques non-
singulidres (voir I, p. 299), il s’agit donc d’établir Pexistence d'un
g =>>0 tel que lon ait .
(17) oi(e)>T(e) pour tout e<Te,

En vertu de la remarque 2° (voir I, p. 298), il existe un &, tel
que

(18) T)<<l/2 pour tout &<e,.

11 suffit de montrer que cet &, satisfait & (17).
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En effet, on a d’aprés (16) et (18) & (e)<<l/2 pour tout s<<s,
de sorte que, pour de tels e, il 0’y a entre x, et xe{d(e) tout
au plus qu’un seul des points 0, (14) et wy. 1l en résulte en vertu
de 4° que <x.,x:-ds(e))> est contenu dans un intervalle de mo-
notonie de f(x) et cet intervalle de monotonie contient en vertu
de (18) I'un au moins des points x.4-T(e) et x.—5(e)—T(2).

En supposant done, contrairement a (17), que B(e)<<T(s)
pour un s<<g,, on aurait en vertu du lemme 3° pour tfout
peddr(e), T(e)y, Pune ou Yautre des formules:

[F(ze) — flaee+p) | > | (o) — floeet-0p(e)] [ =,
| fl2et6r(e)] — flve—+ 6 (e) — 2> [ flove 8y (e)] — F e | =2

On en conclut d’aprés la définition de e-presque-période que
p v'en est pas une. 1l en résulte en particulier que T'(e) n’est pas
une e-presque-période de f(x) (ce qui est d'ailleurs vrai pour tout
e>>0 si la fonction f(x) est continue et périodigue), mais aussi
que T(s) n’est pas un point-limite & droite des e-presque-périodes
de cette fonction, contrairement a (15). On a done (17), c. g. £. d.

(19)
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EVALUATION DE LA DIFFERENCE ENTRE L’AIRE DUNE
REGION PLANE CONVEXE ET LE NOMBRE DES POINTS
AUX COORDONNEES ENTIERES COUVERTS PAR ELLE
PAR
M. NOSARZEWSKA (WROCLAW)

1. En réponse & une question posée par H. Steinhaus, je
vais démontrer que l'estimation de I'erreur commise an mesurage
de Paire plane par le nombre des points aux coordonnées entié-
res qu'elle couvre, évaluée par V. Jarnik?), peut étre améliorée
pour les régions conpexes comme il suit ®): A

I étant une région plane convexe, a — son aire, | — la lon-
gueur de sa frontiére et v — le nombre des points aux ‘coordon-
nées entiéres couverts par I, on a

(1) (D <a—mw < 'l

Je vais montrer aussi que I'estimation (1) ne se laisse pas re-
serrer davantage (dans le domaine des fonctions linéaires de I).

2, Soit J la frontiére de la région convexe I. On peut repré-
senter les points p de la courbe ] paraméiriquement:

2 p=p@) oun 0<ELL,

de facon que p(t)=p(t") équivaille a t'=0 et t’=1 (pour
¥ < #’). Faisons correspondre a chaque valeur du paramétre £
une demi-droite d’appui au point p(f) — I'une quelconque sil y
en a plus dune — orientée dans le sens de ¢ croissant; désig-
nons-la par D(#). Assignons & chaque angle entre D(0) et D(¢),
compté dans une direction fixe, sa mesure @) (longueur d’arc
de rayon 1). Ainsi: -

) 0<p<2n et p(1)=¢(0)+2=,
t'<2t’ entraine (") <e(t").

Y} Voir H. Steinhaus, Sur un théoréme de M. V. Jarnik, ce volurae, p. 1-5.
) Cf. ma communication du 18 avril 1947 a la Société Polonaise de Mathé-
matique (Section de Wroctaw), ce volume, p. 45.
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