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1
ol fx;(t)dt=p pour i=1,2,..., les fonctions uxy(f), x,(f),... étant
0

supposées indépendantes et a distributrices égales, se laisse établir
déja sous I’hypothése de I'indépendance de tout systeme de 4 fonc-
tions (puisque les démonstrations usuelles n’exigent pas davantage).

Est-ce que cette hypothése peut étre atténuée, en réduisant
le nombre en question & 3 par exemple?

Nouveau Livre Ecossais, Probl. 42, 15.1IL 1947.

V. JARNIK (PRAGUE)

P60. Nous disons qu'un systéme

(*) DiperesDs (s>1)

de nombres réels admet ’'approximation ¢ (la fonetion @(x) étant
supposée positive et définie pour des x suffisamment élevés)
lorsque le systéme d’inégalités

|9i—pilq| <elq)

admet des solutions en p; et g entiers pour g aussi grand que
Pon veut.

Soit n=>e=>0. Existe-t-il un systéme (*) qui admet 'approxi-

(i=1,...,9)

841 841
mation 1/x7s log®’x sans admetire I'approximation 1/xs log7x?
La réponse est affirmative pour sn>11); pour sn<1 on
I'ignore.
Nouveau Livre Ecossais, Probl. 75, 29.IX. 1948,

1Y) V., Jarnik, Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Mathe-
matische Zeitschrift 33 (1931), p. 505-543, en particulier p. 511, Satz 5.

iom

C OMPTES RENUDUS

SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE
SECTION DE WROCEAW

SEANCE DU 16 AVRIL 1948
E. Marczewski, Concerning the symmetric difference in the
theory of sets and Boolean algebras (voir ce volume, p. 199-202).

Henry Helson (Cambridge, Mass.), On the symmetric dif-
ference of sets as a group operation (voir ce volume, p. 203-205).

H. Fast (présenté par S. Hartman), Un théoréme sur les fon-
ctions périodiques (voir S. Hartman, H. Steinhaus et H. Fast,
Sur les presque-périodes des fonctions périodiques, ce fascicule,
p. 297-304, en particulier p. 302-304).

SEANCE DU 23 AVRIL 1948

J. Lo§, Sur les matrices logiques.

Soit § la classe de toutes les expressions d’une logique arbitraire
des propositions dans laquelle on a les foncteurs Fy . Fo ... Fk,
et les variables p;,ps,... Pour tout i=1,2,...,n, le foncteur F;
est a k; arguments.

Une classe X(C S sera dite systéme, en symbole: Xe®, lors-
qu'elle est close par rapport a la substitution, c'est-a-dire que

aeX implique a*eX toutes les fois que ¢* s’obtient par substitu-
tion d’expressions de la logique considérée a des variables de a.

On sait que les systtmes de la logique des propositions se
laissent interpréter par les matrices logiques. Soit

M= {4, B, f1, ko, ko> ks

une telle matrice, f;, étant pour tout i=1,2,...,n une fonction
de k; variables ). '

Désignons par E(I) la classe des expressions satisfaites par
toute suite de valeurs de la matrice .

1) Pour la définition de la matrice logique, voir J. Lukasiewicz und
A. Tarski, Untersuchungen iiber den Aussagenkalkill, Comptes Rendus de la
Société des Sciences et des Leltres de Varsovie 23 (1930), p. 33.

Colloquium Mathematicum 22
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On sait que E(I?)e® pour toute matrice M. On a le théoréme 2):
Pour toute classe Xe®, il existe une matrice M telle que
EM)=X et A+BLKN,.

En suivant la méthode de démonstration de ce théoréme #),
on peut établir, entre autres, les théorémes suivants sur les syste-
mes de la logique des propositions:

I. Xe® étant défini axiomatiquement a laide des directives
quelconques et lexpression aeX ne contenant que les variables
Pi> Dos -+ Dis il existe une suite d’expressions constituant une démon-
stration de o et dont chacune est ou bien un axiome de X ou
bien contient tout au plus les | variables sus-indiquées.

IL. Si aeS et RC S est la classe de tous les systémes qui ne

contiennent pas l'expression a, on a &% X)e® et il existe une
matrice M telle que E(M) =x‘§sa; X et A+B<N\,.

III. Pour tout Xe®, il existe une matrice M et une suite infi-
nie aj, 8,,... d’éléments de A B telles que E(M)=2X et que pour
tout aeS ne contenant que les variables p;,p,,...,p1 et vérifié par
a,,8y,...,81, On & acX.

Toute matrice M ayant la propriété exprimée dans le thé-
oréme III sera dite matrice de décision simple pour le systéme X.

La notion de matrice se laisse généraliser de fagcon a embras-
ser non seulement les logiques des propositions, mais aussi d’autres
systémes logiques dépourvus de quantificateurs, tels par exemple
qui contiennent, outre les variables propositionnelles, des varia-
bles x4, x,,... parcourant les classes d’ensembles d’individus et des
relations Ry rpBo o Ry, (00 R; . est une relation & ry mem-

_ bres pour i=1,2,...,k).

Jappelle une syllogistique tout systéme de ce genre, parce
que de tels systémes constituent un schéme général de la syllogisti-

%) Ce théoréme est do & A. Lindenbaum; voir le mémoire précité de
Lukasiewicz et Tarski, ot il est signalé sans démonstration.

%) L'idée directrice de la démonstration du théoréme de Lindenbaum
est contenue dans le travail de J. C. C. McKinsey, A solution of the decision
problem for the Lemwis systems S2 and S4, with an application fo topology, The
Journal of Symbolic Logic 6 (1941), p. 122-123,
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que sans quantificateurs construite par Lukasiewicz 4. Ils ren-
ferment toujours une logique des propositions, considérée comme
systeme primitif. On peut démontrer pour ces syllogistiques,
a l'aide de la méthode de Lindenbaum, le théoréme suivant:

IV. Pour toute syllogistique axiomatiquement donnée et basée
sur le calcul propositionnel usuel & deux valeurs, il existe (d'une
fagon effective) une méthode de décision.

SEANCE DU 2 MAI 1948

Z. Charzynski (Varsovie), Sur les transformations isométri-
ques du plan (3 paraitre dans Studia Mathematica).

W. Janowski (L6dz), Sur la meilleure estimation du troisieme
coefficient des fonctions univalentes bornées (présenté par Z. Cha-
rzynski).

Déduction des estimations strictes connues pour les coeffi-
cients a, et a; des fonctions univalentes bornées a ’aide des nou-
velles méthodes basées sur les résultats de Charzynski (voir
IV Congrés Polonais de Mathématique, ce volume, p. 168-170).

SEANCE DU 7 MAI 1948

A. Bielecki (Lublin), Sur un espace abstrait.

Considérons un espace vectoriel M dans lequel la conver-
gence des suites d’éléments est définie comme suit.

L’espace M contient un ensemble M* satisfaisant aux postu-
lats:

1* @eM*, ou O est l'élément nul;

2% Si a,beM*, on a a-tbeM*;

3% Si aeM* et b— qaeM* pour tout entier positif g, on a a=0;

Il existe une opération, dite module, qui fait correspondre
a tout aeM un élément |a|eM* et qui satisfait aux postulats:

1° |a|=a pour tout aeM*;

20 Si |a|=©, on a a=@0;

3° |1a|=]|A||a| pour tout nombre réel i;

4 |a+b|<|a|+]b],

4 J. Ebukasiewicz, Elementy logiki matematycznej, Cours lithographié
rédigé par M. Pressburger (en polonais), Warszawa 1929, p. 170-190.
20%
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ot le signe < est & entendre en ce sens que a;<Ca, veut dire
a,—a, e M*,

Une suite d’éléments a,eM sera dite convergente vers un élé-
ment aeM, lorsqu’il existe un élément ceM* tel que, pour tout
nombre £>0, on a

lan—al <L ec

a partir d'un certain indice n.
De tels espaces M ont été considérés par M. Mikusinski ?),
Dans les espaces 2 de Fréchet, on peut définir la ferme-
ture E d’un ensemble E comme l'ensemble des limites de toutes
les suites convergentes d’éléments de E. Pour qu'un espace 2
soit espace topologique au sens de Kuratowski, il faut et il
suffit que les points de cet espace satisfassent & la condition:

Si a'—>a avec i—co et al—>a' avec n—> oo, il existe deux

suites d'indices, i(1) et n(2), pour lesquels alf) »a avec A-> oo,

L’espace M étant évidemment un espace 2 de Fréchet, on
en déduit la suivante condition nécessaire et suffisante pour que
Pespace M soit un espace topologique au sens de Kuratomwski:

(*) Si aieM* pour i=1,2,..., il existe un beM* et une suite
de nombres positifs a; tels que aia;<<b.

Les postulats adoptés pour l'espace M sont en particulier
satisfaits lorsque M est I'ensemble des fonctions réelles f(x) défi-
nies pour 0<Lx<1 et que l'on prend pour M* I’ensemble des
fonctions f(x) non négatives (en entendant par |f(x)| le module
au sens ordinaire). Cependant on peut construire dans cet espace
une suite d’éléments qui ne satisfait pas a la condition (¥).

Il y a donc des espaces satisfaisant aux postulats 1*-4° et
qui ne sont pas topologiques au sens de Kuratomwski.

En faisant appel a I'axiome de Zermelo et a I'hypothése
du continu, on peut construire’dans le méme espace fonctionnel
une suite f(x) convergente vers 0 au sens ordinaire, mais qui
n’est pas convergente suivant la définition adoptée pour I'espace M.
Plus encore, quelle que soit la fonction g(x)>0, la condition que

) J. G-Mikusifiski, Sur quelques espaces abstraits, Fundamenta Mathe-
maticae 36 {19_49}, a paraitre,
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|fn(x)| <e-g(x) pour tout =0 a partir d’un certain indice n n’est
satisfaite que pour un ensemble fini ou dénombrable des x. Sans
I'axiome de Zermelo et sans I’hypothése du continu, on peut
construire un exemple effectif dans lequel la méme condition est
en défaut au moins pour une valeur de x, g(x) étant, comme
auparavant, une fonction non négative quelconque.

SEANCE DU 14 MAI 1948

S. Drobot, Sur un probléme de la théorie des corps convexes.

Une démonstration pour ’espace a n dimensions du théoréme
suivant, dii pour n=3 a H. Auerbach, S. Banach, 5. Mazur
et S. Ulam %), mais non publié:

Deux nombres positifs d et o étant arbitrairement donnés, il
existe un cube qui peut renfermer toute suite de corps convexes
dont les diamétres ne dépassent pas d et dont le volume total
n’excéde pas v, sans qu'ils empiétent les uns sur les autres.

S. Hartman, Sur une généralisation de la notion d’indépen-
dance stochastique.

Les fonctions f(x) et g(x) définies sur la demi-droite 0 <x<oo
sappellent selon MM. Kac et Steinhaus’) stochastiquement
indépendantes lorsqu’on a, quels que soient les intervalles I; et L
(ouverts, demi-ouverts ou fermés, bornés ou non bornés):

lim & (1) (1)-<0, T | =
(1) i_*“ )
=lim 7| (1) <0, )| Jim 7 1g~*(1a)- 0. T,

ol | | désigne la mesure de Lebesgue et o I'on suppose I’existence
des limites indiquées, c’est-a-dire la mesurabilité relative des fon-
ctions f(x) et g(x) dans leur ensemble.

La notion d’indépendance stochastique proposée par lauteur
ne suppose pas lexistence de ces limites. Elle n’est donc pas
resireinte qu’aux fonctions relativement mesurables. Elle est dé-
finie par la condition:

-6y Livre Ecossais (cf. ce volume, p. 57-58), probléme dit ,,de sac a pommes

de terre”.
7y M. Kac et H. Steinhaus, Sur les fonctions indépendantes (IV) (Inter-

palle infini), Studia Mathematica 7 (1938), p. 1-15, en particulier p. 3-4.
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. |1
@ Jim| plf-10)- 8740 0T [F4(01)- 0. ToHg (1)-<0.T>] =0

pour tout couple d’intervalles I, I.

Evidemment, (1) entraine (2), mais on montre, méme en négli-
g(iant le cas banal ot f(x)=-const., qu’il existe des fonctions in-
dépendantes au sens (2) sans qu’elles le soient au sens (1), I'une
ou les deux n’étant par relativement mesurables.

Soit de fagon générale

T
Ms(p)=Jim 7. [ p(w)dx
Hewig

la valeur moyenne de la fonction @(x).

MM. Kac et Steinhaus ont montré ¢) que 'on a pour tout
couple de fonctions bornées indépendantes au sens (1):

(3) ' M3 (f-g)=Msz(f)- Mz (g),

I'existence des moyennes & droite et & gauche faisant partie de
la thése.

En modifiant leur démonstration et en supposant I'existence
de_s moyennes & droite, on peut établir I'égalité (3) pour les fon-
ctions bornées indépendantes au sens (2), seule lexistence de la
moyenne & gauche faisant partie de la thése.

L’hypothése de I'existence des moyennes a droite est inévi-
table, puisqu’elles peuvent faire défaut pour les fonctions qui ne
sont pas relativement mesurables. Mais on montre par des exem-
ples qu’il existe des fonctions bornées indépendantes au sen‘s (2),

non relativement mesurables et admettant pourtant les valeurs
moyennes en question. '

SEANCE DU 21 MAI 1948

Henry Helson (Cambridge, Mass.), Remark on measures

in_almost-independent fields (voir Studia M :
p. 182-183). udia Mathematica 10 (1948),

M. Stark, On a functional e ; .
p. 230-231). quation (voir ce volume,

% ibidem, p. 5-7.
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SEANCE DU 28 MAI 1948

W. Wolibner, Sur une relation entre les singularités des
fonctions analytiques (A paraitre dans le volume II de Colloquium
Mathematicum).

M. Warmus, Sur lestimation des corrections dans les éva-
luations des aires planes au moyen du réseau des triangles équila-
téraux. ;

En relation avec sa communication antérieure du 18 avril
1947 (voir ce volume, p. 45-46), lauteur déduit une estimation
analogue des corrections pour le cas du réseau formé de trian-
gles équilatéraux. Il montre que la triangulation en question est
plus avantageuse vis-a-vis du carrage, car l'erreur maximum
qu'elle peut donner est moindre de 2,5°/, environ.

SEANCE DU 4 JUIN 1948

M. Warmus, Sur certains algorithmes (voir Matematyka,
périodique polonais pour maitres de lycées, 1.1(1948), p. 16-18
et 1.2 (1948), p. 9-12).

SEANCE DU 18 JUIN 1948

K. Borsuk (Varsovie), Sur Papproximation topologique des
polyédres (a paraitre dans les Annales de la Société Polonaise de
Mathématique).

SEANCE DU 25 JUIN 1948

7. Moro#h, Sur la décomposition des polynémes en facteurs
premiers.

Une amélioration de la méthode de Mandl?®) déstinée pour
vérifier lirréductibilité de polynémes du degré n de p variab-
les et & coefficients entiers. Si le polynéme est réductible, cette
méthode permet d’évaluer effectivement tous les facteurs pre-
miers. L’amélioration en question consiste dans un ordre différent
de ’évaluation des facteurs et dans une schématisation convenable
des calculs qui les rend beaucoup plus rapides.

J. Intrator, Recherches sur partitio numerorum (cf. Comptes
rendus de la Société des Sciences et des Letires de Wroclaw 3
(1949), communication a la séance du 26. IL. 1948, a paraitre).

8y M. Mandl, Uber die Zerlegung von Funkiionen mehreren. Variabeln
in irreduktible Faktoren, Journal fiir reine und angewandte Mathematik 131
(1906), p. 40-48.
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Soient: Aq(c) le nombre des décompositions de ¢ naturel en
n sommandes différents deux a deux, Pi(c) le nombre de celles
d’entre elles qui ont i pour sommande le plus petit, et K,(c) la
plus grande valeur de i pour laquelle Pi(c) n’est pas nul. Alors:

¢c n—1
o) Ka(=E(Z—"3Y),
E désignant I’entier;
Eple) Kp_qlc—a) Kyle—a —a,—...—a,_)
. et
@ A=) e ) b =gy
a =1 ag=a,+1 ap_o=ap_¢+1

le dernier signe d’égalité étant entendu au sens asymptotique;

(3) 4n(c) est un polynéme du (n—1)™ degré, commun a tous les
noq:bres ¢ congruents deux a deux modB, ou B, est le plus
petit commun multiple des nombres 1,2,...,n.
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VI CONGRES POLONAIS DE MATHEMATIQUE

Du 20 au 23 septembre 1948 délibérait a Varsovie le VI Con-
gres Polonais de Mathématique qui a réuni plus de 110 partici-
pants. Les 10 invités de I'étranger, a savoir P. Alexandroff
(Moscou), G. Alexits (Budapest), B. Bydzovsky, E. Cech,
V. Jarnik (Prague), A. Kolmogoroff (Moscou), V. Kofinek
(Prague), K. Mardjalichevili (Moscou), S. Stoilow (Bucarest)
et . H. C. Whitehead (Oxford), ont pris une part active sur-
tout aux séances pléniéres qui leur doivent 9 conférences sur
14 prononcées a ces séances. Les travaux des sections ont apporté
plus de 50 communications. Une séance solennelle, tenue dans
I'aula provisoire de I’'Université de Varsovie, a été consacrée au
jubilé du professeur W. Sierpinski. Le Congrés s’est occupé,
en outre, des questions didactiques et éditoriales: une réunion
des mathématiciens qui professent aux écoles techniques supé-
rieures, convoquée par le Comité du Congreés pour le 21 septem-
bre 1948, a élaboré et voté des résolutions concernant les pro-
grammes et les manuels de mathématique pour ces écoles.

Les ,Annales de la Société Polonaise de Mathématique” se
sont chargées de publier le compte rendu du Congres.

SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE

Le 23 septembre 1948 a eu lieu a Varsovie I'Assemblée Géné-
rale biennale de la Société Polonaise de Mathématique, réunie au
cours du VI Congrés Polonais de Mathématique. Le rapport de la
Société a été lu par K. Kuratowski, son président. La Société
compte 149 membres dans le pays et 63 membres éirangers. Elle se
compose de 6 Sections qui sont: celle de Cracovie, de Lublin, de
1.6dz, de Poznan, de Varsovie et de Wroclaw. Les Sections ont
tenu des séances scientifiques hebdomadaires auxquelles les mem-
bres des autres Sections ont été souvent invités a faire des com-
munications. Ce nouveau mode de lactivité scientifique de la
Société, subventionné par son Bureau, s’est montré fécond.
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