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compact (Lefschetz II, (27.7)). Thus we have Defore us the situ-
ation of Lefschetz IT (20.6) (i. e. its counterpart for vector Spu“(‘e‘s)
which leads to the main result: The subspace of the singular 7LOHlOZOél]
vector space of M of classes of i-cycles bounding in |Din| and the sub-
space of the singular homology vector space of |My|l—M of classes of
gl\'—~i~1)»cg/cles bounding in |My| are dually paired to the field K
in the linking product when taken with finite-dimensional coefficient
vector - spaces (over K) H and @ respectively, with H and G dually
paired to K. .
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Sur un paradoxe de M. J. von Neumann.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

E et H étant deux ensembles situés dans un espace métrique U,
dans lequel la distance entre deux points est désignée par o, nous
dirons que Pensemble H est plus petit au sens de I J. von
Neumann que lensemble E, ou, plus brievement, que H est plus
petit (N) que E, s'il existe une fonction f(p) définie pour p ¢ B qui
transforme d’une facon biunivogue E en H et telle que

of@),(@)< alp,q) Dpowr peB, ge B, pFql).
Nous dirons que Pensemble H est plus petit (N) par décompo-
sition finie que l'ensemble F, &'l existe des décompositions des
ensembles E et H en le méme nombre fini d'ensembles disjoints:

E=FE,+Fyt...+En ¢t H=H+Hy+...4+Hn,

telles que, pour k=1,2,...,n, Pensemble H, est plus petit (¥) que
Pensemble F2).

M. J. von Neumann a démontré (en utilisant Paxiome du
c¢hoix) que tout segment d’une droite est plus petit (¥) par décom-
position finie que tout autre segment de cette droite 3). La démon-
stration de cette proposition est assez longue. .

Or, MM. Banach et Tarski ont démontré 4) que deux en-
sembles de points, situés sur la surface de la méme spheére et qui
ne sont pas ensembles frontidres (par rapport a cette sphére) sont
équivalents par décomposition finie (c.-2-d. se décomposent en le
méme nombre fini Q’ensembles disjoints respectivement congruents).

1) Voir J. v. Neumann, Fund. Math. 13, p. 85. Cf. aussi D. Kirszbraun
Fund. Math. 12, p. 77 et autres citations au renvoi®) L. e.; aussi W. Sierpinski.
Mathematica 11, p. 222.

2) M. J.v. Neumann dit dans ce cas (1. ¢.) que Pensemble H est par rapport
a E ,zerlegungskleiner®.

3) 1. e., p. 115,

4) Fund. Math. 6, p. 267, Théoréme 31.
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Le but de cette Note est de déduire de ce théoréme de MM, Ba-
nach et Tarski par une voie élémentaire Pénoncé suivant:
Théoreme, Tout cerele (a?--92<0r?) est plus petit (V) par de-
composition finic gue tout autre cercle (et que ce cerele lwi-méme) 5).
Démonstration. Soient () et €, deux cercles donnés dont
les rayons sont respectivement 7y ¢t #,. Soit § la sphéve a2 924 A=,
Soit « un nombre positif tel que

(1) a<‘r1:l/r$+ J)—:;
Done 72— a3 >0.
Posons
- l B=F [+ 2+ =12, 2>0].
EXE

Les ensembles 4 et B sont done situés sur la surface de la
sphére § et ne-sont pas des ensembles froutidres (par rapport & cette
surface). D'aprés le théoréme de MM. Banach et Tarski, il existe
par conséquent des ensembles Ay, 4,,..., 4, et By, B,,..., B, tels que:

(3) A=4,4+A4,4...+4,, B=B,+DB,+..+B,,
(1) ApA;=0, BypB;=0 pour 1<h<i<n,
(5)  les ensembles 4; et B, sont congruents (B=1,2,...,m).

e e (%) T et on i -

) Draprés (3) il existe done pour k=1,2,...,n, une transformation

isométrique ¢, de T'ensemble Ay en By p=(,y) étant un point
i 0 g g2y F— ) )

de €y on a #?+y2<s2, done, d'aprés (1), a2+ )< adri<nl, et

(6)

y —oX(a?4y?) = Vr?— it Zary.

(7) 9(p) = (az, ay, Jr2—@+ )

appartlent done 4 Pensemble 4 eb, d'apris (7), on a évidemment

oy
a’ af

Le point

g(P)Fg(pe) pOUr pyeCy pye Oy Pykps
Drautre part, soit ¢=(2,y,2) un point de A; posons p=

LComme ged, on a d’aprés (2):

2 0 P
Pyt =2 et B2 —al,

.

§) Cf. W.Sierpinski, Commentarii Math. Helvetici 19 (1946-1947), p. 223.
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donce
3 2 9 ~ Ay L z .1/ 2// 8
atf yr =it <Lahry,  dlolt (a) + (H) <,
ce qui prouve ue p e Cy. La fonetion g(p) transforme done de fagon
biunivoque l'ensemble (%, en lensemble d; soit f(p) sa fonction
inverse: on aura donc f(d)=C,.
Soient p;=(wy, 1) €t Py=(2s,¥s) deux points distinets de T'en-
semble (. D’aprés (7) on a, en désignant par p la distance dans
Pespace, resp. dans le plan:

Ag(p1),9(p2)) = o (rr—are )+ (4r— )]+
+ =T V=@ )l

(3)
Pour (z,y)e ¢, on a la formule (6), d’ot

Vi—dGz ) = an et Vi—oai+y3) > an

et, vu que Ju—Ve=(u—r)/Fu+}r), on trouve

a2 yi— (434 13)|

9 Ve ) — V= gl < S
Comme (aq, 1) € Cy et (dg,ys) € Coy 00 @
e Koy, U] Kry ] Sy AR
donc
[~ y%—d‘i—y% = |, — |- ]~”1+12H" [l 1+ <
< 2ryjry—ieg| 4 | ¥l
d’olt

9 { 3 3 op Al N
(a2 a2t < 02 (a2 (Yol 2er— sl - talf
et, comme, pour >0 et 20 on a

W22 = (u— )220, doit 2ur<Ludd
done ) . X
2=l yi—1] € (=22 (I —¥2)%
on. trouve X i
(@24 yi—ad— 3P < 8l —a)+ (=)l

et (9) donne

V=@ V=T ) < = L2+ 1)
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11 vient ainsi d’aprés (8):
r)azlvz

(10) (p1yPa)— *(g(p1), () > (1—142"— - 7 2) APy Pa)
1

D1 et p, étant deux points distinets de ¢, on a AP, p) >0 et
d’apres (1):

y

1—c2— 2(12)'3 /)'i >0.

La formule (10) donne done (D1, Pa) > 04 G(PL), 9(Ds)).
Il vient par conséquent:

1) o(pyps) > 0(g(ps), 9(pe)) pour D1 € Oy Py € Uy ==,

Posons -
(12) Ey=f(4x) pour Ek=1,2,...n
et
(13) Hy=PB; powr k=1,2,...,n,

olt PB, désigne la projection de Iensemble By sur le plan z=0.
Dapres (3) on a

Co=J(4)=F(41) +/(4)+ ...+ (4,
€t
G, =PB=PB,+ PB,+ ...+ PB,.
Par conséquent, d’aprés (12) et (18):
(14) Co=E,+E+..+E, ct C=H,+Hy,+...+Hp,.

La fonction f transformant d une fagon biunivogue ensemble 4
en Cy et Pensemble ¢ étant une Drojection biunivoque de ensemble B,
il vésulte de (4), (), (12) et (13) que

(15) ExE;=0 et HH;=0 pour I<<k<l<n.

Soit & un nombre donué de la suite 1,2,..,n. D’aprés (12)
on a Ad,=g(Ey), donc, d’aprés (12) et (13), et vu que Br=qu(d):

(16) Hy=Pg(g(Ey)).

Soient p, et p, deux points distinets de Pensemble E,.
Drapres (14): p, e Cy et p, € G, et les points p, et p, vérifient la for-
mule (11). Or, ¢, étant une transformation isométrique de 4, en By,
on a

{17) g rn)elee) = el ) pour ¢ e 4,, o€ Ay
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et, PB; étant la projection de Pensemble By sur le plan z=0, on a
(13) o(s1,83) 2 (P51, Psy), pour s, € By, 5, € By,

olt Ps désigne la projection du point s sur le plan z=0.
Les formules (11), (17) et (18) donnent

o Pealg(p0), Pe(9(pa)) <elprps) DPOUr o€ By, ps e Bry by py,

ce qui prouve, ’aprés (16), que Iensemble H, est plus petit (N)
que l'ensemble Eg. Ceci étant vrai pour k=1,2,...;n, il résulte de
{14) et (15) que l'ensemble C, est plus petit (X)) par déeomposition
finie que ensemble (,.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
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