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Sur la continuité et la classification de Baire des

fonctions abstraites ).
Par

A. Alexiewicz et W, Orlicz (Poznan).

0. Nous désignons par F {w(u)} 'ensemble des éléments u
u

qui satisfont & la condition ww(u).

X désigne un espace de Banach, e. &4 d. un espace vectoriel
normé et complet (Banach [1]2), p. 52);

|| — la norme de I’élément x ¢ X

& — Despace conjugué & X, c.i d. Pensemble linéaire des
fonctionnelles linéaires &(x) définies dans X (la norme dans & étant
définie par la formule [& = sup &(r), l'espace 5 est un espace de
Banach). i

&, — 'ensemble fondamental ) de fonctionnelles linéaires dans X
c. & d. un sous-ensemble de = satisfaisant & la condition suivante:
pour tout £>0 et xeX, il existe une combinaigon linéaire
E=u &+ apbo+ ... F anfn A’éléments £,&,,...,5, de 5 telle que
(0.1) [Ei<1 et Ea) = lef—e;

E¢ — l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de =,
qui satisfont & la condition (0.1).

1) Les résultats de cette Note ont été présentés & la séance du 14 décembre
1946 au IV Congrés Polonais de Mathématique & Wroctaw.

2) Les nombres entre les crochets renvoient aux ouvrages cités & la fin
de cette Note.

3) La notion d’un ensemble fondamental de fonctionnelles linéaires ne
coincide pas avee celle de I'ensemble fondamental d’éléments de I'espace con-
jugné, due & Banach ([1], p. 58).
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La suite r, A’éléments de X sera dite faiblement convergente
rers o, par rapport & 2y lorsque E(rn)—>E(m,) pour chaque & e 5.
La suite faiblement convergente par rapport & & (cet ensemble
est fondamental (Banach [1], p. 55, théoreme 3) est dite faiblement
convergente.

Nous désignerons de plus par:

U, W, Uy, Us,..., U, des espaces métriques complets;

(g, ) 1a distance des éléments wy,u, d'un espace métrique;

S(ug,0) la sphére fermée du centre u, et du rayon § dans un
espace métrique;

E la fermeture de I’ensemble E;

E° Tintérieur de ’ensemble E;

Ey X By X ..o X Ey le produit cartésien des ensembles By B, ..., B,
¢. 4 d.'ensemble de toutes les suites formées de n termes (uy, s, ..., %)
telles que w;e B; (4=1,2,...,m). Cet ensemble, metrisé de maniére
habituelle est un espace métrique; en particulier lensemble
Uy % Uy %o X Uyn st complet.

Le produit cartésien K, X K,X..x K, des spheéres K,CU;
(¢=1,2,...,n) sera dit cube; cet ensemble counstitue un espace mé-
trique et complet.

L'ensemble £ appartenant & un espace métrique complet est
dit résiduel lorsque son complément est de 1-ére catégorie de Baire.

U étant un espace métrique, ¥, et G, désigne respectivement
les familles de tous les sous-ensembles fermés et ouverts de I/ ;
o étant un nombre transfini de 1-dve ou 2-éme classe, F. et Geo
désignera respectivement la famille de tous les ensembles qui sont

oo

respectivement de la forme [] B, et Y H,, o Pon a respectivement
EuveGayy Ho€ Fepy an<a i =

Nous considérons dans cette Note des fonctions z(u) définies
dans un ensemble métrique complet U, dont le contredomaine
(¢. & d. Vensemble des valeurs de la fonetion) appartient & X; nous
appelons ces fonctions suivant Bochner ([21, p. 211) et Gelfand
([1], ». 233) fonctions abstraites. La fonction @(u) est dite continue
an pf)int g lorsque (u,u,)—0 implique ||o(x) —m(1)|| 0. Les fonctions
continues sont dites fonetions de classe 0. Pour tout nombre ordi-
nal a dle 1-ére ou 2-tme classe, les fonetions @(u) qui sont des limites
des suites convergentes composées de fonetions de clagse inférieure

m
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4 a sont dites fonctions de classe «. Sile contredomaine de la fonction
xz(u) est séparable, la condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction z(w) soit de classe a est que, ¢ étant un engemble ouvert
arbitraire dans X, ’ensemble

(0.2) E{x(u) e G}

u
soit un G. (Banach [2], p. 285)4).

1. La fonction abstraite x(«) définie dans U sera dite faiblement
continue par rapport & Ey au point u, si, £(r) étant une fonctionnelle
arbitraire de =, la fonction réelle &(a(u)) est continue au point u,.
8i £, =27, la fonction x(u) sera dite faiblement continaue 5) at point u,.
La fonction faiblement continue par rapport & =, [5] dans chaque
point sera dite faiblement continue par rapport & =, {faiblement con-
tinuel.

Théoreme 1. Si la jonction x{u) dont le contredomaine est
séparable est faiblement continue par rapport & =, la fonction x(u)
est de I-ére classe.

Démonstration ). Soit x, un élément de X, r un nombre
positif. On a la formule

(11) E et~y <r}y= J] E{8(u)—urg) <1}

En effet, si u, appartient au premier membre de (1.1), on a
Elar(tg)—ao) [|E]-lir(ug)—iro| L 1

si uy appartient au second membre on a sup £(w(uy)—ry)<r, d’olt
] S 0 [} ’

feZ}

d’aprés (0.1) [r{ug)—xdl<r. La fonction &(wr(w)) étant continue

*) En réalité, Banach a démontré que si X est un espace séparable (métri-
que) satisfaisant & certaines conditions (qui sont remplies en particulier dans
chaque espace de Banach), ce théoréme est vrai pour chaque a %'il est vrai pour
«=1; puis, il a ajouté sans démonstration gue ce théoréme est vrai pour e =1
lorsque X est un espace de Banach. Dans le cas « =1, 1a démonstration s’obtient
en faisant quelques modifications inessentielles dans la démonstration pour
les fonctions réelles. Puis, on peut remplacer hypothese de séparabilité de 1’es-
pace X par velle que le contredomaine de la fonction soit séparable, car on peut
restreindre les considérations au plus petit ensemble linéaire fermé, contenant
le contredomaine de la fonction.

5) Comp. Gelfand ([1], p. 236).

§) L'idée de cette démonstration est due & M. Pettis ([1], p. 278).
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pour tout £e53, les ensembles F {&(x(u)—azo)<r} sont fermés,
et il en résulte que Lensemble F {(x(u) e 8(zy,7)} est fermé. Dé-

signons par X, le contredomaine de la fonetion x(u) et soit G un
ensemble ouvert dans X. Il existe une suite 8, de sphéres telle

que GX,C 3 8,CG; il en résulte que Pensemble

n=l
é'{(w('u) e} =’§1 é’{w(u) € S}

est in &, c.a d un G, D’aprés Banach ([2], p. 285) la fone-
tion r(w) est done de l-ére classe.

Toute fonction limite d’une suite convergente de fonctions
continues étant continue en chague point d’un ensemble résiduel,
on obtient le:

(1.2) Corollaire. Dans les hypothéses du théoréme 1, Pensemble
des points de continuité de lo fonciion x(w) est résiduel.

(1.3) Corollaire”). Si Vespace U est séparable et si la fonction (1)
est faiblement continue, la fonction wx(u) est de I-ére classe.

Pour démontrer ce corollaire, il suffit de prouver que le contre-
domaine de la fonetion #(u) est séparable. Soit u, une suite de points
dense dans U et désignons par X, Densemble des combinaisons
linéaires & coefficients rationnels des éléments a(u,). Soit Uy € U;
il existe une suite un, telle que E(2{auny))—E(w(u,)) pour tout & e 5.
D’aprés un théoréme comnu (Banach [1], p. 134, théoreme 2) il
exigte une suite d’éléments de X, qui converge vers z(u,); ’ensemble

séparable X, contient done le contredomaine de la fonction (u)

2. La fonction abstraite a(u) sera dite de classe a faible par
rapport & Z, lorsque, &(x) étant une fonctionnelle arbitraire de Ey,
la fonction réelle &(z(u)) est de classe a. Le théoréme suivant con-
stitue une généralisation du théoréme 1.

Théoréme 2. Si la fonction z(u) dont le contredomaine est

separable est de classe a faible par rapport ¢ 5y, la fonction x(u) est
de classe a1, .

7) Ce théoréme a été démontré par M. Gelfand ([1 237) dans
oit U est 'ensemble des nombres réels. H 2 ) dane e ces

icm
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Démonstration. Soit X le contre-domaine de la fonction (),
X, le plus petit ensemble linéaire fermé contenant X ; cet ensemble
est géparable. D’aprés un théoréme de Banach ([1], p. 124, théo-
réme 4) il existe une suite &, d’éléments de = telle gue pour tout
§ e Zf il existe une suite partielle &, telle que pour tout e X,
on a &, (r)—£(»). ’ensemble & composé des fonctionnelles &, &,,...
est done fondamental (dans ’espace X;). On montre comme dans
la démonstration du théoréme 1 qu’'on a.

(21) E {rtu) € Stagn}= E (i) —2ol<ry =[] E{8e(0)—0) <1},
La fonction x(u). étant de classe o faible par fapport a Hy,
les ensembles JF {£(a(u)—axy) <1} sont de classe F. De la formule (2.1),

il suit que Lensemble [ {ir(u) e S(wg,r)} est aussi un &F,. La démon-
u

stration s’achéve de la méme maniére que celle du théoreme 1.
Comme application du théoréme 2, démontrons le théoréme
suivant qui constitue d’ailleurs sa généralisation:

Théoréeme 3. Soicnt xp(u) des fonctions de classe a (a>0) faible
par rapport & Ey, dont les contrcdomaines sont séparables. Admettons
que la suite xp(u) converge vers x(u); la fonction x(u) est alors dv
classe o+ 1.

Démonstration, Considérons l'ensemble Z des suites con-
vergentes 2= {&,} dont les éléments appartiennent & X; l'addition
des éléments et la multiplication par des nombres réels étant dé-
finies de la maniére habituelle, I’espace Z normé par la formule
l|z]l=sup 2, devient un espace de Banach. L’ensemble 3, composé
de toutes les fonectionnelles linéaires I(z) de la forme i(z)==£&(ay),
ol feZ; et n=1,2,... est évidemment un ensemble fondamental
dans Z. Considérons la suite x,{u) comme fonction abstraite gqui
fait correspondre 4 chague élément u e U 1’élément =(u) ={rn{n)} € Z.
Le contredomaine de la fonction est séparable: en effet, désignons
par X, un ensemble dénombrable dense dans le contredomaine
de la fonetion ,(w), on peut admettre gue X;CX,C...; Pensemble
des suites z={r,} olt x, e X, et dont presque tous les éléments
sont égaux est dénombrable et dense dans le contredomaine de la
fonction z(u).
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Les hypothéses du théoreme entrainent le fait que la fone-
tion #{u) est de classe « faible par rapport & 3, et que la méme pro-
priété posséde la fonction 2®(u)={zn(u),@nt1({u),...}. D'aprés le
théoréme 2, la fonction 2% (u) est de classe a1, il en résulte que,
29={z% ol x0=ux, étant un élément de Z, on a

1 Efletui—si<e (1 — 2]}« Guan.

r=nu

E o) —<e=23

m:

De la formule
SIS
ol

)
n=1m=11

oo 1
() —ag| < e} = ]:7 |‘ry(u)—a‘o||<£(1~m)},

=n

£l £

il résulte que, K étant une gphére ouverte arbitraire dans X, len-
semble F {x(u) e K} est une somme dénombrable d’ensembles Guiq
u

donc un ensemble Gnyqa. Le contredomaine de la fonction »(w) appar-

oo

tient & Y X,, est done séparable. On achéve la démonstration de
=1

Ja méme maniére que celles des théorémes précédents.

(2.2) Corollaire. Admetions que wn(u) est une suite de fonctions
faiblement continues par rapport & E,, dont les contredomaines
sont séparables, convergente vers m(u). Dans ces hypothéses:

(2.3) les fonetions zn(u) somt (quicontinues dams chaque point dum
ensemble résiduel;

(2.4) Densemble des points de continwité de la fonction x(w) est résiduel.
Le probleme s'impose de savoir, si la limite d'une suite faiblement eon-

vergente de fonetions continues jouit aussi de la propriété (2.4). La réponse

est négative. Voiei un exemple. Soit 4 un rectangle, 4 C [0,1]X [0, 1]=I; soit
7{t,9;4) une fonetion réelle des variables réelles (i,9) ¢ I, égale & 1 au centre ¢ du
reetangle 4, égale & 0 sur la frontitre F de 4, linéaire sur chaque ségment liant

le Fentre ¢ avee un point de F et nulle dans I—4. Cefite fonction est continue.
Soit 10;,%0,... une suite dense dans lintervalle (0,1) (wi%0,1,wi4wj), posons

. 1
Sn= = — w, — s
" if——_lll—:;?..,n (7’" P, e, WJ[)
ey
et soit Az le rectangle |t—y| < ¢ 1 _I_
gle | i| << On, | z \<2i(‘i+1)' Posons

Fnlh8) =006, 8 d1n) 44 (693 dan) + oot 7 (& An)-

Im
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La suite Fy(f,3) composée de fonctions continues est bornée et converge
vers une fonction F(¢,9) qui est continue sur chaque ségment i= = const, 0Ld <1,
Considérons les fonctions F(t,9) et F(t,¢) comme des fonctions abstraites an(f),
x(t) qui font correspondre & chaque ¥ de I'intervalle [0,1] une fonction continue
Fp(t,8), F(t,9) c. & d. un élément de Pespace C. La fonction Fy(t,9) étant continue
en 1,4, la fonction abstraite 2,(f) est continue et on voit sans peine que la suite
ap(t) converge faiblement vers =(f) pour te[0,1]. Or, la fonction abstraite a(f)
n’est continue nulle part, car la continuité de la fonction 2(t) au point #, entraine
la relation

lim max |F({,3)—F(,.9)]=0

i34, 0L
et il en résulterait que la fonction F{f,4) serait continue par rapport 4 ¢,& en chaque
point du segment t=1,, 0<<H<<l; mais ceci est impossible car chaque point (4,0)
est un point de discontinuité de la fonetion F({{,&).

De fagon analogue, le probléme s’impose de savoir si la proposition
analogue au corollaire (1.3) est vraie pour les fonctions de classe e faible par rap-
port & Z. La réponse est aussi négative. Remarquons d’abord qu’on peut démon-
trer aisément par 'induction transfinie que, ’espace U étant séparable, le contre-
domaine de chaque fonction de classe a est séparable. Nous allons construire
maintenant un exemple d’une fonction qui est de classe 1 faible par rapport & =
et qui n'appartient & aucune classe a. Soit X lespace M des fonctions réelles
bornées z= x(:$) définies dans I'intervalle 0<9<1; 1a norme de I'élément z= x()
étant définie par la formule |afj= suplgx(ﬁ)], Tespace Il est un espace de Banach.
Chaque fonctionnelle linéaire définie dans 37 est de la forme

!
&) = [ a(9)da,
0
ot I'intégrale est prise au sens de Fréchet-Radon et &(E) désigne une fonction
d’ensemble bornée, définie pour tous les ensembles EC[0,1], et additive au sens
restreint (Fichtenholz-Kantoroviteh [1] p. 76]). Soit F(t,9)= 1 pour t=4»
et soit F(t,9)= 0 pour 4. Considérons F(,8) comme une fonction x(f) qui fait

1
correspondre & chaque te[0,1] Pélément F(,9)e M. Soit &(z)= / z(H)dd une
0

fonctionnelle arbitraire de =. Désignons par (f) l'ensemble composé du seul
point %, on a alors
§lx(8)) = 2((2))-
La fonction &(x(f)) est de l-tre classe; cela résulte du fait que ’ensemble
des nombres # tels que &((#))+0 est au plus dénombrable, car chaque ensemble

B {[@((t))]z%‘ contient au plus 2Kn éléments, ot K désigne la borne supérieure
£

de la fonction @(E). La fonction #(f) n’appartient & aucune classe ¢, car en-
semble des valeurs de cette fonction n'est pas séparable, ce qui est évident vu
que {lx{t)—x(h)|j=1 pour %=1,
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Théoréme 4. Toule fonction de classe o faible par ropport
dont le contredomaine est compact, est de classe a.
Démonstration. Soit X, le contredomaine de la fonetion x(w)
et désignons par X, l'ensemble des éléments @ =i, —iy, Ol 2,2, € Xy
Tensemble X, est aussi compact. Remarquons d’abord que, p étant
un nombre entier positif quelcongue, il existe des fonctionnelles
Etpy Eapy ey Erpp € BT telles gqu’on a pour tout x e A

-

=y

1
max £p(z) > [af|—=.
=121, V4

Il existe, en effet, des éléments Tipy Lopyeney Ty Tels  que

=12

min $fa:——x;,,j[<3i- pour tout zeX,. Soit £, une fonctionnelle appar-
Zrealp y4

R S 1 .
tenant a E telle que E,-p(rip)%lﬂzp[f—g—ﬁ. Soit x, un élément arhi-

: 1
traire de X;; il existe un nombre v tel que Hmnwx,,,,||<5, par con-
séquent

‘ 1 |
Sup(g) =Eupl@up)—Eup(Brp—itg) 2Ty — 3—19 —{tup— ] =

. , 1 |
Zg— (#g—up)i— = — ity —i| =

3p

= lgl{— [opg —npli— = — 8y — upl| >[irg|—

1

P

Soit x, un élément de Xy; on démontre aisément la formule

Eflet—nf<t=5 [ E

p=li=1 u

1
{Eip(:r(u)—mo) < )'_—}-

P
Les ensembles F {fip(w(u)‘wo)<‘r——£} appartiennent & G,
Pensemble F {x(u) e S(xq,7)°} est done aussi un Ge. Pour achever
la démonstration, on procéde comme dans la démonstration du
théoréme 1.

3. La notion de mesurabilité faible introduite par MM. Gelfand ([1],

D 238) et Pettis ([1], p. 277) peut étre relativisée par rapport & l’ensemble
Ey. Précisons d’abord les définitions.

Soit A un ensemble abstrait et soit @ un corps borelien de sous-ensembles
de A. Admettons de plus que u(E) est une mesure complétement additive, dé-

Izm
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finie pour chaque ensemble E ¢ @ La fonetion abstraite () définie dans A & con-
tredomaine dans X est dite simple si elle n’admet qu'un nombre fini de valeurs
Lys ey eeesily Tespectivement dans les ensembles B, Ej, ..., Ep,  dont chacun appar-
tient & @ La fonction x(1) est dite mesurable lorsqu’il existe une suite de fonetions
simples (1) telle que [[#n(4) —2(2)||> 0 presque partous, e. 3 d. exception faite
d’un ensemble E e @ tel que u(E)=0. Le contredomaine de la fonction x(A) est
dit presque séparable 3il existe un ensemble Ee¢ @ de mesure 0 tel que I’ensemble
Elu=x(2); A e A—E) est séparable. La fonetion @(4) s’appelle mesurable faible-
n

ment par rapport & =y, 81 §(x) étunt une fonetionnelle arbitraire de Hos
réelle £{x{1)) est mesurable.

En s’appuyant sur la formule (2.1) et en répétant le raisonnement de
AL.Pettis. on peut démontrer la généralisation suivante @’un théoréme de M. Pet-
tis ([1], p. 278): ’

la fonetion

Théoréme 5. Toute fonction mesurable faiblement par rapport & =, et dont
le contredomaine est presque séparable est mesurable.

4. Toute fonction abstraite de = variables 2(Ugy oy ..y Uy) ONL
e Uy (1=1,2,...,m) peut étre envisagée comme une fonction z(w)
dune  seule variable w == (uy, Ug, ..., Uy) qui  parcourt lespace
Uy X Uy Ao Uy=W. La continuité et la classe d'une fonction
@(Uyy Ugy...,un) seTa entendue relativement i lespace W; ainsi par
exemple, par fonction continue, on entend une fonction continue
en toutes les variables simultanément.

Théoréme 6. Toule fonction x(uy,ug,...,uy) faiblement continue
par rapport & Z, relativement & chaque variable séparément et dont
le contredomaine est seéparable, est de classe n.

Démonstration. D’un théoréme de M. Montgomery ([1],
p. 331, théoreme 3), il résulte sans peine que chaque fonction réelle
y(ty s, ... 1,) continue relativement i chaque variable séparément
est de classe n—1. Soit &) une fonctionnelle arbitraire de Fs La
fonction E(r(uy, s, ...,us)) est, par 'hypothése, continue relativement
& chaque variable séparément, done de classe n—1. Le contredo-
maine de la fonction r(uy,u,,...,u,) étant séparable, la fonction
est en vertu du théoréme 2 de classe a.

Par un raisonnement analogue, en s’appuyant sur le théoréme
cité de M. Montgomery, on peut démontrer aussi ce

Théoréme 7. Toute fonction x(uy,us) qui est de classe a faible
par rapport ¢ 5, relativement & lo variable w, et faiblement continue
par rapport @ E, relativement & la variable u, et dont le contredomaine
est séparable, est de classe a-+2.

Fundamenta Mathematicae. T. XXXV.
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Nous allons démontrer gue la proposition analogue au corol-

laire (1.2) est vraie pour les fonctions de n variables. Nous allons

démontrer d’abord guelgues lemmes.

(4.1) Za condition nécessaire et suffisamte pour que Vensemble de points
de continuite @une fonction @(u) dont le contredomaine est sépa-
rable soit residuel, est gue, K édtant une sphére ouverte arbitraire
dans X, Densemble E w(u) e K} puisse 8tre représenté dams la

forme H+P ol H est un ensemble owvert et P est de 1-éve ca-

tégorie.

Démonstration. La condition est nécegsaive. Admet-
tons que Vensemble @ des points « ol la fonetion a{u) n’est pas
continue est de 1-tve catégorie. On a E=F {x(u) ¢ K} =E°+ (E—E°)
et il suffit de montrer que E—E°CQ ou,u ce qui revient au méme,
que B(T—@Q)CE°. En effet, si u,e E(U—Q), on a w(1g) € IX et la
fonction est continue au point uy; il existe une sphere S(wg,d) =8
telle que «(u) ¢ K pour tout z 8. Il g'en suit que e E°.

La condition est suffisante. Désignons par X, le contre-
domaine de la fonetion a(x) et soit ay,a,,... une suite dense dans X
Soit &,8,,... une suite composée de toutes les sphéves S (irn,}—>
o #,m=1,2,... On a - ‘m

Bo= [ {x(u) e S5} =H,+ Py,
u
ol Hy est un ensemble ouvert et P, est un ensemble de l-ére caté-

gorie. Posons P*Z‘ Pr; cet ensemble est aussi de 1-bre catégorie.

Soit uye U—P; 11 exmfe une suite de sphéres 8;, dont les rayons

tendent vers 0 telle que Pensemble [] Sf ne contient que I’élément
n=1

a(utg). On a 2y e Hyy; il existe donc un nombre 6, tel que I’inéga-

Lité (u, )<< 0, entraine w(w)eS85. I en résulte que la fonction ()

est continue au point .

Reﬂquue. Nouws pouvons maintenant démontrer le corollaire (1.2) sans
faire appel & la théorie de la représentation analytique. En effet, de la démon-
stration du théoréme 1 il suit que, ¢ étant un ensemble ouvert dans X, Pen-
semble E {x(w) e &) est un G;. Pour démontrer que la fonction z(u) est continue

en (haque point d'un ensemble résiduel, il suffit de prouver que:

(4.2) Chague ensemble Gy est somme dun ensemble ouvert et d'un ensemble de
I-ére caiégorie.
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Soit, en effet E un ensemble G;; il existe donc des ensembles fermés Iy

tels que E—-, F n- La formule

=

E=}Fy+Y (Fn—Fp)

n=1 a=1

o3
donne la déeomposition désivée de Iensemble E, carlensemble N Fj est onvert
- =t
et Pensemble E (Fp—F5) est de 1-tre catégorie.
n=1
Nous allons nous appuyer dans la suite sur le théoréme suivant
de Hahn ([1], p. 334, 39-3-3)
(£.3) Soit y(uy oy, up) =y (i) une fouction réelle continue relati-
vement & chague variable séparémeni. Cette  fonction est
quasicontinue 8), c. & d. K étant une sphére wrbitraire dans
W=U; % Uy % .. XUy 1l existe pour tout mombre >0 et tout
we K une sphére K, CH telle gue

plw)—(T)|<e powr WekK,.

On tire aisément de (4.3):

{+.4) Soit p(w) = p(ug, Uy ..., uz) une fonction réelle continue velative-
ment (hagm variable séparément; admeitons que Uensemble

=E ) —po<e}
est dense Lo sphére K on a alors KCE,
Démonstration. Il faut démontrer que Pensemble
E {0 € K3 ple)—po >} =H
w

est vide. Sapposons que wye H; on a

y(we)—yo>¢;
il existe alors, d’aprés (4.3), une sphére K,CH telle que
() —plieg)| < d=yplwe)—yo—e pour wek,.

On a par conségquent pour tout w e A,

P(10)—vo=p(1)—p(wo) + p(w)—y > p(1wg)— yo—0=¢,

d'olt ERK, =0, ce qui est impossible, car K,CH.

8) Cette notion est due 4 Kempisty ([1], p- 186).
g*
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Théoréme 8. Soit &(ty, gy ...,Un)=(w) une fonction faiblement
continue par rapport & F, relativement & chaque variable séparément,
¢t dont le contredomaine est séparable. Dans ces hypothéses, Uensem.-
ble des points de continuité de la fonction m(ty,us,...,%n) est résiduel.

Démonstration. Daprés (4.1), il suffit de montrer gue
pour tout #,¢ X et >0 ensemble E=§ {le(w)—xo| < e} est la

somme d'un ensemble ouvert et d'un ensemble de 1-tre catégorie
ou, en d’autres termes, que I'ensemble E—E° est de 1-tre catégorie.
Supposons gue, auw contraire, cet ensemble soit de 2-éme catégorie,

De la formule
2 1

B—5°=3 [ E{joto)—anl <o(1— 3 )} — 27,

n=1{ w i

il suit qu'il existe un i tel gue Pensemble

=E {w (w)—it,) < (1___>} _g°

e

est dense dans une sphere K; par conséquent, I’ensemble

. 1
B* '—'—E{“‘E(w)—%l\ <e (1 _E> =s’}
est dense dans la méme sphére. On a

(4.5) E (oo~ <e}=]] E{Eatw)—so)<e).
Boit &£eZf; posons y(w)=E@(w)), y,=&(z,). La fonction
(w)=yp(Uy, U, ..., 4n) est continue relativement & chague variable

séparément et d'aprés (4.3) Pensemble He=F {p(w)—y,<e'} DE*

Draprés (4.3) on a alors KCEg, par conséquent B*=[] B:D K. Or,
fesy

c¢’est impossible, car linclusion E*CE entraine E* CE°,

K°CE°® et (E—E°)K°=0, contrairement

semble E—E° est dense dans la sphére K.

d’ou
Phypothése que len-

Dans le cas o les espaces considérés sont séparables, ce théoréme peut &tre
demontré sans faire appel au théordme de Halin (4.8). Soit B—= Bllo(w) —uxd| <&}

11 suffit de montrer que si 'ensemble E est de 2-tme cutevomg dans un cube S,
cet ensemble contient un cube 8’ (CS. L'ensemble E est borelien; il existe done
un eube Q= E;x...xK,CS dans lequel cet ensemble est résiduel. En vertu de
la formule (4.5), il suffit d’admettre que la fonction # est réelle et continue relati-
vement & chaque variable. Il suffit de montrer que (*) si Vensemble E est résiduel
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dans un cube @, on a @°(C.E. Cette proposition est évidente pour les fonctions
d’une variable. Admettons cette proposition vraie pour les fonctions de n—1
variables. Posons

T=HK, X KyX .. X" Kp_y

U= (Uy, Uy, .., Up—1). °

Soit ul e Kp, Ls= S(ud.6)("Kn. Lensemble Rs= E(Tx Ls) est résiduel dans
T'x Ls. La projection Pg de Rs sur T est un ensemble résiduel, car dans le cas
contraire 'ensemble T—Pj serait de 2-éme catégorie et, par conséquent 'en-
semble (T'—Ps) X Lg serait aussi de 2-me catégorie, ce qui est impossible, puisgue

{T—Pgs)» Le(C{T % Ls)—Rs. L’ensemble P=HPI,H est donc résiduel dans T et
n=1

uy...>uy telle que (v,uh)eE

ona (zu)e E.

3i on pose F(v)= (..., Up—1,%3), on a  alors PC R {|#(v)—x <&)=FE,. La
v

pour chaque re P il existe une suite uk,u2,...,u"

pour i=1,2,... La fonction « étant continne relativement a ,,

proposition (¥) étant supposée vraie pour des fonctions de »—1 variables, il en

résulte que TCE;. L’élément u} étant arbitraire, on a Tox (K3 =Q°E.

Il est a remarquer gue dans les hypothéses du théoreme 8
la fonction x(wuy,us,..., %) D'est pas en général de 1-ére classe.

Théoréme 9. Soit x(Uy, Uy, ..., Us) une suite de fonetions faible-
ment coniinues par rapport & =, relativement & chaque variable séparé-
ment, dont les contredomaines sont séparables. Admettons que la swite
converge vers une fonction x(uy,us,...,un); dans ces hypothéses, on a:

(4.6) Uensemble des points de continuité de la fonction (i, s, ...,Un)
est résiduel;
(4.7) les fonctions up(ty,Usy..., %) SONE Equicontinues en (‘haqw point

@'un ensemble residuel RCU; X Uy X ... X U,

Démonstration. Soient Z l'espace et 3, ’ensemble fonda-
mental de fonctionnelles linéaires défini au cours de la démon-
stration du théoréme 3. Considérons la suite a,(uy,us,...,%s) comme -
fonction abstraite z{uy,us,...,1,) qui fait eorrespond.'re a4 chagque
élément  (uy, ugy...;un) de Tespace U; X Uy X ... X U, 1élément
{21y, Uty ..., uz)} de Pespace Z. On démontre aisément (comp. la
démonstration du théoréme 3) que le contredomaine de la fonction
2(Uy, Usy ..., U,) €55 séparable.

Nos hypothéses impliquent que la fonction =z(ug,us,...,us) esh
faiblement eontinue par rapport & 3, relativement & chaque variable
séparément. En vertu du théoréme 7, la fonction =(uy,us,...,un)
est continue en chague point d'un ensemble R qui est résiduel dans
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T, X Uy X ... X Uyy €. 4 d. pour chaque >0 et pour toub élément
(15 Uy eeeytn) € B il existe un nombre §>0 tel que Pinégalité

(U Uy ooy W)y (Ugy Usy ooy Un) )< &

entraine

SUD o0 (U Uy oovy Un)— Ly (Ugy Uy ooy Un) || < &

v=1,2,...
Les fonetions a,(ity, U, ..., ) sont done dquicontinues en chaque
point de Pensemble R. Il s'en suit que la fonction limite est con-
tinue en chaque point de R.

5. Dans ce paragraphe et dans les suivants nous allons consi-
dérer quelques exemples.

Soit U, un espace métrique compact. Désignons par C(Up,)
T'espace lindaire de toutes les fonctions réelles continues définies
dans U,; addition d’éléments et la multiplication par des nombreg
réels étant définies de maniére habituelle et la norme de ’élément

=2{un) étant définie par la formule {z|=max |z(u,)|, Vespace C(Uy)
uye
est un -espace séparable de Banach (con;p."Banaeh [1], p. 217).

Soit W un ensemble d’éléments dense dans U,; Pensemble de toutes
les fonetionnelles linéaires de la forme &(2)=2(u,), olt u, e W, est
fondamental dans C(U,). Nous désignerons cet ensemble dans ce
paragraphe par Z.

Soit  f(ug, Uy oy %y) une fonction
Uy % Uy X ... XU, continue relativement i la variable «, et con-
tinue relativement & chacune des variables u;,%s, ...,4n— Séparément
lorsque w, est un élément fixe de W. Considérons la fonection
Haugy g, ... un) comme fonction abstraite w(uy,us,...,u,—1) faisant cor-
respondre & tout élément (uy,uy,..., Un—q) de Lespace Uy X UpX... X Un—y
Pélément’ f(uy, Ugy...,Un1,Un) de Vespace C(T,). On voit aisément
que notre fonction abstraite est faiblement continue par rapport
a Zyrelativement i chaque variable separément d’aprés le théoréme 8
cette fonction est continue en chaque point d’un ensemble résiduel
RCU; XUy X oo X Upy. En d’autres termes, les relations

28_}eR, h‘g (a2 =0

réelle définie dans

0 0 .
('71:1”27 (1,-—1,_,’ .,m—1)

enfrainent

lim max |f(u?, Ugyoey Wo_yy ) — f(ud,u,

0 =
300 upely, ':u,,.u Z&n)‘-——o’

On obtient ainsi une généralisation du théordm
e 39.3-6 d
Hahn ([1], p. 337):, ’
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Théoréme 10, Soient Uy, Usy..., Un—1 des espaces métrigues
complets 9), Up, un espace metrique compact. Admettons  que
F(Uy, Uy orey Un) €51 une fonetion réelle définie dans Uy X UsX ... X Una X Uny
umtm ue relativement & la variable u, et continue relativement & chacune
des variables Uiy Uayeeey Un—y LOFSQUE Uy €St un elément fize d'un en-
semble W dense dans U,. Dans ces hypothéses, il existe un ensemble
résiduel RCUL X Uy X oo X Un—y tel que la fonction iy, tyy...;tn) €8t
continue en chague point de Vensemble R x U,10).

Remarquons que ce théoréme est une conséquence d'un théoréme général
dont la démonstration n’est pas tout-d-fait simple. Or, dans le cas de fonctions
de deus variables, ce théoréme résulte immédiatemeut du théoréme 1 dont la
démonstration est simple.

Du théoréme 9 on déduit:

(3.1) Soient Uy, Uay..., Uy des espaces metriques coinplets, fo(iy, gy ...s Un)
une suite de fonetions réelles continues relativement & chaque
rariable séparément, convergente vers une fonetion f(iy,Usy ..., Un).
La fonction fluy,ttey...,u,) est alors continue dans chagque point
d'un ensemble résiduel 1) et les fonetions folaty, UsyeoyUn) SONT
equicontinues dans chague point @'un ensemble residuel.

9) Tl est essentiel de remarquer que ces espaces ne sont pas supposés sépa-
rahles.

10) (te théoréme a été démontré par Halin dans Ihypothése que ta fonction f
est continue relativement & chaque variable séparément. Aprés avoir rédigé
cette Note nous avons pris connaissance du travail de M. Kershner [1]. Le
théoréme de Hahn y est démontré dans le cas ol les espaces sont euclidiens.
M. Kershner remarque que ses méthodes peuvent étre appliquées dans le cas
des espaces arbitraires (sc. métriques). Or, si I'on admet que les espaces
Uy Ugyoonn U, BNt compacts, ¢’est évident, mais ce n’est pas ainsi si les espaces
cousidérés ne sont pas séparables.

1) (‘e théoréme a 6té démontré pour des fonctions de variables réelles
par Kempisty ([1), p. 194). De ce théoréme résultent quelques propositions
concernant Ieé; dérivées partielles. Aingi.p. ex.: si la fonction flu,us, ..., %n) admet

, (i=1,2,...m), ——=— dans un domaine ouvert D, la dérivée =
Sty Uy cu Wul
2.
,‘cqj —q“‘f dans R.
i X udu,  dudu,
En effet, il suffit d’admettre gue D est un rectangle u- dimensionnel; on a

les dérivées

i
existe alors dans un ensemble résiduel RCD et Ton a

1 2 X 22
lim —— —f(ulT hpy g, eeey tin) — T (21, gy ooy Un) =’
ottty

P=>0 hp Uy

ol hp-0; la fonction étant limite de fonctions continues relativement

&
2,3,
4 chaque variable séparément, elle est continue dans un ensemble résiduel R CD.
11 suffit d’appliquer le théoréme de Schwarz.
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Du théoreme 2 on obtient le

Théoréme 11, Soit U, un espace méirique complet, U, un espace

metrique compact et s0it fluy,u,) une fonetion réclle comtinue velgti-

vement & la variable u,, €t de classe « relativement & la variable Uy lors-
que 1y est un élément fice @un cnsemble W dense dams Uy, La fonetion
flug,us) est alors de classe a--1.

Soit maintenant U,=[0,1]. Désignons comme d’habitude,
Pespace C([0,1]) par (. L’ensemble 5, de fonctionnelles linéaives
de forme

5 .
Hao)= [2@adt ot a, fe[0,1],

[3

est fondamental dans C.

Théoréme 12. Soient Uy, Usy.roy Upey des espaces métriques
complels et $0it  f(auy,tly,...,Un—1,1) une fonction réelle définie dans

U xUy ... X U1 X [0,1] continue velativement & la variable t et
telle que la relation

Hm (w2, u?) =0 (t=1,2,...,m—1)

m==00

- . . .
entraine (les variables gy ..., U1, Wity ..., Un_y Etant fixes)

lim as f(uy, ...,
myoo

:f(lll,...

Dans ces hypothéses, il existe un ensemble résiduel

m
Wity Wiy Uig gy eoeylin—1,t) =

(5.2)

0
yWim1y Uiy Uiy gy oeey Un—g, 1)12).

RCU XUy X . X Upaa

tel que lo fonetion f(uyta,...,tn1,1)
Vensemble R x[0,1].

Démonstration. Posons

est continue en chague point de

flug, gy ooy gy, )

(g, Ug, ..
14 1f(ug, ug,.. <y Un—1,t) ]

oy Up—q,t) =

_—

12) lim as 1) dési i1 et . )
) I -);‘s Pll) désigne la limite ,en mesure” de la suite Pt
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et considérons cette fonction comme fonetion abstraite w(u;,us, ... 4n—1)

définie dans U; XUy X...XUn1, dont les valeurs appartiennent

a (. Ces valeurs sont des fonctions continues inférieures & 1 en

valeur absolue. Soit lim (u?,u%)=0; on a d’aprés (5.2), en passant
m>o0

4 la limite sous le signe d’intégrale de Lebesgue

Lim f Fltty, gy oy Uy U ,um, <oy Up—1,t) at
1+ 1f (U Uagyeney Wity U 3 Uity weey Une ) |
0
Flag,y gy g Wimyy Ugy Wit gsye..

= f 14 [ flug, U, ..

La fonction a(uy,us,...,un—) est donc faiblement continue par
rapport 4 5 relativement i chaque variable séparément. D’aprés
le théoréme &, cette fonction abstraite est continue en chaque point
d'un ensemble résiduel RCU; % Uy % ... x Up—y. Pour obtenir notre
these, il suffit de remarquer que

2 Unt 1) dt.

0.
oy Wity Uy Uity ooy Uty T

N,,_;.,t]
I—|eo(ttg, UgyeenyUp—t,1)]”

oty gy,

Flug, Uy eeeytipq,t) =

Par le raisonnement appliqué au cours de la démonstration
du théoreme 12, on peut démontrer sans peine la proposition
suivante:

(5.3) Soit f(t,4) une fonction réelle bornée définie dans [a,b] < [4,B],
continue relativement & la variable t et telle qu'on ait
,-,’ :;2

lim [ j(,2)dt= [, o),

i g B
(Agra, B) €tant un élément arbitraire de [4,B] x [a,b] K [a,b].
Dans ces hypothéses, la fonction f(t,2) est continue en chague
point d'un ensemble D=1[a,b] X R, o R désigne un ensemble
résiduel dans [4,B].

Théoréme 13. Soit x(t,1,) une fonction abstraite définie dans
[4,,Bi1x[4s,B,], dont le contredomaine est séparable. Admetions
que la fonction x(ty,t,) soit continue relativement ( i, et mesurable rela-
tivement & t, lorsque t, est un élément fixe dun ensemble W dense dans
[4,,B,]. Dans ces hypothéses, la fonction x(ty,t,) est mesurable dans
[y, Byl % [y Bo]-
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Démonstration. Soit X, le plus petit engemble lindaire
fermé contenant le contredomaine de la fonction #(ty,t,); cet ensemble
constitue un espace séparable de Banach. Considérons Pespace X*
des fonctions abstraites x(t,) continues, définies dans [4,.B,], & va-
leuwrs dans X,;; Paddition, la multiplication et la norme étant dé-
finies comme dans espace ((U), Pespace X* est un espace séparable
de Banach. L’ensemuble &, des fonctionnelles lindaires de la forme
Hz)=z(w), ot we W est fondamental dans X* Xes hypothéses
du théoréme impliquent que la fonction a(fy,t,), considérée comme
fonction abstraite définie dans [4;,B,], & contredomaine dans X*,
est mesurable faiblement par rapport & =,, donc d’aprés le théo-
réme 5, mesurable. Toute fonction abstraite simple considérée comme
fonetion de deux variables étant évidemment mesurable, la fonction
@(ty,fy) est mesurable. :

Le théoréme de Lusin étant vrai pour les fonctions abstraites
de variable réelle, mesurables, on obtient:

(5.4) Dans les hypothéses duw théoréine 13, powr tout & >0 il cxiste un
e?zsemble RC[A),Bi] tel que |[A;,B,]—R|<e et tel que la jone-
i'zovz a(tyyty) est continue relativement & Vensemble R X [4,, B,].

Soit f(w,y) une fonction réelle continue définie dans le rectangle

[a,b] x [4,B] et désignons par M le maximum de cette fonctiom.

Soit (4,,) un point arbitraive de (a,b) X (4,B); "équation diffé-
rentielle

(3-4) Y =fa,y)

-fldmet alors des intégrales passant par ce point. Chacune de ces
intégrales est définie au moins dans lintervalle w—io| << B(azy), ON

e =min (6, o], oAl Mo B}
ikl Py
81 1’013 désigne par y(x;24,9,) la borne supérieure des inté-
grales de'1 équajnon (5.4) dans Vintervalle {r—wo| <8, on obtient
une ionemc’n’l qm. satisfait & Déguation (5.4) (clest Vintégrale supé-
rieure de Péquation (5.4)). Soit (% %o) un point fixe; tous les inté-

grales supérienres. gla;au, ), ot Jeg—| <1(@o), |y —7ol < 2 o)

(‘Jn!tv algr:a fo i_I_ltervalle commun d’existence qui est au moins égal
& [B—% < $6(%;). Considérons la fonection (3 20,,) comme fonetion
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53
abstraite des variables x,,%,, définie dans le rectangle Iw0—~§0{ < (IO),

o =Tl < Mi(ﬁ“), dont les valeurs sont des éléments de Vespace

o(T), on ['-:[i(,—é(f°):fo+ é‘f—‘”] De Didentité
: *
G520, 00) =Uo+ [ 10, F(B500,0))08,

il suit que le contredomaine de cette fonction abstraite est compact.
M. Montel a démontré ([1], p. 272) que r étant un point fixe,
Vintégrale F(;aq,¥,) considérée comme fonction de &xq,y, est sémi-
continue supérieurement. 11 ‘en suit que pour chaque fonctionnelle
&(x) appartenant i L'ensemble fondamental 5, la fonction 5(z) est
de classe 1, notre fonction abstraite est donc de classe 1 faible par
rapport & 5, En vertu du théoréme 4 nous obtenons le

Théoréme 14, Soit f(r,y) une fonction continue dans le rectanyle
[a,b] x [4,B] et désignons par Glx;xe,y,) Uintégrale supérieure de
Véquation différentielle (5.4) passant par le point (@, y,). Alors la
Fonctiong (w;xq,Y,), considerée comme fonction de valeurs initiales, est
continue dams chaque point &un ensemble résidnel R — plus préci-
sément — (xo,Yq) ctant un point de R, on a
Pm (2%, Y) =y (o500 Yo),
X%
70
la limite étant uniforme (par rapport & x) dans un certain voisinage
du point xg.
6. Considérons & présent comme l’espace X 'espace CP des
fonctions réelles a(u,) définies dans Vintervalle TU,=[4,,B,] et

admettant la dérivée ;Z(—Z%J:(w,,) continue (Banach [1], p. 11); la
uh

norme étant définie par la formule

jell= max |a{us)]+ max
An<up<Bp Ap<u,<By

ar
— &(Un
b ( )(’

Tespace (P est un espace séparable de Banach.
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Désignons par E, P'ensemble de toutes les fonctionnelles ling-
aires de la forme &x)=ax(u,), ol u,.est un nombre rationnel de
Tintervalle [4,,B,]. L'ensemble E, est fondamental.

Posons, en effet, Afw(un) =a(u,+h)—a(uy), et
A yrlwn) = A3 [ A5, ()]
On peut montrer que (Mazur-Orlicz [1], p. 52)

(6.1) AR () = 4\;,’_0(r1)1’—(‘1+-»-+8p>.r(w,,—}~ eyt oo ephy).
i)

On a la formule

) . i
(6.2) My g2 (tn) =Ty i ﬁr(ﬂ,, +Drhat O,
un
ol 0<di<<1 (i=1,2,...,p). Il s’en suit que la norme de la fonction-
nelle:

Ay, 21
hi...hy

he surpasse pas 1. Or, si a, un, Iy, ..., 1, sont des nombres rationnels,
la fonctionnelle (6.3) appartient en vertu de (6.1) & E§. Soit mainte-
nant o=x(u;) un éément arbitraire de (7. Il existe des nombres
rationnels

(6.3) r)=4x(a) + ot hy==0 (i=1,2,...,p), aeli,

ﬂ)— 2(%y)

UneUn et acl, tels que |u(a)|+
dul -

2 [l —e;

en ehoisis:sant convenablement des nombres hy, hgy ..y hp (suffisam-
ment petits) et des signes 4, on obtient en vertu de (6.2) et (6.3)

con i ()| Z
SO TR 2 | et el —2e.

Toute fonction réelle f{u,, Ugy ..., %n) définie dang
[dy BiYX [45, Byl X ... X [A, Bi]
et admettant la dérivée partielle %f(ul,ﬂz,...,u,,) continue rela-
tivement 4 la variable u, peut étren considérée comme fonetion

abstraite définie dans [4,,B1x[4,,B
X X [An_y,Bp- ]
valeurs appartiennent 3 ’(,'f"l n [ bl domt les
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Du théoréme 3 on obtient alors:

Théoréme 15, Soit f(uy,Us,...,uy) une fonction reelle definie
dans [Ay,By]x[dy, Byl X ... X [An,Bnl, continue par rapport & cha-
cune des variables iy, gy ..., Un—y SEpareément lorsque u, est un nombre

. . s . op
rationnel fire, et admettant la derivée paitielle W Flatgy Uay cony Up) CON-
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tinue par rapport & up. Dans ces hypothéses, il eriste un ensemble
résiduel RC[A,, Byl » [y Ba]l # oo  [An1,Bay] tel gque pour tout
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tout point de Uensemble R [4,,Bg].

Par conséguent, la fonction

8. Appliquons maintenant les résultats du paragraphe 1 aux
fonctions abstraites dont les valeurs sont des éléments de lespace
Ir on 1< p<oo des fonections sommables (1) dans 0<{u, <1 avee
la p-itme puissance (Banach [1], p. 12). L’ensemble des fonction-
nelles linéaires de la forme
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est fondamental dans Lf. Du corollaire (1.2) on obtient:

Théoréme 16. Soit fluy,u,) une fonction réelle définie dans le
rectangle [0,1] % [0,1) telle que pour chaque uy:

1
j [ (tty, us) P dttg<< 00,
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Admettons que pour tout ul et s
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lim ff(wl,ug)(lu2 =] f(ud, ug)duts.
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I1 existe alors un ensemble résiduel RC[0,1] tel que pour chaque
uyeR on a
1
lim f |Flatgy 200)—F(0, o) Pty = 0.
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Congidérons enfin comme Lespace X Pespace 1?7 (p>=1) com-
posé de toutes les suites réelles w={za} telles que |a; |P+|w,P+ ... <+ oo
(Banach [1], p.12). La norme est définie par la formule
el = (Jay P+ |oalP+ . )¥P; cet espace est séparable. Llensemble 5,
des fonctionnelles linéaires de la forme () =, ot #=1,2,..., est
fondamental dans . Comme dans les cag précédents on obtient le

Théoréme 17, Sovit fo(n) une suite de fonctions véelles continues
telle que |f,(w)!P+|f(w) P+ ... <Foo pour tout uela,b]. Il existe
alors un ensemble résiduel R tel que pour tout uye B on o

-

lim :‘j’ [falat)—Faltte) P =0.

uuy, n=1
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On the principle of dependent choices.
By

Andrzej Mostowski (Warszawa).

Let us consider the following weakened form of the axiom
of choice:

if R is a binary relation and B a set =0 and if for every xeB
() there is a ye B suchthat xRy, then there is a Sequence 1,%ay cu.yTnyees
of elements of B such that wpRanyy for n=1,2,...1).

It will be proved here that the gencral axiom of choice (Whj'ch
we shall denote by (Z)) is independent of (T), i. e., cannot be proved
from (7) and the usual axioms of set-theory.

An independence-proof has sense ouly with respect to a well
defined formal system whose consistency is either proved or assumed
as an hypothesis. Our proof applies only to such systems of set-
theory as remain self-consistent after adjunction of the following
axiom

(V) there is & nmon-denwmerable set of elements which are not sets.

It can be shown without difficulty that the system & deseribed
in one of my former papers?) satisfies this condition. Hence we
shall take & as a basis for our proof. .

In order to prove that (Z) is independent of (I) we have to
construct in a self-consistent theory &, a model in which all the
axioms of S as well as the axiom (7) are fulfilled and in which the
axiom of choice is falge.

1) This axiom has been considered hy A. Tarski in his recent paper
Axiomatic and algebraic aspecis of two theorems on sums of cardinals, this voluwme,
P. 79—104. Tarski calls (7T) the principle of dependent choices.

) Fundamenta Mathematicae 32 (1939), pp. 201-252.
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