Sur quelques propriétés des fonctions de Baire périodiques
par

W. ORLICZ (Poznafi).

Les fonctions de Baire sont entendues dans ce travail comme
celles de la classification de Bame dans laquelle la classe des
fonctions continues est prise pour classe de départ.

L’intervalle fondamental sur lequel portent les considérations
est toujours (—oo,—-co) et C'est par rapport a lui que sont a
entendre les notions d’ensembles de I° et de II° catégorie (au sens
de Bamg), d’ensembles mesurables (au sens de Lrsescug) etc.

Nous désignerons par {9} une suite quelconque de nombres
réels et par {w,} une telle que w,—~+00 et wa=+0 pour n=1,2,..

Ce travail!) a pour but de transporter aux fonctions de Baire
périodiques les problémes concernant les fonctions mesurables
périodiques, étudiés par M. Mazur et moi-méme dans un travail
commun 2).

1. Soit f(x) une fonction de Baire. Désignons par sup,f(x) le
plus petit nombre k tel que 'ensemble E{f(x)>k} est de I caté-
x

gorie et posons supgf(x)=co dans les cas ol cet ensemble est
de TI° catégorie pour tout k. Si la fonction f{x) est continue
et périodique, on a évidemment supy f(x) = max f(x).

1} dont les résultats datent de 1941, mais 3 cause de la guerre n'ont ¢été
communiqués qu'en 1945 & la Société Polonaise de Mathématique (Section de
Cracovie); voir Annales de la Soc. Polon. de Math. 19 (1946), p. 222, séance
du 20. 11. 1945,

?) 8. Mazur et W. Orlicz, Sur quelques propriétés des fonctions pério-
diques et presque périodiques, Studia Math. 9 (1940}, p. 1-16.
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Théoréme 1. Quelle que soit la fonction de Baire périodi-
que f(x), on a

1 Hm flogx—-9.) = supg f(x)

pour tout x sauf un ensemble borelien de I° catégorie.

Démonstration. Il suffit évidemment d’établir le théoréme
pour les fonctions de période 1.

Admettons d’abord que supgf(x)<<cs. Posons:

(2) Ei=F '{SHP [flonx =), flwns1x =4 Fatd)s. ] < supy fl)— -i—} ,

(3} E= E;,' {f(x) > supg f(x) — (;—k}

f(x) étant par hypothése une fonction de Baire, les ensembles
E: et E sont évidemment boreliens.

Désignons, pour n=1,2,... et [=0,41,+2,..., par GI(&)
Pensemble des x de la forme

x=§—_~% L on £ef.
wn Wn

Supposons que, pour un couple d’indices k,n, I’ensemble Ef
soit de II° catégorie. Comme ensemble borelien de II° catégorie,
E% satisfait donc a la condition de Baire, de sorte qu’il existe un
segment I, dans lequel Pensemble I,—E% est de I° catégorie.
De méme, ensemble E étant borelien de II° catégorie, il existe
un segment I, dans lequel I'ensemble I,—E est de I° catégorie.
Il est facile de voir que I’ensemble G7(I,) est toujours un segment
et que lensemble Gi(Il,— E) y est également de I° catégorie. Mais
la définition des ensembles GI(L) implique lexistence d'un in-
dice i>n tel que 'on a Giy(l) CI, pour un indice L(i) conve-
nablement choisi. L’ensemble Giy(l,— E)--(I,— EX) est de I° ca-
tégorie: en tenant compte de I'identité

Gin(ly E)= Gip(I,) — Gin(L,— ),

on arrive en vertu du théoréme de Baire & la conclusion que I'en-
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semble P=E}- Giy(I,- E) n’est pas vide. Mais, pour xy¢ P, on au-
rait d’une part en vertu de (2)

Flwixo+ 99 < supyf (%) — *
et d’autre part en vertu de (3)
1
Flwixo+ 9:) = suppflx) — 5%

— donc une contradiction.
1l est ainsi démontré que tous les ensembles E; sont de 1° ca-

tégorie. 1l en est donc de méme de I'ensemble H= yE Or, on
0y =1

a d’aprés (2) pour tout xnoneH

l]m Flonx =) -—hmsup [flwnx ), flonstx—Onr), ...] > supyfix)
et, d’aprés la définition de supyf(x), pour tout x sauf un certain
ensemble C, de I° catégorie,

sup [flonx+ ), flonpix = Sus), ... <supgpflx), n=1,2,..,

de sorte que I'égaliié (1) se présente en dehors d’un ensemble
de I° catégorie qui — comme le montre la marche du raisonne-
ment — est borelien.

Admettons ensuite que suppf(x)=co. Alors, le raisonnement
est analogue: on n’a qu’'a remplacer dans (2) et (3) les différences
suppf(x)—1/k et supgf(x)—1/2k par k et 2k respectivement.

On peut aussi réduire le cas de supgf(x) infini 3 celui fini
A l'aide d’'une substitution convenable.

2. Soit f(x) une fonction périodique mesurable (au sens de
Lebesgue). Désignons par sup; f(x) le plus petit nombre k tel que
Pensemble F {f(x)=>k} est de mesure nulle et posons sup; f(x)=co
dans le cas ot cet ensemble est de mesure positive pour tout k.

On a alors l'analogue métrique suivani?®) du théoréme 1:

% et qui est connu (voir S, Mazur et W. Orlicz, loco cit, p. 5, théo-

réme 1), mais qui sera établi ici par une méthode analogue a celle du théoréme
précédent.
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Théoréme 1’. Quelle que soit la fonction mesurable pério-
dique f(x), on a
(1" ) lim f(wnx - 8) = sup,, fix)

n—eo

pour tout x sauf un ensemble de mesure nulle.

Démonstration. Remarquons au préalable que Z étant
un ensemble mesurable de mesure positive, il existe un ée£ qui
n'est pas un entier et dans lequel la densité de Z est égale & 1:
en désignant par | un intervalle variable contenant £ on a
g1l 1| -1 lorsque |1/ 0.

Soit & présent 0<®<<1. Choisissons un entier [(i) de ma-
ni¢re que 'on ait

_ 5\ |
et désignons par [ lintervalle (l( )w ! l(l%i). On a alors

|& Ty > 9| Iyy| & partir dun i suffisamment grand.

I suffit de se borner au cas on la fonction f(x) est de
période 1.

Admetions tout d’abord que sup;f(x)<<oc et assignons a
E% E, G}(5) et H le méme sens que dans la démonstration du
theoreme 1, en remplacant toutefois B par L dans les définitions
(2) et (3). Posons enfin E=E-<0,1).

Supposons que |E¢|>0 pour un couple d’indices k,n et chm—
sissons la valeur de 9 et celles des indices i et I(i) de fagon
a avoir 9>1—IE|j2, i>n et

(4) | Bk - Iy | > 6 Ta)] -
Evidemment, lensemble GIE) est situé sur le segment

<\l :,[Fi']_'j., I:[&H—i> , de sorte que 'on a pour 1(F)= 1)+ [9]
Wn

Wn
t(z)( ) C Il(l)
Comme

_ 1 -
|Gy (B)- lml"i\E!=-§ L1+ 1B,

on conclut en vertu de (4) que la somme des complémentaires
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des ensembles Gil—(i)(E) et E; dans lintervalle [, est de mesure
inférieure a la sienne, d’ou
EX-Gy, (E)] =0.

En posant P =E;-G;—(il(E), on aboutit — tout comme dans la
démonstration du théoréme 1 — aux mémes inégalités contra-
dicioires (avec L au lieu de B), ce qui montre que |Ei|=0. Par
conséquent, on a aussi |H/=0; il en résulte- aussitét que I’éga-
lité (1) se présente presque partout.

Pour sup, f(x)=co la démonstration est analogue.

3. Les théorémes 1 et 1’ entrainent le suivant

Théoréme 2. Soit E un ensemble situé dans Pintervalle 0,1).
Suivant que

(5) E est borelien de II° catégorie,

"(5") E est mesurable de mesure positive %),
il existe pour tout x, sauf un ensemble qui est respectivement

borelien de I° catégorie,

de mesure nulle,

une suite {n;} d’indices pour lesquels on a
(©) X = O, — [wn, 6+ O] € E.

Démonstration. Soit f(x) une fonction de période 1,
identique dans Pintervalle (0,1) 4 la fonction caractéristique de
lensemble E. Les hypothdses (5) et (5') entrainent respectivement
supgf(x) =1 et sup,f(x)=1, de sorte quil suffit d’appliquer
encore le théoréme 1 ou 1’ respectivement. )

Il est a noter que, réciproquement, le théoréme 2 entraine
les théorémes 1 et 1. La démonstration est facile.

Ajoutons que les hypothéses (5) et (5) ne résultent point

I'une de lauire, pas plus que les théses qui leur correspondent
ne s'impliquent mutuellement.

*) Pour ce cas, le théordme a ét¢ établi dans le travail précité de S. Mazur
et W. Orlicz, p. 7, théoréme 1’

Sur quelques propriétés des fonctions de Baire périodiques. 153

Soit, en effet, f(x) la fonction caractéristique de I’ensemble
E-Z(0,1) prolongée périodiquement comme dans la démonstration
du théoréme 2. Si E est borelien de II° catégorie, mais de mesure
nulle, on a sup;flx)=0 et il existe alors, en vertu des théorée-
mes 17 et 2, un ensemble RC(0,1) résiduel, mais de mesure
nulle et tel qu’il existe pour tout xeR une suite {n;} satisfai-
sant & (6). Si E est un ensemble borelien de mesure positive,
mais de I° catégorie, on a sup,f(x)=0 et il existe alors, en
vertu des théorémes 1 et 2, un ensemble R’ (0,1) de mesure 1,
mais de I° catégorie et tel qu'il existe pour tout xeR’ unme
suite {n;} vérifiant (6).

4. Soit 0<<a<<b<<1. Appelons ensemble H appartenant aux
nombres a,b et aux suites {wa}, {0.} données tout ensemble de la
forme
@ Elowx48.—[osx--9:] non e(a,b) pour n=1, 2,..}

Toute somme au plus dénombrable d’ensembles H sera dite

ensemble H, ®).

Les ensembles H sont fermés, et comme il sont de I° catégorie
en vertu du théoréme 2, ils sont non-denses. De plus, ils sont de
mesure nulle d’aprés le méme théoréme. :

Théorénié 3. Si f(x) est une fonction périodique continue,
on a Pégalité (1) pour tout x sauf un ensemble H,.

Démonstration. Admettons que la fonction f(x) est
de période 1. On a évidemmeni, en vertu des hypothéses,
supy f(x) = maxf(x). Soit x, un point du segment <0,1> pour
lequel max f(x) =f(x,).

Si 0<<x,<<1, désignons par k, le plus petit nombre naturel
dépassant 1/x, et 1/(1 —x,), et par Hg, pour tout k > k, naturel,
Pensemble H appartenant aux nombres a==x,—1/k, b=x,+ 1k
et aux suites {or+i}, {Oksi).

i) Les définitions des ensembles H et Hoy sont des généralisations au cas
des nombres , pas nécessairement entiers de celles introduites par A. Rajch-
man dans son travail Sur Punicité du développement trigonométrigue, Fundam.
Math, 5 (1922), p. 287-302, en particulier p. 289 et 290; voir aussi A. Zygmund,
Trigonometrical Series, Monografie Matematyczne, Warszawa -Lwéw 1935, p. 268.
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Si x,=0 ou 1, posons k;=3 et désignons par Hy, pour
tout k> k, naturel, I'ensemble H appartenant aux nombres
=/k, b=1/(k—1) et aux suites {wrri}, (It

L’ensemble Hy,~ Hir1-F ... est un H, est 1’égalité (1) est
satisfaite pour tous les xe<0.1) qui ne lui appartiennent pas.

Théoréme 4. Soit {falx)} une suite de fonctions continues
[fonctions de Baire] de période | satisfaisant & la condition sui-
vante de compacité: toute suite {n} d'indices contient une suite
partielle {ki} pour laquelle il existe une fonction continue [fonction
de Baire] f(x) telle que

(8) i sup,y ! i, () — ()] =0.
i~yoe
Sous ces hypothéses, on a
(9) Tim fo(wnx -+ 90) == lim sup , fu ()
n-yoo n-yoe

pour fout x sauf un ensemble H, [ensemble borelien de I° catégorie].

Démonstration. Admettons d’abord que liﬁsupB Fuloe) << oo,
n-yoo

-

Il existe une fonction continue [fonction de Baire] de période [
et une suite d'indices {k;} qui satisfont a I'égalité (8) et a la
suivante:

(10) lim supg fi,(x) = [im supy fa(x) = sup, fx) << oo,
=y n—rco

Soit ¢>0. A partir d’un i suffisamment élevé, on a
|Fr(@p, 0+ By ) — F oo 0+ O)<e

pour tout x sauf un ensemble 4. qui est vide [borelien de
I° catégorie] lorsque toutes les fonctions f.(x) sont continues
[des fonctions de Baire].

On a par conséquent

|lim (% +9,,) — lim f(w, v +9,) <

pour tout xnoned,, cest-d-dire

Iim fy (o, +8) > I f, (0,2 +8,) =Tm flo, 9,
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partout ou sauf un ensemble borelien de 1° catégorie, suivant que
les fonctions fa(x) sont continues ou des fonctions de Baire. Il
suffit maintenant d’appliquer le théordme 1 ou 3 respectivement
et de tenir compte des relations (10) et sup,fa(x) 3> falwnx 49,
que Ton a partout ou en dehors d’'un ensemble de 1° catégorie.
suivant que fu(x) est fonction continue ou fonction de Baire.

Admettons a présent que lmsupgfu(x)=co. Ce cas em-
brasse aussi celui ot l'on a S’:.I—I)):fn(x)-—_:-oa pour une infinité
de valeurs de n et se laisse réduire au précédent comme il suii.
Posons:

gn(0) = ulfalx) .

ot u(f)=-——r

¥ u(—os)=—1 et u(-f-oo)=L.

La fonction u(f) étant uniformément continue, les fonctions
on(x) satisfont aux hypothéses du théoréme et tombent sous le
cas déja établi, puisque — 1 <supyea(x)<{+1. Elles satisfont
donc a (8). La fonction u(f) étant monotone, on a:

Him g () = u  lim fa ().
sup, ga(¥) =u (supB fn(x)) )
lim sup, pa(x) =u (h_m supg fn(x)}

et ces trois formules subsistent encore dans le cas ol les argu-
ments de la fonction u(f) dans leurs membres droits prennent les
valeurs —co et —-co. En appliquant donc la relation (8) aux
fonctions ga(x), on en déduira la validité de cette relation pour
les fonctions fn(x) dans le cas considéré.

Théordéme 5. Soit f(x) une fonction continue [fonction de
Baire]. Quelle que soit la suite numérique {a.}, on a

lim }anf(wnx—{—ﬂn)!==supB[f(x)|-l"ir—ﬂ |&n]
n~yoc n—yoo

pour tous les x sauf un ensemble H; [ensemble borelien de I cafei—
gorie], & moins que lun des facteurs du membre droit ne soit
nul et laufre infini.
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Démonstration. Soit hm\an\=lnn ayl. On a en vertu du

n—»oo

théoréme 5 [du théoréme 1]

Tim | £ (wn,x - P = supp | ()],
i—co
done

hm | anf(wnx - 9%) > supg | f(x); hm ‘a,l!
pour tout x sauf un ensemble H, [ml ensemble Dborclien de
I° catégorie].

Comme on a aussi I'inégalité inverse partout ou sauf un
ensemble de 1° catégorie, suivant que la fonction f(x) est conti-
nue ou fonction de Baire, le théoréme se trouve démontré.

Remarque®). Si suppf(x)=supg(—f(x)), on a sous les
hypothéses du théoréme 5

11111 a,lf(m,1x+0n) = supy [f(x)] - hm &l

pour tout wx, borelien de

1° catégorie].

Théoreme 0. Soient f(x) et g(x) deux fonctions continues
[fonctions de Baire pour lesquelles supg|f(x)<<co et supplg(x)l<<oo]
de période commune. En posant

(11) c—mllln supg k-f(x)41-g(x)],

sauf un ensemble H, [ensemble

on a, quelles que soient les suites numériques {a,} et {b.},

i fa,f (e~ 82 +- bug{nis =+ 02) > ¢ im (Jan|-H bu)

pour tout x sauf un ensemble H, [ensemble borelien de I° caté-
gorie/, a moins que l'un des facteurs du membre droit ne soit
nul et lautre infini.

Démonstration. Posons c,=la,/-+|bs). On peut admetire
que c,=>0 pour n=1,2,... Soit:

nl nl

<)+

lim ¢, = llm 0 Cop filx) =
U—yoco

%) Cf. S. Mazur et W. Orlicz, loco cit., p. 8, Remarque.
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Comme sup,fix)>>c et les fonctions fi(x)
hypothéses du théoréme 4, on a

satisfont aux

Tim |8nf (% 4 0n) +- baglonx + 00) 2> im fulwn,x - 95,) - lim cn, =
n—oes i-yoo I—roc

= lim supgfi(x) llm ez e-lime,
iyes n—yca

pour tous les x sauf un ensemble H, [ensemble borelien de

1° catégorie].

5. Deux fonctions de Baire f(x) et g(x) sont dites lindaire-
ment indépendantes lorsque I'égalité k-f(x)-+1-g(x)=0 n'est sa-
tisfaite pour tout x sauf, au plus, un ensemble de 1° catégorie
que si k=1[=0

Pour que les fonctions fix) et g{x) soient linéairement indé-
pendantes, il faut et il suffit que la constante ¢ définie par la
formule (11) soit positive.

En effet, la suffisance de la condition est évidente, puis-
que (11) entraine supylk-f(x)+1-g(x)| > c-(|k - I). Pour démon-
trer que la condition est nécessaire, admettons que les fonctions
flx) el g(x) sont linéairement indépendantes et supposons que
c=0. 1l existe des suites {k;} et {/;} telles que |ki'-+Li|=1 pour
tout i=1,2 et suppki-f(x)4-L-glx)| > 0. En remplacant au
besoin ces suites par des suites partielles convergentes conve-
nablement choisies, 011 peut admettre que ki—k, et i1, On
a donc ki f(x) - L-g(x) = ko fla) - g(x) =0 pour tout x sauf
un ensemble de 1° (,ategoue, en méme temps que |k,|-1ll=
— en contradiction avec hypothése.

Soit en particulier:

f(x) = cos x, g(x) =sinx.
On a alors c==}2/2 et

(12) [im j&n cos wnx = basin onx| 2= - hm (lani+1ba)

n—>es

partout & I'exception d'un ensemble H, Comme

. TR ) .
an €08 wpX —+ busin wpx =1} a; - b2 cos (wnx —+da),
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on a en vertu du théoréme 5

lim Ia,, €08 wnx + by sin wn x| = hm Vaz b2

n-yoa
partout sauf un ensemble H, ), ce qui montre que la constante ¢
dans la formule (12) est la meilleure possible.

6. L’hypothése admise dans toutes les considérations de ce
travail, & savoir que les fonctions envisagées sont des fonctions
de Baire, n’est pas essentielle.

Le lecteur aura remarqué aisément qu’elle peut éire rem-
placée aussi bien dans la définition de supyf(x) que dans les
énoncés des théorémes 1,4, 5 et 6 par l’hypothése que les
fonctions en question satisfont a la condition de Baire. On n’a
pas besoin de modifier la marche des démonstrations. Il faut
seulement supprimer dans les théses des théorémes l'affirmation
que les ensembles de I° catégorie dont il s’agit dans ces théore-
mes sont boreliens.

%) Cest un théortme connu de H. Steinhaus;

voir par exemple
A. Zygmund, op. cit, p. 269.

(Regu par la Rédaction le 10. III. 1948).
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On measures in independent fields
by
S. BANACH 1
Edited by S. HARTMAN.

Among the papers left by BANACH was found the incomplet Polish ma-
nuseript of this paper, written in 1940. § { is almost literally transiated from
the manuscript, The details of farther reasonings were elaborated by S. HARTMAN,

who also supplied the paper with Appendices and adapted it for print, with
some help of HENRY HELSON.

§ 1. Let T be an arbitrary space. A family & of fields %) of sub-
sets of T is said to be a family of independent fields if any finite
number of non-empty sets, belonging to different fields of &, has
a non-empty intersection. That is, ® is an independent family
if the conditions 0==H;ed;e® and A:;==4; for i=+j (i,j=1,..,n)

always imply []JH;=0.
i=1

The family & is called a family of denumerably independent
fields if any sequence of non-empty sets, belonging to different
fields of ®, has a non-cmpty intersection; i. e. if 0¢HieA,-eR

and A;=+4; for i=j (i,j=1,2,..) always imply ”H +0,

The concept of independence of fields of sets Was introduced
by Marczewsk: 2), who also proved the following theorem %):

1) The class A of sub-sets of a space 7 is called a field if A contains with any
set its complement and with any finite number of sets their sum. The field 4
is a Borel field if the sum of any denumerable number of sets of 4 belongs to 4.

?) Cf. E. Marczewski, Indépendance d’ensembles et prolongement de
mesures (Résultats el problémes), Colloquium Mathematicum L2, Wroctaw 1948,
p. 122-132, especially p. 125-127.

3) Ibldem, Théoréme II, p. 126-127. For the proof of this theorem see
E. Marczewski, Mesures dans les corps presque indépendants, Fundamenta
Mathematicae 36 (to appear).
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