20 H. Steinhaus.

Alors les 3n fonctions birégulieres
(), 20, +oor 2alD)y Yo (), Yoldo -ovs Yalt), 2z Z20) s Za(D)

sont mutuellement indépendantes. Le temps relatif de séjour du
centroide (£,7,2) de Iessaim dans le cube

E <1078, [n]<107", |¢]<10-?
est donc égal a
05
(0'999978:}:—1—0; :

car les trois coordonnées &, 9, { sont mutuellement indépendantes.

Cette proposition est libre des considérations probabilistes;
elle exprime un fait de cinématique pure. On peut lui donner
- un sens physique en disant, par définition, que la probabilité
d'un état soit égale au temps relatif durant lequel cct état est
réalisé. En interprétant notre modéle de cette maniére, on voit
qu’il obéit aux mémes lois du calcul des probabilités que celles
quon cherche d’habitude & démontrer par 'hypothése du chaos
initial ou final. D’auire part, on peut choisir un point quelconque
de lessaim, p. ex. celui A l'indice k=1258637, et un moment
quelconque, p. ex. £=85792, et en calculer la position. en ce
moment, les coordonnées xi(f), yr(f) et z(f) étant données par
des formules explicites trés simples.
Notre exemple peut servir ainsi a réfuter le prejugé d’aprés
lequel les conceptions ,déterministe” et ,statistique” seraient
incompatibles.

(Re¢u par la Rédaction le 12, 8. 1946).
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Sur les fonctions satisfaisant & une condition de Lipschitz
généralisée (I)
par

W. ORLICZ (Poznax).

1. Soient w(h) et w,(h) deux fonctions non décroissantes, dé-
finies pour 0<Ch<Cl, ne s’annulant que pour h=0 et tendant
vers 0 avec h.

Les fonctions f(x) considerées dans la suite seront supposées
définies pour tout x réel et uniformément bornées.

o E
0<k< h w(k)

Le résultat principal de cette Note!) est contenu dans le théo-
réme suivant, qui donne une réponse compléte & un probleme
de S. Ruziewicz.

Pour qu'il existe une fonction f(x) de période | satisfaisant
pour chaque x aux conditions %):

Posons y(h)

(1) [flx+ h)—flx)<o(h])  pour tout |hi<I,
e — @
(@) llll_%mml(}hl) =00,
il faut et il suffit que lon ait
) lim ﬁl}}") Jh)=09).
h=+0

1), dont tous les résultats datent de I'année 1940, mais & cause de la guerre
nont été présentés qu’d la séance du 10 avril 1945 de la Société Polonaise de
Mathématiques (Section de Cracovie).

2) L'inégalité (1) implique l'inégalité m(h)<w(h) pour le module de conti-
nuité m (h) de la fonction f(x).

%) Bien entendu, y compris le cas ol y(h)=-® pour 0<h<hy; on
a alors lim w»—llgﬂy(h)=+uo.
h—>+0
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La nécessité de la condition (3) résulte du théoréme 1; la
suffisance se démontre & laide du théoréme 2 en construisant
effectivement, par une méthode analogue & celle de Weierstrass,
une fonction assujettie aux conditions (1) et (2). L’existence d’une
telle fonction est &tablie dans le théoréme 3 aussi par une autre
méthode, 3 savoir, & laide de'la notion de catégorie de Baire.
La seconde métliode ne conduit qu’indirectement aux exemples
effectifs, mais elle présente quelques avantages vis-d-vis de la
méthode constructive: elle permet p. ex.. de condenser la singu-
larité en question. Enfin, quelgques cas particuliers conduisant
aux résultats déja connus en sont déduits et une construction
des fonctions jouissant de quelque singularités, basée sur le théo-
réme 2 et fort simple, est donnée, en particulier celle d’une fonc-
tion satisfaisant partout a une condition de Hélder avec l'expo-
sant y<1/s ot qui ne satisfait nulle part & la méme condition
avec l'exposant y > 1/s.

2. Théoréme 1. Si

@) lim 2
S +0

B w0,

toute fonction f(x) safisfaisant pour chaque x & la condition (1),
satisfait a la condition:

) [f(e+ h)— f(x) | <K o] pour |h| <,
ot K est une constante indépendante de h.
Démonstration. Admettons d’abord que
w— h
ah e~

La relation (4) étant remplie, il existe un ¢,>0 et un hy>0
tels que 0 <h<h, entraine pour un k satisfaisant & ’inégalité
0<k<h la relation

awh) k
© R oa®
Posons E(hk‘1)=n; si 0<h << ho, on a:
@ lf(x+h) | < [fle+ k) —FE|+fle+2k) —flx+ )|+ ..
+|f(x+nk —floe+( n—l '+]f x+h)— f(x—l-nk)l<

<nt+ok) < (n + 1) 7 O h< ‘Ut(h)

Sur les fonctions satisfaisant & une condition de Lipschitz généralisée 1.

8]
[¥5)

et si h>h,, on a:

If{x - h)

—fea) <22 6, ).

Il en résulte I'inégalité (5) pour 0<<{h<! avec la constante

— e [ 2.2 50p ()
K_ma}x(eo, “’1(lho!r—)

En substituant x—h & x, on obtient Pinégalité (5) aussi pour
—1<<h<0, ce qui achéve la démonstration. '

Admettons maintenant que
hl})TO 03—(]—{) =tea
Quel que soit &3>0, on obtient d’abord I'inégalité (6) pour
0<h<! et pour un k assujetti & I'inégalité 0 <k<h; il en ré-
sulte, comme auparavant, Pinégalité (7), d’ou f(x +h)=f(x) pour
tout x avec 0 <h<Cl. Par conséquent f(x)=const. et il n’existe
dans ce cas que cette fonction qui satisfasse aux hypothéses
du théoréme.
Corollaire. Si = h
m —= >0,
woto @ (B)
toute fonction satisfaisant pour chaque x & (1) satisfait a la con-
dition de Lipschitz %).
En effet, on n’a qud poser o,(h)="rh; alors (3) équivaut a la
relation hm -—h]—O et il ne reste qu’a appliquer le théoréme 1.

(

Lemme 1. @(x) étant une fonction non constante de période 1,
définie pour tout x Téel et continue, il existe deux nombres,
7 et o, ne dépendant que de @(x) et tels que:

(®) o<r<o<l,

(9) pour fout x, il existe un nombre ha assujetti aux indégalités:

<|he <0 et lp(x+ h)—o(x)] = —max lp(x) —@(0)].

1) Ce corollaire a été demoniré pour la premidre fois par une méthode
différente par H. Auerbach; cf. H. Steinhaus, Anmwendungen der Funktional-
analysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, Studia Math. 1 (1929),
p. 51-81, en particulier p. 57-58.
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Démonstration. Soient:
0<é<l et |9 (&) — @ (0} = max ¢ (x) — ¢(0)| =

Considérons l'ensemble E de tous les x tels que:

0<x<l ot lp—pO)= 5.

— l—ux our x ¢ E
Posons: he = P .
E—x  pour xnon e E.
Le nombre h. ainsi défini satisfait évidemment aux inéga-
lités (9) pour tout x réel avec les mémes nombres v et o powr
toutes les valeurs de x.

Lemme 2. La fonction @(x) non constante et de période |
satisfaisant pour —oo < x < 400 a la condition de Lipschitz avec
une constante K, posons:
r=max |¢(x) —¢(0)], a=2lo, (I ou A>0 et fp=1
et admettons la condition (3). Alors la fonction

‘ flx)=ap(fx)
jouit pour tout x des propriétés suivantes:
1° il existe un h. tel que

(10) T < he <o,
ou 7 et o satisfont aux conditions (8) et (9), et pour lequel on a
» Pleeth)—f@l v 0,067,
(10 @y [hx > 2 lw1(‘fﬂ_1)’
2° pour tout h tel que 0<|h|<I, on a
” [fe+ D—F@] _ @06 o
(12) o (k) <Kl 11,3 o (lﬂ 1).

Démonstration. Posons:
@) =u—LE(@), y=U(fx1l") et hye = hy .

Alors 0<<y<l, la propriété (10) se trouve réalisée et on a

fleth) —f)] _, lo@BxI") + ph) —p((Bx1—))| _
. w,( hel) o (|h.])
itp(y + hy) )_ lﬁ_1
W T ey

XL
c’est-a-dire la propriété (1 i).
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On démontre (12) comme il suit. On a pour 0<h<1:
[t —IE)]_  iwlfx+ LR —ox)| IR g Z(ﬁhl-q
w(h) I(BRIY) o(h) w(h)
(la fonction f(x) étant de période I, cette inégalité se présente
aussi pour h=nlf=.
Ou a, de plus, pour 0<h<<If~":

o(h) lﬁ‘1 (i) g

et pour I <h<l:

Kat P gy @ UB2) R gy @ lB) 5

(ﬂhl 1) w (187 o, (187 1
Kat U Y < KUy <Ky 16,

Pour vérifier cette inégalité aussi dans le cas ot —I<<h <0,
il suffit de remplacer x par x—h.

Remarque. On peut admetire toujours h. >0 dans l’mega-
lité (11). 11 suffit, en effet, de définir h pour x ¢« E comme pré-
cédemment et de poser pour x non e E:

T = si 0<x<é
BT \e—xtl si E<x<l.

Lemme 3. Dans les hypothéses du lemme 2, la fonction

. f(x) =ag(Bx) satisfait pour tout x et pour tout |h| <1 & linégalité

) I ic;i(l‘)r-lzﬂa‘)i <L(hprpo, 06
1

X k
ot L(h)= lxoiggh w,(k)
Démonstration. L'hypothése que g(x) satisfait & la con-
dition de Lipschitz avec la constante K entraine pour 0<h<l

Vl"l”h““‘7“<Kaﬂ“*—K}“/3wl(lﬁ g™

o, (h)

(’)
et il suffit de remplacer x par x—h pour —I<h<0.
Théoréme 2. En admettant (3] on peut construire dune

manidre effective une fonction flx) de période 1. assujettie pour
tout x & la condition (2) et telle que Fon ait

(14) [f(xx + R) —f() Y < Mo(|h]) pour tout |h|<I.
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A savoir: .
() 8i Gm — = =00, il suffit de prendre pour f(x) une
b0 w1(h)

fonction de période 1 satisfaisant & la condition de Lipschitz et
telle que on ait pour tout x

f(x—f—h})l—f_(g_c) S0

15) lim

>0
h
1 S lim —=
a5 i em
non constante ¢(x) de période | satisfaisant a la condition de Lip-
schitz avec une constante K>0 et deux suites numériques, {a,}
t {Ba}, telles que

< 00, on n'a qu'a considérer une fonction

>0, Bn < Bustis B> 00
et que
o N [
(17) é a, 8,787 < + o0,
19 lim LfY o0 ’31 £i< (=05 lim f,j‘L(”gii;
(19 2max ()| Hm (iﬁﬂ i fi <eplin zi((iﬁ;;

ot 0<ec<1 et r, o, 7, LUBTY) sont les mémes constantes que
dans les énoncés des lemmes, et de prendre pour f(x) la fonction

(20) flx)= ;anw(ﬁnw)-

Alors, si on choisit les nombres p. entiers, la fonction (20)
est de période .

Démonstration.

Cas (I). On a d’apréds (3)
h h
o) S < (° W pour 0 <h < hy<l.

La fonction f(x) étant de période | et satisfaisant & la con-

dition de Lipschitz avec une constante K>0 ainsi qu’a l'inéga-

icm°®
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lité (15) pour tout x (soit p. ex. f(x)

l I
=E———}x——~2—| pour 0 <{x <1

et flx+D=1(), on a pour 0 <h<h:
et i) g b _hy
' ‘<Kw(h)<Kw1[hn)’
et pour hy<h<l:
Fle+h)—
l ol | <K ——_0-)
1] en résulte I'inégalité (14) avec la constante
_ Khy, Kl
M= max (wx (k) w‘(h',,))‘
On a en méme temps pour tout x la relation (2); en effet:
|fle +h) —F) _|fletT) —f)] @, (R
\ h | ,([h]) k|
de sorte que linégalité }I;T_l It x—l—ht ) — ) < + oo entrainerait
>0

lim fx-l—h ) — )| __

50

ce qui est impossible en vertu de (15).

Cas (I). On a sup —a;b@::A < + oo. Pour établir Pexistence
1

0<ch<l

des suites {a,) et {8} assujetties aux conditions (16)-(19), posons:
=1, gi>1, o= Ao, (167,

et procédons par linduction. Les nombres o; et B étant définis
pour i=1,2,...,n—1, choisissons d’abord un 4.,>n tel que
Pon ait; n—1

K2 alﬂl<—

' tel que lon ait:

— 1
Anwy (187) Bay U7 ) <z

puis un B> fu

Op—1
o, (1
=
2" oo, (I Brd)

et enfin posons ay=/Ano(fa)-

Ino, (2B < o, (1),

Anors (LBn) <
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Les conditions (16) et (17) sont évidemment remplies et il en
résulte que B, oo, Pour démontrer (18) et (19), remarquons que:

ea

2(15<

i=n+1

an w(_(rﬁn_,l) .

271—1 o, (lﬂ;l)

1l s'en suit que les membres gauches de (18) et (19) s’annu-
lent et les membres droits sont positifs pour chaque 0 <c<1.

Ceci établi, soient: ¢(x) une fonction non constante de pé-
riode I, satisfaisant a la condition de Lipschitz avec une con-
stante K, {0} et {Bi} deux suites assujeities aux conditions
(16)-(19) et 4, des nombres tels que =72, w,{f;7).

11 résulte de (17) que

LgH<4dK et

{21] Z an < 1 o]
n=1
la fonction f(x) est donc continue et uniformément bornée.
D’aprés le lemme 2, on a pour |h|<!:
anl @ [Balx + W] — @ (Bo)] < KAnooy (157" Buy(B) 0([R]) =
=Kanfry U870 (lh]).

11 en résulte la propriété (14), car

(22) If(x—}—h)—f(x)ng[Z; anﬂn?(lﬂf}]‘w(llﬂ)=Mw(§h|).
Pour démontrer la propriété (2), remarquons d’abord que,

d’aprés le lemme 2, il existe pour tout x un A" tel que

ofy < || < oyt
et que

P(Bmlx+ he)) —@(Bmx)| _ T

o ([hm]) )

En vertu de lemme 3, on a

) ,

a “
m _1, /m
(0 fm)

pour m==14,2,...

L(RE) AnBow, (7" < LUBRY) auB

o L9 Galoe ) — (P _ pour n=1,2, ..., (m—1)

o, (1h])

2 max !(p(x)}_—:-' an
w1(7»6m1)
pour n=m+1,m-2,...

icm°®
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Comme
oot B — flo) " 2Bl —g (Brx)
D) _n‘=21 " o, (h2]) -
+ am¢(ﬂm(x+h:cn)) — @ (Bmx) 3 an‘}’(ﬁn(x'i" ho) _?’(ﬁnx]’
w1([h?|) n=m+1 wlﬂhl"l)
il vient
Pl — @] 7 0,082, asn e
CoIE) 7 F a2
— ! S
2 max [p(x)! a)l('rﬂzl) Py
r o,(fn) "5 @ (fn)
=m_—"""4”- lm. P ——
A <2 o (opn) Lug )gl f m

—2n ‘ —
max {g(x) o, (052 am it

o) 1§ a,-)-

On a d’aprés (18) et (19) pour m suffisamment grand:
e ) —
fet R —fl
o ({hs])
ofi a est une constante positive. Tl en résulte en vertu de (16) que

Tir_nif(—x—iﬁ)_—ﬂﬁ)—l=+ oo pour tout x,
h—>0 wi(;h{)
ce qui entraine la propriété (2).

Remarques. 1. On peut admettre en vertu de la remarque
au lemme 2, en choisissant ¢ et 7 d’une maniére convenable,

que h¥>0.
On obtient ainsi au lieu de (2) la condition
o et ) — i) _ )
(2%) hlilfu o, (7] = +o0 pour tout x.

9. On apercoit, en suivant la marche de la démonstration
relative au cas (II), que la condition (17), imposée & a, et Bn, ne
sert que pour obtenir linégalité (14). Par conséquent, si les
suites {a,} et {Ba} satisfont aux conditions @n>0, Ba<futts
Bu—> 400, (18), (19) et (10), et si I'on remplace (17) par la condi-
tion plus simple (21), la fonction {20) est continue et satisfait & (2).
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3. Désignons par {p) lespace méirique composé de toutes
les suites g={¢s} od g.=00u1, la distance entre les éléments
q={q"} et q¥={q?} étant définic par la formule

=y )
dlg, ¢ =5 & laf—q?!.
Cet espace est évidemment complet, la relation lim ¢iPl= ¢
p-roo
équivaut a partir d’un p==p(n) 2 la relation ¢¥)=¢{ pour tout n.
Théoréme 3. 4dmettons que w(h) et w,(h) satisfont ala con-
dition (3) et que
i~ < foo,
h->+0 (Dl(h) )
@(x) étant une fonction non constante de période 1 satisfaisant
a la condition de Lipschitz, soient {an} et {fa} deux suites numé-
riques telles que >0, Bu<fnsi, Bn—0o et qui satisfont aux
conditions (16) et (17).
Sous ces hypothéses, la fonction

) folw)= 3, dnnp (]

satisfait a la condition (14) et jouit de la propriété (2*) pour tout
g < (p) appartenant 4 un ensemble résiduel 9).

Démonstration. L’inégalité (17) impliquant, comme aupa-
ravant, 'inégalité (21), il en résulte que la série (23) représente
une fonction continue. Comme dans la démonstration du théo-
réme 2, on prouve quil existe une constante positive M telle que

Ifa (e -+ h) —fq ()| < Ma(h) pour 0 <h<l.

Soit E, l'ensemble des suites g={g,} pour chacune des-
quelles la fonction correspondante f,(x) satisfait, au moins pour
un x de lintervalle a <x < b, & 'inégalité

h) — .
M@<m ot 0<h<l.
o, (h)
La relation g®-—¢® entrainant la convergence uniforme

des fonctions fypm(x) vers la fonction f(x) dans Dlintervalle

5 Un ensemble (situé dans un espace métrique) est dit résiduel si son
complémentaire (relatif & cet espace) est de I° catégorie de Baire.
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—oo<x<+oo, les ensembles E, sont fermés. Nous allons
montrer qu’ils sont non-denses.

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi pour un Ep. Comme
fermé, cet ensemble contiendrait donec une sphére §. Soit o le
rayon et ¢°=={¢{®} le centre de S. Choisissons un i tel que

2 27 < ¢/2; alors toute suite de la forme
ne=i41

g*=q",q0,....d",0,0,...,¢x,0,0,... ol gr=1

appartient & la sphére S. A la suite ¢¥ vient correspondre la
fonction .
For (%) = gy (%) + o (Brx)
ol 5
&l =2 qPe,9 (%),

qui satisfait pour un x; de lintervalle a<<x<b A I'inégalité

(24) Vo (x +w’:)(l—; o (x|

<m, pour 0 <h<l.

D’aprés. le lemme 3, on a pour x arbitraire

8o (2 + ) — go ()]
SRy St

Posons = Aw;(If7") et choisissons lindice k>i de fagon

pour |h| <.

que
%Zk> m0+L.

Appliquons le lemme 2 (remarque) avec o==1 a la fonction
F) = ax@ (Bix). On obtient pour x arbitraire

ol + b —Felll
N oy (hy) = T

contraircment 2 (24). . o i

Ainsi, Pensemble E;+E,+ ... étant de I" catégorie pour un
intervalle a < x <b quelconque, le théoréme 3 est démontré.

Remarque. Si les nombres o, et B. satisfont aux co.ndi—
tions (16) et @1) au lieu de (17), la fonction (23) est continue
pour tout ¢ et satisfait 2 la condition (2) pour tout x et pour
tout g appartenant & un ensemble résiduel dans {p).
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4. Nous allons exarhiner maintenant quelques cas particu-
liers. Dans ce qui suit, (x) désignera la méme fonction que
dans les théorémes 2 et 3.

{i) Soit d’abord w,(h)=h. Dans ce cas, la condition (3) équi-

vaut & lim ——=0 et les théorémes 1 et 2 impliquent le suivant:

hor+0 @ ()
Pour qu'il existe une fonction continue de période 1 satisfai-
sant pour tout x a linégalité (1) et telle que

@) Tim f( +h f( )\—'——“—]—OO,
h>0

. . . . h

il faut et il suffit que lnxi m:m).

(i) Soit maintenant h/p(h) une fonction croissante. Pour
obtenir dans ce cas une fonction de la forme (20) satisfaisant
pour tout x & (14) et & (2), il suffit de construire les suites {a}
et {fa}, Ol @ >0, Bu<<Bus1 et fn— -+ o0, de maniére que I’on ait:

(163) lim anfp=+oc0,
n—reo

v 1
175 y —— e < + 00,
(173) 2 amm‘ +

B nir«?e anﬂn f:l it ( 2[(:)"

i 1
195 Tim . e . ) '
(19 noe U xv%(ll<c40' max |p (x)] o 0<e<t

Si Pon exige seulement que la fonction f(x) soit continue

et satisfasse pour tout x & la condition (2;), on peut remplacer

(173 par (21).
Soit p. ex.
ap=2"" et B,=2" ot s>1.

On a les relations:

1 n—1 —1
——— —1)i2 —1) (n—1)2
an/gn 14;’1 alﬂl r)(s—i)mz 2 2 =07 < 2(5 1) n? 2(3 ) (n—1p -> 01

5) Ce théoréme est connu; voir A/ Zygmund, Umwaga o funkcjach cigglych
nierdzniczkoralnych, Mathesis Polska 4 (1929) p. 1-7 (en polonais) et S. Steckel,
O funkcjach ciaglych nierézniczkomalnych, ibidem, p. 123-127 (en polonais).
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i 1
p x~§+fl ”H)“—nE i ZQ(H”" < 5 2—0.

Alors les conditions (165)-( 19;1) sont satlsfaltes et on conclut:
La fonction

ca

) fl)= 3 e oi s> 1,

n=1
est continue et partout dépourvue de dérivée.
D’un facon plus générale, on peut démontrer ceci:
Si 0<a<! et af>1, la fonction continue

fo)= 2 ap(px)
est partout dépourvue de dérivée.
(iii) Soit e(h)=h" ou 0<y<I. La condition (175;) équivaut
alors & l'inégalité
(17 31) Z‘anﬂ?{ <Aoo,
—

Soit 0<y<1/s. Ona

1
S —_95'"‘< oc.
n-12

La fonction (25) satisfait donc & la condition de Hélder avec
I’exposant y. Soit '

2
un-——&% et fa=q"t) ol g>1-+ —TEK.
On a
n— n—i
Unﬁ;zalﬁl = Z q - q__l’

et la condition (18:), qui équivaut-dans ce cas a P'inégalité

1
qg— 1< — 5% 2Kcr

est vérifiée pour tout ¢ >0 suffisamment petit; de plus. on a:
L N,
Uy f=n+1

yanﬂ Zq—l,;q”‘"“’ <Aoo

Studia Mathematica. T. X.
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On obtient ainsi la proposition suivante:

Si g>1-+ —%‘—g K, la fonction

1
fo)=2 2
est dépourvue partout de dérivée et safisfait a la condition de
Hélder avec tout exposant y ot 0<y<17).

(iv) Soient:

ap=a",

78

(q"("-!-i)x)

ﬁn= ﬂna

La condition (185) conduit dans ces hypothéses ala suivante:

0<a<l et affi>1.

r

2Ko

(18) <(1—c) )

_1
af—1
et la condition (19s) a
a ¢ rT 1
1—ua 40 max |p(x)]
En posant p. ex. c="1/,, on- obtient par conséquent la pro-
position:

(19s9) ol 0<e<1.

Si les coefficients o et P satisfont aux ine’galités:

4o
rT 1
ou n== 5o m—aﬂggir la fonction
@7) = 2 a"p(f"x)

est partout dépourvue de dérivée.

Si Pon pose p.ex. @(x)=cos zx, on obtient la bien connue
fonction de Weiersirass: en posant dans ce cas [=2, r=2,
K== et en considérant la courbe y==coszx, on remarque
aussitét quil suffit de prendre o=1 et v=1/,. La premiére des
inégalités (26) est vérifiée lorsque af>1+42= (ce qui est une

7 On connait plusieurs exemples des telles fonctions; voir p.ex. S, Ruzie-
wiez, Sur les fonctions satisfaisant & la condition de Lipschitz généralisée,
Annales de la Soc. Polon. de Math. 7 (1928) p. 68-74; H. Auerbach et S. Ba-
nach, Uber die Holdersche Bedingung, Studia Math. 3 (1931) p. 180-184.
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condition un peu plus restrictive que I’hvpothbse classique
af>1+ wn)

lité) doit étre remplie. Si 'on pose c=

de plus la conditi — l bpa-
p a condition a<; + (seconde éga

dans (18iy) et (19x),
on obtient les inégalités af > 1 +~n et a<«11¢-

Remarque. Le fait que nous n'obtenons pas, dans le cas
de la fonction de Weierstrass, les inégalités bien connues 0 <a <1

3 N . .
et af > 1+ 5= s'explique par la nature de nos considérations,

dans lesquelles la fonction @(x)= cos ax n’est pas examinée en
tout détail: nos résultats sont, en effet, déduits des propriétés
trés générales de la fonction ¢(x). Or, d’autre part, ’hypothése
que B, soit un nombre impair, admise par Weierstrass, n’inter-
vient pas dans notre raisonnement.

(v) Soit ¢(x) la fonction considérée par M. Faser, & savoir égale
i la différence entre x et le nombre entier le plus proche de x.
On choisit r=1,, K=1, o=/, et t="/,. La premiére des
inégalités (26) donne alors «f>5 et la seconde a<'/;;. Remar-
quons qu’il serait possible, aussi dans ce cas, d’obtenir pour «

et B des évaluations plus précises?).

0=="/g

(vi) Soit a présent w,(h) une fonction arbitraire.
Admettons d’abord que fim - h(~h< <-+oo. Alors en choisis-
h—>+0

sant comme w(h) une fonction telle que, hm la condi-

o (h)

57
Z =0, on peut méme poser w(h)=h.

Admettons maintenant qtleli—frjo—oi-,(l@:—{——oo. Alors on peut
définir o(h) comme il suit pour que la condition (3) soit vérifiée:

tion (3) est vérifiée; silim —
r>Fo

Soit {h,} une suite décroissante, tendant vers 0 et telle que

(hn) =k, + oo,

(n + Do, (hpty) <no,(hs)

8) G. Faber, Uber stetige Funktionen 1., Math. Ann. 69 (1910) p. 372-443;
K. Knopp, Ein cinfaches Verfahren zur Bildung steliger nirgends differenzier-
barer Funktionen, Math. Zeitschr. 2 (1918) p. 1-26, en_ particulier p. 18.

kn> knsqs ne, (hs) >0,

pour n=1,2,.

5%
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56 ) W. Orlicz

Posons ®(hut)=nw,(hy) et prolongeons la fonction w(h)
linéairement de facon qu’elle soit continue. On a évidemment
lim w(h)=0.
h->+0 .

Si 0 <h<h,, on a pour un m:
,(hs) h_ < knhm
h, o(h) = w(hm+1)

d’olt P'égalité (3). On obtient ainsi le théoréme:

s

N
T kpm S

hpp Kh<hnm<hn et

La fonction o,(h) étant donnée d’avance, on peut construire
une fonction o(h) de facon qu'il existe une fonction f(x) de pé-
riode | satisfaisant pour tout x aux conditions (1) et (2%)°)

Notons que lexistence d’une fonction continue périodique

I <
satisfaisant A (2*) (en supposant que lim w—zh) < +4-00) résulte

40
aussi de la remarque 1 au théoréme 2.

(vii) La remarque au théoréme 3 donne la généralisation sui-
vante du théordme qui vient d’étre établi:

Soient w,(h), w,(h), ... des fonctions définieé pour 0<<h<l,
non décroissantes, ne s’annulant que pour h==0 et telles que

lim w;(h)=0 ot Tim <+ co

i=1,2,...
h—>+0 h><+0 wl(h) pour 1 1’ ’

Choisissons les suites bnumenques {on) et {Bn} de fagon que

an>0= ﬂn<l3n+1a ﬁn’>+03:
D ap<+oo et Im . = -} 0o pour i=1,2,...
n—1 . a),(lﬂ )

Sous ces hypothéses, la fonction continue (23) satisfait pour
tout x a la condition

Fm lfq (x+h) _fq x)[

=+ co avec
h—>+ 0 Y +

i=1,2,...

pour tout qe(p) appartenant & un ensemble résiduel dans (p).

9 Le premier exemple d'une telle fonction a ét6 donné par G. Faber,
Uber stetige Funktionen I, Math. Ann. 66 (1909) p.81-94; et aussi par S. Ruzie-
wicz, Ein Beispiel zur Holderschen Bedingung, Studia Math. 3 (1951) p. 185-188;
Vexistence d’une fonction ayant les propriétés en question a été établie par
H. Auerbach et S. Banach, loc. cit.
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De ce théoréme, il résulte Pexistence dune fonction continue
qui satisfait pour tout x réel et pour tout exposant 6>0 a la
condition

o8 fom | feth) —fe)
( ) IL—ir-I{IO h') ; +

En s’appuyant sur le théoréme 2 et sur la remarque a ce
théoréme, on peut aisément construire un exemple effectif d’une
telle fonction. Il suffit, en cffet, de définir une fonction continue

satisfaisant pour tout x a la condition (2*) avec w, (h)zil};ﬂ pour

0 <h<1. On vérifie aisément que les hypothéses de la remarque
au théoréme 2 avec w,(h) =im sont vérifiées si 'on choisit ap
‘1
et B de fagon & avoir: =
lim o, lg o= D ap< oo,

n—yoeo n=1

n—1i

lim D afi=0,

n-yoo On ﬂn =1

lim 1 D a=0.

nseo Op i=nti

On peut poser p. ex. an=;11—‘ et =20+ En effet, on
a alors:
hm—~]g ) = - 0o,
neyoo n! .
1"t ! on! n(n—1)
LTI VNE SV T R LI = -0
anﬂn 2 b= =g, 2 <sem DR gm0

12&'—112 l‘<n+1(+ + + )

Qp j=ntd i=n+1
Par conséquent:
La fonction
=3 L |9 (2055)

n=1 T

satisfait a la condition (28) pour tout x et pour tout exposant
6>0,
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38 W. Orlicz.

(viii) Soit w(h)=Hh" o 0<y< 1. Il est évident que la con-

. <1 h .
“dition (3) se réduit dans ce cas a lim w‘f, )———0. Ainsi:
>To I
Pour quil existe une fonction satisfaisant a la condition de
Hélder avec exposant y et & la condition (2%) pour tout x, il faut

et il suffit qu’on ait lim - _(y_ll 0.

o h

(ix) Admettons a présent que 1121 }(lh) < o0, Pour con-
0 @

N

struire une fonction de la forme (20) satisfaisant a la condition
de Holder avec Pexposant y et, en méme temps, a la condition
(2% pour tout x, il suffit de choisir @, et f. de fagon que I'on
ait les inégalités' an>0, Bu<Pntt et Bn—>o0, les telations (16),
(18), (19) et enfin la relation suivante:

(17:) , 231 anffh < —-00.
Dans le cas particulier o w,(h)=h? avec >y, on peut

réaliser les conditions en question en supposant, outre la con-
dition (17i), les suivantes:

(165 lim a,f=+ 00
n—yeo
— 1 rl—t
(18{;:) nl‘];lg ;—n é: aiﬂi<(1 —C) 2_‘[5;6’
T\0 1 .
(1913:) ' ,}Eg'&;lzn‘+(:x<64(o)m ou O0<e<l.

Pour la fonction définie par la formule (25), on a (164 si
1/s < d; de plus, les conditions (18ix) et (19iy) sont vérifiées car

1 n—-l 1 o
— a -0 et — i —>0.
anﬁn i== ' /3‘ (%) i-—-—zn:+l “ 0

La condition (17i) est remplie, comme nous l'avons wvu,
pour y <1/s. On obtient ainsi le résultat suivant:

La fonction (25) satisfait a la condition de Hilder avec tout
exposant y <1/s, mais avec l'exposant 6> 1/s elle satisfait pour
tout x & la relation (28).
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Dans le cas de la fonction (27), on peut vérifier aisément,
que les conditions (164x), (17i), (18ix) et (19i) sont satisfaites, si
0o<y> lg%-(lg Bt <d et si l'on choisit « et f de fagon

a avoir:

af>1-4- ———l‘ K et 0<a<-—— ol =L(—T—)dw~—1‘—-——-
1+ =g \¢/ max ()]

(Regu par la Rédaction le 2. 5. 1942).
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