Sur les intégrales d’'un systéme d’équations
différentielles linéaires ordinaires
par

Z. BUTLEWSKI (Poznan).

1. Nous considérons dans cet article un systéme d’équations
différentielles ordinaires

dxk

1) = Y au(®) x=F (D) k=1,2,...,n,
dt 5

ol a(t) et fi(f) sont des fouctions continues de la variable com-
plexe .t pour [t|=]f)] et argt=o=const.

Nous obtenons des conditions suffisantes pour que les modules
des intégrales ax,(f), x,(t), ..., x,(f) du systéme (1) soient bornés

a l'infini dans une direction déterminée?).

Posons dans le systéme (1):
fk=d>k e‘l‘ki’
=\ —1.

D’aprés (2), le systéme (1) prend la forme suivante:

X i
X =n €%, ay=pn ",

t=1e”, ® = const.,

- —a) dve | . — o) Aok z . .
() erRmer -Cﬁ—l-wke(” ol f;—k%‘ IZ: oun @M T — g oV
k=1,2,...,n
mi__

En utilisant I'égalité e™ = cos m--i sin m, on peut remplacer (3)
par le systéme des équations:

) Cf. E. Picard, Traité d'dnalyse, Volume I, Chapitre XIV, Paris 1928,
3-me édition, p.382-387; L. Cesari, Un nuovo criterio di stabilita per le solu-
zioni delle equazioni differenziali lineari, Annali della R. Scuola Normale Su-
periore di Pisa 18 (1940), p. 163-186.
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- (6) . %—F 1_21 ap (t) x1=0,
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dyy. dopr . &

71% <08 (@r— o) —me 2{% sin (zpk~w)—l—l§ ox1 ¥1 CoS (a—+q1) = @ cosy,
W d d w

-d% sin ((pk — w) + Vi —j)—: COS(qu - w)—]—g (3] sin (ak1-|——901) == @k sin Yk

k=1.2,...,n.

Multiplions pour tout k la premiére des équations (4) respec-
tivement par cos(pr— ), la deuxiéme par sin(pr — o) et ajoutons-
-les membre a membre. On obtient le systéme des équations

(5) a;“l" IA—Z‘t 0ki V1 COS (ak1+lpl‘—([Jk+w)= Dy cos (IIJI:_(PI:"I‘UJ)s
- k=1,2,...,n.

2. Considérons maintenant le systdéme des équations (1) sans
membres droits:

k=1,2,....n.

Le systéme (5) correspondant prend alors la forme

@) %?—i— 2 gumcos (au+ o — g w) =0,

I=1

k=1,2,....n,

Fn multipliant les équations (7) respectivement par v, ¥z, .., ¥n
et en ajoutant leurs premiers membres, on obtient 'équation

(8) gt Vk—c(l;: + g& o cos (are =+ 0)+
-+ kzl:’ »em o €08 (ar—F g1 — e+ )+ o cos (an—+ g — i+ w)] =0
e, =1 s .
k<1

Posons -
] R=1/v%—|—v§—)—...—|—v3.s

ot les modules #,7,...,vn sont des fonctions réelles de la va-
riable v pour z>>7, La fonction R(z) est évidemment positive
parce que nous excluons lintégrale X=Xy =...=x,=0 du sy-
stéme (6).

On a d’aprés (9):
vew | < 1

W< <t

-

Ye
R
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En dérivant 'égalité (9), il vient

d & de

\ous pouvons donec écrire 'équation ous la for
Nous po done écrire I’ t 8) sous la forme

13 2
(10) %%—*—R { kZ:,’l (1}1:’5-) oxk €08 (a1 ) -
+ & e lew coslaut-gi—pit-0)-F en cos (@t —pi o) | =
r<l

Posons pour abréger
n 2
(11) ) A('}:) =l§1 (—%) Okk COS (akk—[—w)+

+ X %’ low cos (au~+gr— i~ o)~ oi €os (an~+ g — @11~ w)]-

k,I=1
k<1

On peut alors écrire ’équation (10) sous la forme

(12) %+A(T)R=
En intégrant I’équation différentielle (12), on trouve
“'"I’A(v)dt
(13) R(t)=R(z)e ™
Admettons que .
c< [4mde<i

ol les constantes ¢ et I peuvent &tre évaluées au moyen des in-

tégrales

oo

Jﬂ { axl (19‘”) l dr

0

Nous obtenons alors I'inégalité

R(z)e™ > R(x)>R(ry)e .

(w==const.).
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Nous pouvons donc énoncer le
T
Lemme. S% c<fA(-r) dr <1, les intégrales x,(£), x,(1), ..., xn(f)
k)
du systéme (6) satisfont & la relation
'LL‘ n ’ I(’
e "(k%‘ |xk(tn)[2) ><21 [ (B)] ) .

pour k=1,2,..

—1 o : | 11/2
(Z ]xk(to)f?')
k=t

Ln, |t =t et argfzwzcous’t.
3. On déduit de (11)

(14) l f A@)de| <

Z fgkl 7)dr.

On déduit des iormules (13) et (14) les inégalités?)

(15) R exp[ f o dr] <R()<R(z,) erl ) f ou dr]

En posant avec RosesLarT?)

f ou dr,
n %

R(z,) exp[n® M(z)].

//\//\
//\//\

on obtient en particulier
R(z,) exp[—nr*M(z)] < R(z) <

Nous parvenons ainsi au -

[ 1auty1dit] <oo o
Ito]
k=1,2,...,n et l=1,2,...,n, toutes les intégrales x,(t), xa(t), ..., %n(t(
du systéme (6) ont les modules bornés, mais ne tendent pas tous
vers 0 apvec |t| —--co.

Considérons 3 présent le systéme d’équations différentielles

(16) d’“+ Z au(t) =0,

Théoréme L. Si argt=o=-const. ef

k=1,2,....n

% Cf. A. Rosenblatt, On the growth of the solutions of ordinary dif-
ferential equations, Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945), p. 723-727.
3 loc. cit,, p. 724.
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et admettons que les coefficients ay(f) soient des fonctions réel-
les et continues de la variable réelle ¢ pour t >,

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (16)
soit identique a son adjoint est que l'on ait & an=0 quels que
soient k et [ (donc en particulier aw=0)*). En tenant compte de la
formule (13), on peut par conséquent énoncer le

Corollaire. Si le systéme (18) est identique a son adjoint,
on a la relation

pour t=1,> 0%,

n n
2 wt(t)= X x(t)
=1 i=1

4. Etant donné un systéme d’équations différentielles (1), dé-
signons par

@11 (0): P () o g, (), k=1,2,...,n
un systeme fondamental des intégrales du systéme des équations

différentielles (7). L'intégrale générale du systéme des.équations
différentielles (5) peut étre écrite sous la forme

n T
4y )
17 w(z) = _’1 ?,.() (fgdeer), k=1,2,....n,
70
ou C, (v=1,2,...,n) sont des constantes d’intégration,
Py o--e lPlu‘} ,
------ n N
= . = Cexp (—f [ om cos(am—+ o) dr])
Ca =
@Pnl -« Pan

(C étant une constante déterminée différente de 0) et 4, s’obtient
de 4 en y remplacant les termes de la »-éme colonne respective-
ment par & cos (pe—@r— ) pour k=1,2,...,n. Ainsi :

4,=A4,, 0 cos(y mq:1+w)+,..+A,Lv cos (p, —g¢, + w),

ou les coefficients 4, sont des déterminants du (n— 1)-éme ordre
formés de g

9 Cf. E. Goursat, Cours d’'Analyse Mathématique, Volume II, Chapitre
XX, 4-éme édition, Paris 1924, p. 503-504.
%) Cette relation est bien connue; voir E, Goursat, loc. cit., p. 504,
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Sous les hypothéses du théoréme I, les fonctions gp sont bor-
nées pour |t|>=|f,| et argt=w==const.; il en est donc de méme
des déterminants 4, . En tenant compte des formules (17), le thé-
oréme I entraine par conséquent le suivant: *

Théoréme [I. Si argt=w=coust. ef

[lautddit| <o, [Ifutt]d]t <4oo

{7l 1o}

pour tout k et 1, chacune des intégrales x,(t),xs(t),...,xn(t) du
systéme (1) a le module borné pour |t]-—>--co.

5. On peut appliquer une autre méthode afin d’obtenir des
conditions suffisantes pour que toute intégrale x, (), x5(1),..., % (1)
du systéme des équations defférentielles (1) soit bornée & Dinfini

dans une direction déterminée. Posons ©):
aw=bu-+icu, fe=g-+1hs,

i=y—1.

Xp= u;‘: +i Dk,

t=1e",

== const.,
Nous obtenons un systéme de 2n équations:

n

3
o+ X (cuw—+-bav)=h,

i=1
k=1,2,....n,

on les coefficients b et ci sont des fonctions réelles de la va-
riable réelle = pour z>=7,.

Jai démontré le théoréme suivant?), complété ensunite par
RosenpLATT ) £

Etant donné un systéme d’équations différentielles (6) ou les
coefficients ay sont des fonctions continues et réelles de la varia-
ble réelle t pour t =1, posons:

R (=71} =3O+ ... 50
t

(18) Wi+ 1%7‘ (bry s — e 0= &,

t
akk=f|akk(f)|dt, ﬁkl=f[ak1(t)+ﬂrk(f)§dt
i fo

%) Cf. E. Picard, loc. cit, p. 386. o

1) Z. Butlewski, O calkach rzeczymistych rémnan rozmczl'camych zmoy-
czajnych, Wiadomoéci Matematyczne 44 (1957), p. 61-62 (en polonais).

8 Voir A. Rosenblatt loc. cit, p. 724,
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Alors:
R(t) exp(—Zakk—é “Z_Fu) <R <Rt ekp(zaxrl— 2 Z ﬁu),
k<1

2° Si les intégrales f |aw ()| dt et f |agi (f) -+ aw ()| dt sont finies, les
fo fo

valeurs absolues des fonctions x,(t), x5 (t), ..., xn(f), qui sont des in-

tégrales des équations (6), sont bornées pour t - -}co.
Considérons maintenant le systéme (6) avec les coefficients

an qui sont des fonctions continues de la variable complexe ¢

pour [£|>14, et argi==w=const. Dans ce cas, le systéme (18)
prend la forme

(19)  ui é: (bw—cuo) =0, o+ g’l (et bro)=0

k=1,2,....n
En posant

R=vyu4. i+ +. . F o=V L. el

lkk::ﬁbkk(f)ldf’ it Zﬂbm(r)—}— bu(r)|dr, W:l:flckl (z) — en(x)lde

et en appliquant mon théordme précité, on obtient le

Théorédme IIl. 1° Si argt=w =const. et |f|> 4], on a

C exp <~2;lkk —-é L%E#k1+1'kz))<R<CeXp (Zlkk +"i“ 2 (ﬁ¢k1+vkl))~
k& ! SR
20 §i
fmmwmm,ﬂwm+mmm<mafmm—mmm<w

toute intégrale x,(t), x,(1),..,xa () du systéme (6) a le module borné
pour argt=w == const. et |{| > }oco.
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Soit
(20) - Prts Pk2seee, Pron k=1,2,.

un systéme fondamentfal des intégrales du systéme (19). L’mte-

grale générale @ (k=1,2,....,n) du systéme (18) peut s’écrire
sous-la forme

2n

1) WWTW@(~m+ay k=1,2,...,2n,
ot C, (»==1,2,...,2n) sont des constantes d’intégration,
i‘/’n oo Plon
A:“ l_Cer[——zfybu(r ]
Pont oo Pon2n

(C' étant une constante déterminée différente de 0) et 4, s’obtient

de 4 en y remplacant la »-8me colonne par les termes g, ...,gn,
hyy...,hn. Alors:

Ay = A g1+ e —i—Am,g,,—-l—An.;_h,hj—[—...—{—Aam,hn,
ol les coefficients sont des déterminants du (2n—1)-éme ordre
formés de gu.
En tenant compte du théoréme II12° et des formules (21),
nous pouvons énoncer le

Théoréme IV. Siarg t==w=const,, 7=|t|, 7,=|t,| et toutes
les intégrales

f b (z)idx, f|bkz(f)+blk(r)ldrz f () —cn(z)] dr,

figk("ﬂ dv, f]hk(r)| dz

sont finies, le module de toute intégrale x,(t),x,(1),..
stéme des équations (1) est borné pour [t| - oo,

L xn(t) du sy-

(Recu par la Rédaction le 3. 4. 1947).
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