Sur la limitation des intégrales des systémes d’équations
différentielles linéaires ordinaires

par

© T. WAZEWSKI (Krakéw).

Les considérations qui suivent concernent un systéme d’équa-~
tions (voir (1),p.49) dont les coefficients sont des fonctions com-
plexes d’unc variable réelle x.

Le théoréme 1 raméne la limitation des intégrales de ce sy-
sttme a celle de la racine caractéristique la plus grande S(x)
et la plus petite s(x) d’une certaine forme hermitienne Q (voir (3),
p.-49). La méthode d’obtenir la limitation des intégrales consiste
Arésoudre certaines inégalités différentielles (voir (28) et (29), p. 52).

Le théoréme 2 indique quelques limitations particuliéres des
intégrales, découlant de différentes sortes de la limitation de
s(x) et S(x).

Le théoréme 3 concerne les conditions suffisantes pour que
les intégrales en question soient bornées. Les corollaires (a),(B),
(1) et (3) donment quelques exemples des telles conditions suffi-
santes. On y retrouve, en particulier, une condition de M. But-
lewski®) quelque peu généralisée.

La remarque 2 (p.36) se rapporte au cas des coefficients
réels dans le systéme (1). Elle fait voir que, dans ce cas, on peut
se passer (ce qui d’ailleurs n’est point nécessaire) des formes
hermitiennes et les remplacer par les formes quadratiques réelles
convenables. ‘

La limitation fournie par le théoréme 1 est, dans un certain
sens, la meilleure possible. On peut obtenir une limitation moins
fine — et cependant suffisante pour la plupart des applications —

1) Z. Butlewski, Sur les intégrales borndes des équations différentielles,

Annales de la Soc.Polon. de Math. 18(1939), p. 47; cf. Studia Math., ce volume, p. 40.
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par une voie plus courte, en se passant entidrement de la théorie
des formes quadratiques et de celle des formes hermifiennes.
Pour cette raison, la démonstration du théoréme 4, qui est moins
général, parait mériter un certain intérét. Elle est a la fois plus
rapide et plus directe que celle du théoréme 1.

Les théorémes 1-3 m’ont été suggérés par la lecture des tra-
vaux précités de M. Butlewski et par le fait que javais trouvé
le théoréme 4 indépendemment par une autre voie.

1. Hypothése H. Dans le sysitme d’équations
W ) = S i)+ o).

les fonctions de la variable réelle x sont complexes et elles sont
continues dans I'intervalle ouvert (borné ou non)

i=1,2,...,n,

—ooKLa< L Ho0.

Notations. & désignant le nombre conjugué au nombre com-
plexe ¢, introduisons pour toul x de Dintervalle 4 la forme
hermitienne suivante des variables auxiliares {;,...,%:

3) Q<x;c],...,cn)ézif'iﬂ-—ﬁiﬂa'zﬁ).
i,j=
On peut écrire cette forme de la fagon suivante
@  Q=3a@ih o ex=20THO,
i]

S(x) et s(x) désigneront respectivement la plus grande et la

‘plus petite racine caractéristique de la forme (3).

Remarque. La condition nécessaire et suffisante pour quune
fonction #(x) satisfasse a I'inégalité :

{5) 1{x) <s(x),
consiste en ce que l'on ait pour tous les {;,....4:
(6) 216 < Qs s .

%) Chaque matrice complexe ||a;; || peut étre décomposée (d'une seule fagon)
en somme d'une matrice hermitienne et d'une mairice hermitienne gauche
a; +a; a;—aji |

2 2 l
(1933), p.25. La matrice de la forme hermitienne (3) constitue la partie hermi-
tienne de la matrice ||ay]|.

a; ; cf. Mac Duffee The theory of mairices

Studia Mathematica. T. X. 4
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Pareillement, I'inégalité

@ : Qs Lyvvs ) < T@) 24P
constitue la condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion T(x) satisfasse & linégalité
()] o - S T(x) ?)..
En appliquant & la forme (3) Iinégalité de Lagrange
o ’ + w Di;‘g \2 Iuilz ,Z’\ka
et ensulte I'inégalité 2]p ql< <(p| ~+1qf*, on obtient
- IQ;<]/Z\cUV el <1/2\a1,y22|<:k
et par suite
) —1/2\a,,12< 1/zic,1|3«s
donc a plus forte raison
(10) - "‘2|au| 2 Cul<3(x><S <Z]Cu]\-4]au‘

S(x) <]/Z Icul <I/Z lay]*,

Theoreme 1 Admeftons quie . les fonctwns t(x), T(x), l(x)
et L(x) sozent contmues dans l’mtervalle (2) ¢ty remplissent les
inégalités ey T o
(11) ’ i(x)‘<3(50 és(x)< T(x)s e

@ <—y J@k T LSV b
.Soit, .pourle systeme (1) assujetti a Thypothése H '

@) Yi=wi(x3 €, 71,0 1)
Pintégrale de ce systéme issue du point (§,4,,...,m) o a <& <B.

Posons:

(14) (x E Nise- ann z.‘/ Zhul(x E "717 517" ! _]/ S‘"/)i’ Yis
) . , l- ~11_=1/2|~m1 -

.. 8) C’est évident loxsque Q= X's;(x) {; 5“1 Z' 5 x]lg‘i[" On ramgne le cas ge-

i
néral-i :ce cas particuliér en. appliquant aux f une f1ansformahon umtmre con-~
venable.
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et introduisons les équations différentielles auxiliares:
(16) - 2 =T(x) z{x)+ L(x),
7) 2’ (%)= t(x) z(x) - I(x).

Désignons respectivement par @(x;€,n) et glx;€, ) Pintégrale
de Téquation (16) et celle de (17) issue du point (£, 1) oy est dé-
finie par (15). On a alors les inégalités:

(18) @l &) (s €,y .o < O(x; €, 1)
19 Qs £,m) <r(x;6,my, e ) So(x; €, )

ol (comme on sait):

pour £<x<p,
pour a<x < E,

20 @(eié,n) ={n+ [IL0W exp(—[ 7o) do) dull exp( [T(s)ds),
. § H R .

@1) e &) = {n —{—f[l(u) exp(—J t(v) do) du1}sexp(ft(s) ds).
5 £ . H
Démonstration. Fixons l'attention sur un point quelconque
(¢.%1s.00.m) OU a<é<f et posons pour abréger:
pi(x) =pi(w; £, 7500 m0),
Flx)=r(x;&, N1yeees fn)-
On vérifie facﬂemeut que
o ( 34 S 2 () () () g ()]
(24) Dir(x)=—D_r(x) =]/,15___,’]1p;(x)]2=]/ ;’zp;g‘u: lorsque r(x)=0,

ot Dy r(x) et-D_r(x) désignent respectivement la dérivée a droite
et 3 gauche de r(x).
Comme les y; satisfont au systéme (1), on a les identités:

yi(x) = E as(x) (%) =+ bu(x),
'Pl(x)—zau x)P; x)+b (%),

(22)

(23) r(x)= lorsque r(x) > 0,

(25)

qui entrainent

(26) Z(wz A l)—Z(au%w:-l-au%w —l—Z(b:wz-l—blw-
=2i2;ﬂ_—;—]lwil”i+$(bi‘/’i+bﬂl’i)-

4%
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En posant {i=y;(x) dans (6) et (7), on en déduit en vertu de
I'hypothése (11) I'inégalité suivante valable pour a <x <f:
) Syt =t < 3 28y, < T Dyt =T

En se servant de l’megahte (12), on obtient d’une facon ana-
logue I'inégalité

21(x) r(x) < X (b bipi} <2L(x) ().
i
Ces deux inégalités et identité (26) conduisent & I'inégalité

(27) 2I(x)r(x)-2t(x)[r(x) ]2<2{w, (i) <2 L(x)r()-2 T () )

valable pour a<x <§g.

Nous allons montrer que, pour ¢ <x<p, on a les inégalités -

différentielles:
(28) tHx)r(x)+1(x) <Dy r(x)<T (x)+L
(29) t(x) r(x +Ilx)<D_r@x<T xH—L(

Distingons deux cas: r(x)>0 et r(x)=0. Dans le premier
cas, les inégalités (28) et (29) résultent immédiatement de (23) et
(27). Dans le second, on a d’aprés (25):

pi(x) =0, ¥ (x)=b;(x)
et, en raison de (24): L ‘
(30) D+r(x)=1/21bi:“,
(31) r@=—V Zlbp.
Les inégalités (28) et 29) prennent dans ce cas la forme:
2 I <Y Sl <L)
(33) )< —V Sk <L),

et elles sont véritiées en raison de (12). Ainsi, les inégalités différen-~
tielles (28) et (29) subsistent pour a < x < p sans aucune restriction.
Elles entrainent facilement?) les inégalités (18) et (19), c. q. £.d.

49 Cf E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionlen, Leipzig
1930. La démonstration est tout & fait analogue i celle du théoréme 5, p.9i.
1 faut tenir compte du théoréme auxiliaire 1, p. 92.
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2. L’applicabilité du théoréme 1 aux cas pratiques n’est que
rarement immédiate car on postule dans ce théoréme Pexistence
des fonctions continues f(x) et T'(x), assujetties aux inégalités
(11) et (12), sans indiquer la construction de ces fonctions au moyen
des fonctions a;(x) et bi(x), qui interviennent dans le systéme (1).
Le théoréme 2 qui suit fournit quelques exemples effectifs des
fonctions f(x) et T'(x) se rapportant ou bien au systéme (1) tout
a fait général ou bien satisfaisant a certaines conditions accessoires.

Théoréme 2. Le systeme (1) étant assujetti a l’hypothese H,
on a linégalité (11) dans chacun des cas suivants:

C.  t—s(), T =5 ()
C.. tx) = ”“]/Z |essf?, T(x) =I/:SJ eyl
Co. t(x):ﬁl/glaiiiz, zl/-?la;jé;

C4- t(x)=—2‘Cx] 5 T(x’)=ZLC‘u!;
ij L]
Cs. uw=—§mu H@=§%h

Cqs. La forme hermitienne (3) est, pour tous les x de Pinfer-
valle (2), positive (ou semi-positive) définie et
tx)=0. ERS L)
i f
C,. La forme hermitienne (3) est, pour tous les x de l'inter-
valle (2), négative (ou semi-négative) définie et

t(x)zzi"‘aii"};aii,

De plus, si les fonctions t(x) et T(x) ont Fune des formes
indiquées dans C,-C,, les intégrales du systéme (1) satisfont aux
inégalités (18) et (19), les fonctions @ et ¢ étant définies par les for-
mules (20) et (21), pourou que I(x) et L(x) soient continues et sa-
tisfassent a (12).

Démonstiration. 4d C,. Il suffit de remarquer que les
racines la plus grande et la plus petite d’une forme hermitienne

% 1l est intéressant d’observer que les fonctions f(x) et T'(x) définies par
ces formules ne dépendent pas des coefficients a; pour lesquels on a i3%j.

T{x)=0.
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sont des fonctions continues des coefficients de cette forme. S(x)
et s(x) sont donc continues dans lintervalle a <x <§.

Ad C,. 11 suffit de s’appuyer sur la Remarque p.49, en appli-
quant I'inégalité (9). :

Ad C,, C, et C;. Clest une conséquence immédiate’ de C,.

Ad C; Soit s=38, <83 < < 8=25 la suite compléte des ra-
cines de I’équation caractéristique:

det (ci;— dij0) =0
AT
2

L’équation caractéristique est de la forme
elz—gcﬁ=—23i.

La forme Q étant positive (ou semi-positive) définie, on a
8:>0. Il en résulte que O<51=3<S=sn<23,~, d’ot I'on con-
clut immédiatement que les fonctions #(x) et T'(x) intervenant
dans C, satisfont aux inégalités (11).

Cij 8;;=0 pour i] et Si=1.

n
o+ Deoti= ol
i=1

Ad C,. Ce cas se raméne au précédent par I'introduction de
la forme hermitienne auxiliaire Q,=—0Q, qui est positive (ou se-
mi-positive) définie.

Le théoréme 2 se trouve ainsi ramené au théoréme 1.

3. Nous établirons maintenant quelques conditions suffisantes
pour que les intégrales du systéme (1) soient bornées.

Théoréme 3. Sous les hypothéses du théoréme 1:

1% S8i les fonctions ¢(x;&,7) et @(x;€,7) qui figurent dans
(20) et (21) avec 7 assujetti a (15), sont bornées dans Uintervalle
a<x <pB, lintégrale (13) est aussi bornée dans cet intervalle.

2° §i la fonction @(x;&,7) est bornée dans Pintervalle § < x <8,
Vintégrale (13) est aussi bornée dans cet intervalle.

3% Sila fonction ¢(x;¢, 1) est bornée dans l'intervalle o < x <&,
Uintégrale (13) est aussi bornée dans cet interpalle.

Ce théoréme constitue une conséquence immédiate du théo-
réme 1 (cf. (18) et (19)).
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Corollaires. Sous les mémes hypothéses:

() ‘Toutes les intégrales du systéme (1) sont bornées dans l'in-
tervalle § < x < lorsque

'1%leT(u)du§<+m ot Equ(u)du]<—]—c:.

Toutes les intégrales du systéme (1) sont bornées dans Linter-
valle a < x <& lorsque

lim
X0

ff(u)duf<+w et zi'flyfl(u)du?;<+oo.
£ “k

On voit, en effet, que dans ce cas les prémisses du théo-
réme 3 sont. vérifiées. .

(B) Toutes les intégrales du systéme (1) sont bornées dans lin-
tervalle £ <x < f lorsque

8 8 .
[IT@idu<+eo et [|L@w)|du<—oo.
é H
Elles sont bornées dans l'intervalle o < x < ¢ lorsque -
& § .
[ltwdu<too et f[l(u)]du<—|—oa.
C’est une conséquence immédiate.de ().
(1) Toutes les intégrales du systéeme (1) sont bornées dans l'in-
tervalle § <x<<f lorsque (dans la notation de (4)):
g 8
flcij(u)]du<~|—oo 9 et f]b,-(u)]du<—]—oo (o j=1,....n).
£ H

Elles sont bornées dans l'intervalle a < x}<& lorsque

§ I3 .
f[cij(u)[du'<:—1—c-: o e f]bf(u)}du<+o: Gy j=1.0r,m).

C’est une conséquence immédiate de (§), sil’on choisit comme
t(x) et T(x) les fonctions indiquées dans la partie C, du théo-

%) On peut remplacer dans ces inégalités c;; par a;; .
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réme. 2, et comme I(x) et L(x) les fonctions —Zlbi(x)] et 2 |bi(z0)]
1 1
respectivement.
Nous retrouvons ainsi le théoréme, légérement généralisé, de

M. Butlewski

(8) Admettons que le systéme (1) soit homogéne, (c.-a-d. que
bi(x)=0 pour i=1,2,...,n). Si la forme hermitienne (3) est néga-
tive (ol semi-négative) pour tous les x de lintervalle & <<x <8,
toutes les intégrales du systéme (1) sont bornées dans lintervalle
e <.

Cf. théoréme 2, cas C,.

Pareillement, toufes les intégrales de ce systéme sont bornées
dans lintervalle a<x<§ lorsque la forme hermitienne (3) est
positive (ou semi-positive) pour tous les x de cet intervalle.

Cf. théoréme 2, cas C,.

Remarques. 1. En partant des autres cas énumérés dans
T'énoncé du théoréme 2, on parvient i des diverses autres con-
ditions suffisantes pour que les intégrales du systdme (1) soient
bornées.

2. Tous les résultats précédents restent évidemment vrais
sans aucune modification lorsque les fonctions a;(x) et b;(x), qui
interviennent dans le systéme (1), ainsi que les intégrales y;(x)
de ce systéme, sont réelles.

11 est intéressant que, dans ce cas, on peut sc passer de la
théorie des formes hermitiennes.

On peut notamment remplacer les racines caractéristiques, la
plus grande S(x) et la plus petite s(x), de la forme hermitienne
(3) respectivement par la plus grande et la plus petite racine
de la forme quadratique réelle

Q=2= a”+a" iy,

4Lj
En effet, I'équation
d t (anj—aﬂ 61‘1'8):0

est, dans ce cas, a la fois I'équation caractéristique de la forme
hermitienne Q et de la forme quadratique réelle Q,.

icm°®

Sur la limitation des intégrales des systémes d'équations différentielles... 57

4. Lemme. Soit {yi(x)}, ot i=1,...,n, une suite de fonctions
complexes de la variable réelle x qui toutes possédent une dérivée
finie au point x et sont définies au voisinage de ce point. Posons

54 r@) =V Sy =V Sy 5.
ou Fi(x) désigne la fonction complexe canjuguéé a yYi(x).

Alors, D;r(x) et D_r(x) désignant respectivement la dérivée
a droite et a gauche de r(x), on a les inégalités:

(33) —V Sly@r <D <V Sy,

(36) —V Syi@F < D_r( <Y Sy

Démonstration. Il résulte des formules (34) que les dérivées
D.ir(x) et D_r(x) existent {les cas r(x)==0 et r(x)=0 sont a trai-
ter séparément). La distance des points complexes 4=={a,,...,an}
et B=={b,,...,b,} étant définie par la formule

o(4.B)=) 3a—bif*.
on a l'inégalité du triangle:
—0(B,0)<o(4,C)—o(4.B)<0(B.0).

Considérons le triangle & sommets:
f’l=(0:"'=0)5 B=(y1(x):>--’yn(x))3

On a
—V g h) = i) < rleh) =) <Y Sl R —ul) P

En divisant cette inégalité d’abord par h>0: puis par h<O0,
et en passant a la limite avee h—>0, on obtient les inégalités
(35) et (30).

=(y(x—4-h), ... yalxc +h)).

Théoréme 4. Admettons que les fonctions (réelles ou com-
plexes) a;(x) et bi(x) de la variable réelle x soient continues dans
Uintervalle (2). Soif, comme auparavant, (13) l'intégrale du systéme
(1} issue du point (§,%;,...,qn). Posons:

60 T@=V Zlar. Lix) =V TP
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et introduisons les.équatiom différentielles auxiliaires:
(38) 2/ () =T () z(x) + L(x),
(39) z'(x)=— T(x) z(x) — L(x)

Désignons respectivement par @(x;&,n) et o(x;§, 1) lintégrale
de l'équation (38) et (39) issue du point (£, n)
On a alors les inégalités”):

40) olx: &)/ Sinl)<y/ DICTICT R <ol ) Znk)

pour E<x< B,

(x A

pour a<x<E.

(41) (x 51/277: )<]/Z [pa(3e3€, 915 0o M) [?

Démonstration. Nous appliquerons le lemme qui précéde
en admettant que les fonctions yi(x) satisfont au systéme (1).
11 vient:

Sy < Zlibd4-Zlaul -yl =S4+ Bit-C)
o Ai—bi, Ci={Zaul-lyili
On a en vertu de I'inégalité de Lagrange:
SBi<eV 2oV 3 Shal-lul <
<2V Zib ¥ Slust V Zlaut=2rLe) T,
iECi<{72|y112}‘%|ﬂij]2=r91"2,

Par conséquent

Bi’—“Zlbz‘l;[&ﬁl' il

DA=1I2.

2y <rT+Lp,
d’olt en raison de (35) et (36):
—T(x)r(x) —L(x) < Dyr(x) < T(x)r(x)-Lix)
~ T ()7 (x)— Lx) < D_r () < T(x) r(x) - L(x)
) ol (comme on sait) I'intégrale &{x; £, 'r) est donnée par la formule (20),

et la formule pour plx; £, ) résulte de (21) en y remplagant #(x) par — T(x)
et I(x) par ~— L(x).
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Ces inégalités différentielles, qui sont étroitement lides avec
les équations (38) et (39), entrainent®):
plx;€.r(@) <rx) < O(xs&,r(8))
Oxs & r@)<r(0) Kolx; £,1(8)
En posant yi(ox) =wi(x; &, 74, ...

pour {<x<g,
pour a<<x< €.

,7n), On obtient
r) =Y s €, ml, &=y 3lar,

de sorte que les inégaliiés précédentes coincident avec les iné-
galités (40) et (41), ce qui achéve la démonsiration.

8 E. Kamke, loc. cit, p. 91 et 92.

(Regu par la Rédaction le 22. 5. 1947).
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