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. In the example given earlier the group I' is connected and
leaves only the endpoints invariant. But we have

Theorem 4, If Z is connected and X metric then every endpoint
and non-degenerate prime chain is invariant. '
' To-see this let p be a non-invariant endpoinb so that for ,some
= the points p and z(p) ave distinet. Then some point » separates p
and 2(p) in X. Bub Z( (p)=/(ZXp) s connected and so. containg .
Thus # is the image of p under & homeomorphism go that must
be both and endpoint and a cutpoint, an absurdity. Let P be a non-
invariant pnme chain containing more than one pomt Now P is a
continnum and no - point scpamtes any two points of P in X.
Accordingly P contains a non cutpoint, #, of X. But some point y
of X separates P—y and 2(P)—y and from an argument similay
to the ahove we see that # must be a cut point.
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Sur certains espaces abstraits.
Par

Jan G.-Mikusiidski (Wroctaw),

1. Soit 4 Vensemble des fonctions réelles f(w) finies sur un
ensemble donné @. On dira qu'une suite f,(x) (n=1,2,...) de fonc--
tions de A satisfait & la condition (K), lorsqu’il existe une fonction
g(m) € A, telle qu'on a sur G, quel que soit ¢ naturel,

(1) qlfm(®) —Ta(®)| <gl®) pour m et n suffisamment gra-nd5.

Pareillement, on dira que f,(z) satisfait 4 la condition (H'),
lorsque l'inégalité (1) a liea presque partout dans G.
Cela posé, on a les théorémes suivants:

Théoréme 1. Si Vensemble - se compose de toutes les fondtions
qui sont borndes sur chacun des ensembles @'une suite Gy (v=1,2,..}"
o0

telle que 2, G,= @, alors la condition (K) est nécessaire et suffisante

=1
pour que la suite fn(m) converge uniformément sur chacun des en~
sembles G,.

Théoréeme 2. 8i Vensemble A se-compose de fonctions continues:
dans un cnsemble ouvert G, la condition (K) est nécessaire et suffi-
samte pour que la suite fn(®) converge uwniformément dans Vintérieunr-
de @, ¢'est-G-dive uniformément sur tout compact contena Gans @

Théoréme 3. Si Vencemble A se compose de toutes les fonctions
mesurables (L) et finies sur un ensemble @ mesurable (L), la eondition
(K’) est nécessaire et suffisante pour que la suite f(2) converge presque
partout dans G.

Théoréme 4. Si Vensemble A se compose des fonctions p-som-
mables (p>0) sur un ensemble G, mesurable (L), la condition (K')
est mécessaire et suffisante pour gque la suite f.(x) converge presque
pariout dans G et que la suite des modules [falm)] soit. bornée presque:
partout par une fonelion p-sommable.
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La démonstration de ces théordmes sera donnée au N° 2, .
Comme les quatre types de convergence corsidérés dansg les
théorémes 1—4 se caractérisent entiérement au moyen de l'inégalité
(1), il parait naturel de se servir de cette ir égalité pour définir la
convergence dans certairs espaces abstraits plus gér é.aux. Le sujet
principal de cette note est de donner une définition axiomatique
de tels espaces (N°3). Nous tenons ensuite & montrer quelques
velations entre les espaces introduits et certains autres espaces, en
particulier celui de L. V. Kantoroviteh?).

2, La, suffisance des conditions énoncées dans les théorémes 1—4
est évidente. Pour en démontrer la nécessité nous nous appuyerons
sur le lemme suivant:

Lemme. Soit Hy,H,,... une suite d’ensembles disjoints et soit G
Teur somme. On suppose qu’une suite de fonctions fr(@) (@ e @, n=1,2,...)
converge uniformément vers f(w) sur chacun des ensembles H,,H,,...
et que

{(2) [fn(@)|<b(®) pour @ e n=12,..,

ol blw) est une fonction finie, non n ‘gative sur G. Si Py, fey... €8t une
suite de mombres positifs, croissante inddfiniment ot si g(w)=fl,b(x)
pour weH, (v=1,2,..), alors, quel que soit q naturel ¢t ®e @, on
& pour m et n suffisamment grands

{3) Q|fm () — fnl@)| < glw).

Démonstration du lemme. Soit ¢ un nombre naturel
fixé arbitrairement et v, le moindre indice tel que f,>2¢. Alors
¥inégalité (3) a certainement lieu pour w e H,, ot »29, et n quel-
conque, ear qlfm(®)~—7a(®)|<@(|fm(@)|+|fal@)) <20b(@). Or, liréga-
1ité (3) a encore leu pour # appartenant & l'un quelconqu:e des en-
sembles Hy,...,H, 4, pourvu que n soit assez grand, car la suite
fal#) converge uniformément sur chacun de ces emsembles. Done
pour n assez grand U'inégalité (3) a lieu sur I'ensemble @ tout entier.

La nécessité des conditions se ‘déduit du lemme précédent
comme il suit:

1) L. V. Kantoroviteh, Lineare halbgeordnet i 6. Shornik
T, (40) 1, p. 190168, g mfe Riuwme, Mat. Shornik,
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y—1
Dans le cas du théoréme 1 on pose Hy=G, et H,=G,—), G
i=1

pour »=2,3,.... Alors il existe évilemment une fonction b(w) bornée
sur chacun des ensembles H, et pour laquelle la condition (2) est
remplie. La técessité a done lieu, d’aprés le lemme préeédent, car
Ia fonction g(w) est alors borrée sur tout ensemble &,.

Cela établi, il suffit maintenant de remarquer, dans le cas du
théoréme 2, que

oo

19 il existe une suite de compacts G, telle que > G,=G,

p=1

20 toute fonction de .4 est bornée sur chacun des compacts G,

39 toute fonction qui est bornée sur chacun des ensembles H,
(v=1,2,...) peut &tre majorée par une fonction continue dans @.

Dans le cas des théorémes 3 et 4, remarquons qu'il est possible
de décomposer G en une suite d’ersembles mesurables disjoints
Hy,Hy, H,,... de maniére que la mesure de H, soit nulle et que la
suite considérée de fonctions converge uriformément sur chacun
des ensembles Hy,H,,.... Alors la nécessité des conditions résulte
immédiatement du lemme précédent, il ne faut que choisir, dans
le cas du théoréme 4 la fonction h(x) et la suite By, By, ... de maniére
que g(z) soit p-sommable; e'est ce qui est toujours possible ).

8. Nous introduirons maintenant un espace abstrait 4, ol la
couvergence sera déficie de maniére & contenir tous les guatre types
e convergence considérés au N°1 comme des cas particuliers.

On suppose que A est un groupe abélicn addiiif. Cela posé,
considérons un ensemble quelconque A*CA assujetti aux axiomes
suivants:

1* 0 e A% )

2% §i g e A* ot be A, alors a+b e A%;

3% Si aeA* ot b—qa e A% quel que soit g naturel, alors a=0.

On pose par définition

a<b,

lorsque b—a ¢ A*; lensemble A* peud aingi étre envisagé comine
celui des éléments non négatifs et l'axiome 3% joue le s0le de
I'axiome d’Archiméde.

2) Les théorémes 3 et 4 peuvent aussi tre déduits de la théorie de L. V. Kan-
toroviteh (loc. cit. §5 et § 10).
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On introduit ensuite une opération, dite module, qui fait cor-
respondre & chaque lément ¢ ¢4 un élément |a] € A* et qui satis-
fait anx axiomes suivants: :

19 Ja|=a pour tout a e A*;

20 |a|=0 entraine a=0;

30 |—al=la|;

10 fa-+b|<al+1o] |

On dira qu'une suite infinie @, e.d est convergente,
existe un élément ¢ e A* tel que, quel que soil ¢ naturel,

lorsqu’il
on a

q|tm—n| <o pour m et i suffisamment grands.

Pareillement, on dira quune suite a,e.4 converge vers un
élément ¢ € A, lorsqu’il existe un élément ¢ e A* tel que, quel que
soit g naturel, on a

{4)

glan—a|<e pour n suffisamment grand.

On démontre facilement Punicité de la limite. HEn effet, si
lim a,=a’' et lim ¢,=a”, on a, pour tout g naturel,

" 0~ 0’| = g0 —) — (60— 0| < gl — |+ gt — | < -0,

pourvu que 'indice n soit assez grand. Il s'ensuit, d’aprés les axio-
mes 3% et 20 que |a”—a'|=0 et a”’—a'=0, donc a''=a'.

Remarquons encore les relations suivantes (dont la démon-
stration ne présente aucune difficulté):

lim (@p+b,) =lim a,+Lim b,
lim (@, —b,)=1lim a,—1lim b,.

L'espace 4 est basé sur la notion de groupe abélien. On peut
définir un espace analcgue A; en partant de Uespace lincaire. Alovs
on suppose que le produit de tout élément a e A* par un nombre
positif appartient encore & A*. I’axiome 3° concerﬁu‘nt le inodule
est & remplacer dans ce cas par la relation

{2-a]=[4]-|a}, ol A est un nompre queleongue.

On peut démontrer sans peine que les denx espaces A et Ay sont
du type L de Fréchet,
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Pour obtenir les interprétations particuliéres, considérées au
N¢ 1, il suffit de prendre pour 4* le sous-ensemble des fonetions
non négatives dans le cas des théorémes 1 et 2 et le sous-ensemble
des fonctions non négatives presque partout dans le cas des théo-
rémes 3 et 4. L’interprétation du module est celle au sens ordinaire..

4, Numérotons les types de convergence considérés dans les
théorémes 1, 2, 3 et 4 dang le méme ordre que ces théorémes. On
voit facilement que les convergences 1 et 2 peuvent se caractériser
au moyen des suites de pseudonormes ®): il suffit de poser généralement
1flle= 12&2{ |f]. Cependant les convergences 3 et 4 ne peuvent pas

étre ca;actérisées au moyen des pseudonormes, ¢’ést ce qui résulte
du fait que l'espace pseudonormé est mwétrique et que lespace des
fonctions mesurables me se laisse pas méiriser de maniére que la con~
vergence suivant la méirique introduite coincide avec la convergence
presque partout 4). En effet, supposons qu'il existe une telle métrique.
Soit f, une suite qui converge en mesure vers f, mais qui ne converge
presque partout. Alors on peut tirer de p(fn,f) une suite partielle
o(fp,f) dont les éléments sont supérieurs 4 un nombre positif e.
La suite fp, converge encore en mesure, on peut done en tirer une

- sous-suite f,, qui converge presque partout. On a done ¢(fy,,f) >0,

d’ou la contradiction. Cet exemple s’étend évidemment au cas des
fonctions sommables.

D’autre part, les convergences 3 et 4 peuvent &tre considérées
comme des cas particuliers de la convergence au sens de L. V. Kan-
torovitchs). Cependant iln’en est pas de méme de la convergence 2,
car Pensemble € des fonctions continues ne satisfait pas & 1'axiomeV &)
de Kantorovitch. En effet, la borne supérieure d’un sous-ensemble
de € peut étre une fonction discontinue.

On voit facilement que si un espace Y satisfait aux axiomes I,
II, III et V de Kantoroviteh, alors le sous-espace de Y formé
d’éléments non négatifs satisfait aux axiomes de lensemble A*
ot le module au sens Kantoroviteh satisfait aux axiomes 10-4°
de cet article.

3) J. von Neunmann, On complete topological spuces, Trans. Math. Soc.,
vol. 37 (1935), p. 18-19.
4) Je dois cotte remarque et I'exemple qui suit & M. 8. Mazur.
5) loe. cit., p. 131.
8) loc. cit., p. 129.
Fondamenta Mathematicae. T. XXXVI.
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Une inégalité équivalente & (4) figure dans la théorie de Kan-
torovitch, comme une condition récessaire et suffisante de 1a
convergence dans l'espace Y qui est assujetti aux axiomes I, IT,
1IL,IV, V et VI. Dans la note présente, I'inégalité (4) a été cependant
employée comme définition de la convergence. Ceci permet évi-
demment d’embrasser, entre autres, les suifes & termes complexes.

La norme d¢ Banach peut &tre considérée comme un cag parti-
culier du module défini dans l'espace 4;. En effet, étant donné un
egpace de Banach, prenons I'un quelconque de ses éléments, soit ¢,
et posons généralement |afj=|a|-¢, ol [a]| est 1a norme de a. 4* sera
glors I'ensemble des éléments de la forme le; ott 4 est un nombre
non négatif.
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Sur certaines inégalités dans les espaces abstraits

de J. G.-Mikusiniski.
Par

Adam Bielecki (Lublin).

3

1. Nous uous occuperons ici d'une propriété du module introduit

parJ. G.-Mikusinskidans son travail Sur cerlains espaces abstratis ).

Dans certains raisonnements il est important de savoir si
1inégalité
¢ Jial 2]} < la 2]

2 lieu dans les espaces considérés. Nous verrons que la réponse sera
positive dans le cas de V'espace 4; et xégative dans celui de I'espace 4.
Or dans certaines applications l'ir égalité (1) pent &tre remplacée
avec succdy par les inégalités plus faibles

@) |ial —[b]] < 3lap|
et
3) |2lal—2[b]| < 2latb].

qui sont vraies dans les espaces 4 et 4.
2. Nous démontrerons tout d’abord le lemme suivant:
Siaed, bed*, ab et —a<h, on a

(4) lal<3b ¢ |2a]<<2b.

En effet, posons b—a=c et b+a=d. On 2 ce d*, deA* et
e+-d=2b. T en résulte, d’aprds les axiomes?) adoptés, que l'on a
fa| <ib] +]ol=b+ o< b+ o+ d==3b

et
|26]|=|d—¢| < d-+o==2b,
d’ou le lemme. )

1) Ce volume, p. 128.
2) Loco eit.
gt
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