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Cela posé, admettons qué les éléments a et b appartiennent
i Tespace A. D’aprés la loi du triangle nous avons

lo] —p] <[pta et —(a]—[b) <|p=d|

et nous en obtenons, en vertu du lemme, les inégalités (2) et (3).
Comme les axiomes de l'espace 4; entrainent ceux de l'espace 4,
les inégalités (2) et (3) sont a fortior: vraies dans 4. Or, il est évident
que dans 4; Pinégalité (3) entraine (1).

8. Soit A I’ensemble des nombres entiers, ol l'addition est
entendue an sens ordinaire. On convient que A* se compose de
nombres 0,2,3,4,... et Uon admet que |+1|=5 et |+n|=n pour
n=0,2,3,4,... Les axiomes de l’espace sont remplis. Or, la diffé-

rence |4—1[—[4|—[1[|=3——5=—2 n’appartient pas & 4*; l'inéga-.

1ité (1) n’est donc pas satisfaite en général. Cet exemple, du & J. G.-Mi-

kusidski, montre de plus qu’il n’est pas généralement possible-

de remplacer dans l'inégalité (2) le coefficient 3 par 2. Bn effet,
24— —|[4| —|1|=6—5=1. e

4. Voici encore deux propositions qui résultent immédiate-
ment de l'inégalité (2):

Proposition 1. 8 a,a,¢ 4, 0@t v=1,2,... et lim a,=a, on a
lim |a,|=|al.

Proposition 2. 8i Uespace A est complet, Vensemble A* des
élements non négatifs Uest aussi.
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‘Sur quelques conditions nécessaires et suffisantes pour

" que P'espace 4, de J. G.-Mikusiniski soit topologique

au sens de Kuratowski.
Par
Adam Bielecki (Lublin).

Soit Z un ensemble contenu dans un espace 4,;); nous enten-
drons par fermeture de E I'ensemble Z de tous les éléments de 4,
gui sont des limites des suites convergentes formées d’éléments
de E. .

Théoréme, Chacune des conditions suivanies esi. néc ire et
suffisante pour que Uespace A; satisfasse aum 3 amiomes topologiques
de Kuratowski 2):

1. 8ia, d, ¢ (i,n=1,2,...), sont des.éléments de Vespace A, et
si Uon a

lim a'=a et lim ol =d,
oo n=»co
il ewiste alors deux swites d'entiers positifs (1) et n(l) telles que

im gl =
ilg iy =a.
XL 8@ by, (n=1,2,..), est une suile d'¢léments non négatrfs

{c’est-a-dire appartenant 3 A}) de Pespace Aq, il existe une suiie de

nombres positifs B, et un élément non négatif b de Uespace A, iels que

Uon a
1) Babn<<b pour n=1,2,..

IIL. Toute suite d'éléments non négatifs de A; contient une suite
partielle remplissant la condition IL,

3y Voir J. G.-Mikusifiski, Sur certains espaces abstraits, ce volume,
p. 128, o
) O BFE=F+5 ; B
{II) si E ne contient gu'un seul point ou n’en contient aucun, on a E=E,
Q) E=F.
. Kuratowski, Topologie I. Monogr. Matemat. 20, Warszawa—Wroclaw 1948.
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IV. 8i b, est une swite d'éléments non negatifs de 4,
une suite @e nombres positifs o, telle que lim opby=0.
n-»eo

V. Toute suite d'¢léments appartenant ¢ A} conticnt une suite
partielle sans;fazsant & la condition XV. '

La condltwn I étant évidemment récessaire et . suffisante,
1I §uftit donc de démontrer 'équivalence des corditiors I—V.

Supposons d'abord que b;e AT pour i=0,1,2,..
On a alorg '

lim 2 by =0 et 11vn<b”+b') b‘.
oo © [

8i la condition T est satisfaite, on en déduit

- . b b
2 )] (4
@ s () =

N /) . i . .
d’ol }gﬁﬁ:l). La suite 4(4) countient done une suite partielle-

e

- eroissante d’entiers pesitifs #(A(u)). D’autre part, d’aprés (2);

lim bi“u‘“)) =1{.
pvos TUALL)) =

Nous avons airsi démontré que la condition I entraire la con-
dition V, qui & son tour entraire évidemmert la cordition III.

3 3 !

%upposons ensuite que b,e¢AY pour m=1,2,:.. et posons

= 2 b,. 8i la condition ITT est satisfaite, il existe une suite d’entier s

pObltlfS croissants m(4), une suite de nombres POsitifs ynuey et un
élément b e AF tels que ymp empn<<h pour i=1,2,... Or, pour n<m
ona b,<ep eb, par conséquent, f,0,<b pour n=1 125000 O Br== Y@z
pour m(A—1)<n<<m(4). La cordition IT 1ésulte dorc de III. i

Nous démontrerons enfin que la condition IT entrafne I. Bn

effet, supposons que
aged; aled; et aled,

pour dym==1,2..

et que
lim gf==q et limal=aq
>0 n—oo
D’aprés la définition de la comelgelce il exme une suite

@ élélnents non négablfs by, 00 i= 0 1 ..z: satisfaisant x ¢condifions
iy PR
Ix tt au .

il eaiste

. et que b0=l=(1.,‘
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1¢ pour tout entier positif g, il existe un entier posmf 7(qe)
tel que
(3) Gola'—a|<by, lorsque  iZ7(go);

29 pour tout nombre positif ¢; il existeun entier positif m(i,q;)
tel que )
(4) gilal —ai|<b,, lorsque nZm(l,g).

8i la condition IT est remplie, on tire de (1), (3) et (), en po-
gant #(A)=7(2) et n{A)=m(i(2),4/Bxn),

}.]a;(ﬁg)-—a}g bo+b pour A=1,2,..,

d’ott la proposition I.
Pour terminer la démonstration du tkhéoréme, il reste & remarquer
que la condition IT entraine la condition IV; cela est immédiat.

Remavrque. La démonstration que nous venons de donner
ici n’est pas applicable au cas de I'espace 4 de J. G.-Mikusinski.
Le probléme analogue pour ceb espace reste ouvert.

Exemples. On peut démontrer que les espaces®) des fone-
tions: 1° continues, 20 p-sommables et 3° mesurables sur un inter-
valle donné (fermé ou ouvert), sont topologiques. La somme et le
module des fonctions sont & entendre, dans ces interprétations,
au sens ordinaire.

»  Pour donner l'exemple’d’un espace qui n’est pas topologique,
considérons Lersemble de toutes les fonctions (mesurables et non
mesurables) finies dans Uintervalle [0,1] avec les définitions de tout
3 Theure de la somme et du module. Nous démontrerons, par
exemple, que la condition II n’est pas remplie. En effet, posons

i pour
fin=1" 2"
0 pour les autres valeurs de &,
et ‘
1

3 3
fatd 2 —— onr — <, 1=1,2,.
frpa(a)= f"( ( i-‘—;‘)) v T A ’
0 pour les autres valeurs de «.

8) Ces espaces sout considérés par M. J. G.-Mikusifnski dans sa ivte
précitée.
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Si. T'on avaib Bafa(z)<g(®), ot g(w)>0, il existerait évidemment
une suite décroissante d’intervalles fermés Jx contenus dans [0,1]
tels que ’ : :

k
f,,(w);B— dans &, pour k=1,2,..

k
En désignant par z, un point commun des intervalles &, on
aurait alors g(w,)>% pour k=1,2,..., ce qui est impossible. ’
Un exemple plus simple, mais moins naturel, fournit I’ensemble
des fonctions continues dans Pintervalle (0,1) sauf un nombre fini
de points au plus%). La suite

A p—

_ﬁm)
7
montre alors que la condition IT n'est pas remplie.

) Je dois cet exemple & M. Cz. Ryll-Nardzewski.
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On a characterization of the lattice of all ideals
of a Boolean ring’).

By

Leopoldo Nachbin (Rio de Janeiro).

Iun this note we shall characterize the ordered system of all
ideals of a Boolean ring. This question is related to the corresponding
problem for lattices which was previously considered by A. Ko-
matu and more recently by G. Birkhoff and O. Frink?).

A sup-lattice is an ordered set § such that &\ y has a meaning
for any two z,y € S. An ideal over § is a set ICS such that ef,
yel, o<y imply wel, and @,y I imply &\Vy eI. The set J(8)

“of all ideals over S ordered by set inclusion is a complete lattice.

The first and last elements of (S) are the empty set @ and 8. If
{I;} is a non-empty family of ideals over S, then /\aI4 is the set inter-

section and \/AIA is the set of all % ¢ 8 for which there exist a finite

non-empty family {A} and ;e I such that <\ Tz e 8, the
set I(w) of all y <8, y<a is called the principal ideal generated
by «. Denoting the set of all principal ideals by S*, we have a natural
isomorphism §->8* It is clear that Iz Vay)=I(z)VI(5,). If, in
addition, § is a lattice then I(my Awg)=X(,) N I(@,)-

Tf I is a complete lattice and »eL, then v is said o be compact
if, for any non-empty family {z}CL such that #<\/1;, there exists
a finite mon-empty subfamily {#2} such that <<\ Clearly
the first element of L is compact.

1) Presented to the American Mathematical Society, October 30, 1948 at

the New York City meeting.

2} A, Komatu, On a characterization of join homomorphic transformation-
tattice, Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. 19 (1943), pp. 119-124; &. Birkhoff and
0. Frink Jr., Representations of lattices by sets, Trans. Amer. Math. Soc. vol. 84

{1948), to appear.
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