Sur les séries infinies de nombres ordinaux.
- Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa).

11 existe des séries infinies de types ordinaux dont la somme
change de valeur avec chaque changement de I'ordre de ses termes.
On peut démontrer que telle est par exemple 1a série infinie

o T g8t

olt 7 est le type ‘d’ordre de l'ensemble de tous les nombres rationnels
ordonnés d’aprés leur grandenr. Il existe donc un ensemble de puis-
sance du continu de types d’ordre différents dont chacun est somme
d’'une série infinie qui ne différe de la sé.ie (1) que par ordre de
ses termes. o : :

Le probléme s'impose de savoir ce qui en est pour les séries
infinies de nombres ordinaux. Je démontrerai le

Théoréme. En changzant Vordre des termes d'une série infinie
donnée (de type w) dz nombres ordinaum, on wobtient qu'un nombre
fini de valewrs distinctes powr la somme ds cette série.

Démonstration. Soit o+ ay+ o3+ ... une série infinie de
nombres ordinaux, ¢ — sa somme (dans Tordre considé.é). Le théo-
réme est évidemment vrai si cotte série ne contient qu'un nombre
fini de termes non nuls. Nous bouvons done supposer que ce n’est
Ppas e cas. La somme o est alors un nombre de seconde espéce. Soit ¢
le plus petit reste (positif) du nombre 5. On a done g>w, ¢ est un
terme premier et - o=p pour &< 0.

Nous dirons qu'un terme a; de notre série jouit de la propridié P,
8'il n’existe qu'un nombre finj (ou nul) de nombres naturels n tels
que anzzaz. Je dis que le nombre de termes a, jouissant de la pro-
priété P est fini.
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. En effet, admettons qu’il est infini: 501ent o, apyy...  Cos
mombres. II 1ésulte tout de suite de la définition de la propriété P
que. o< amy Pour ¢ suffisamment grand; soit O, < @y . Pareillement
on trouve Uy, < m;, b ainsi de suite. On arrive done 3 une suite
infinie décroissante de nombres ordinaux, ce gui est impossible,
Soient

{2) Umy s Oy veey Gy, (00 my<<mg<...<ing) .
tous les termes de notre série jouissant de Ia propriété P. o étant
le plus petit reste du nombre o=0,+ %+ ..., On a, pour p suffisam-
ment grand, g=op4q-+ dptet..., et nous pouvons supposer que p
est un indice >m,. ' o

Je dis que toute somme d’une série infinie qui ne différe de
la série’ a4 oy ... que par I'ordre de ses termes, est égale &

(3) Upy+ apyt o a0,

ou Ky kyy...; ks est une permutation des nombres gy Mgy evny Mg«
J’établivai d’abord & cet effet une propriété des termes premiers
{iui présente une gé: éralisation de la propriété connue des termes
premiers g, d’aprés laquelle on a &+ p=p pour &< p.

Lemme. Si g est un terme premier et o un nombre ordinal quel-
congue, on a : ‘
4 ) ftato=ate powr E<o.

Démonstiration du lemme. p étant un terme premier,
on a £4p=p pour E<p. ‘

Si é4a<a, 00 8 £+ a=a et la formule (4) est vraie. .

Sié4-a>a, on ne peut aveir a>éw, puisqu’on aurait alors
a=fw-+17, ol 720, d'oli:

fta=E+ ot = w+T1=0.

On a done e<<éw et il en résulte, comme on le sait, guil existe.
un nombre naturel n tel que a<<én, d’ol :

oat o< étafoKEFEnt =g,

ce-qui donue a+-g=£&+a--p, donc la formule (4). - ..
< . Lé lemme est ainsi démontré. i
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Revenons & la démonstration du tkéoréme. Soit ¢'= g+ f,-...
une gérie irfinie qui e différe que par l'oxdre de ses term es de lg

gérie o=a,+ a,+... Il existe done un irdice ¢ tel que, pour k>g,

fr n'est pas un terme de la suite (2), et il existe une infinité de
nombres naturels # tels que a,=>fx. Je dis que

5) : Bat1t Baaat . =c.

1l existe, en effet, un indice n,>p>m, tel que «n> Py,

ensuite un indice n,>n, tel que an,=>fy4s, puis un indice 7,>n,.

tel que @,,>>fq13, et ainsi de suite. On a done

ﬁq-H.“‘ ﬁq+2+‘ e K p, an,+ e K pp Uprat =g,

Or, si I'on pose fgi1-+ferot...=p", on démontre de méme
que dptg+ opiat...< o' (puisque les séries oy + ay+... €t fy+ fat-...
ne différent que par l'ordre de leurs termes). On a done g'=yp, ¢. & d.
1a formule (5). )

Si f n’est pas un terme-de la suite (2), il existe une infinité
de n tels que op,>fp et on & évidemment fr<p. fi+fot ...+ 5,
est done une somire dont les termes sont des nombres (2) (qui tous
figurent dans la suite f,8,,...,4, chacun une fois) ou bien sont
des nombres ordinaux <<p. D'aprés le lemme de tels termes peuvent
étre omis sans changer la valeur de la somme. Il en résulte tout
de suite que la somme f,+f,+... est de la forme (3).

Or, T'ensemble des nom.bres de la forme (3) étant fini, notre
théoréme se trouve démontré.

En particulier, §'il n'existe dans la série ¢4 a,+... aucun
terme jouissant de la propriété P, il résulte tout de suite de la dé-
monstration de notre théoréme que:

Corollaire. 8i oy+ay+... est une série infinie de nombres
ordinous telle gwil ewiste pour tout terme ay ume infinité d'indices n
tels que on,>ap, la somme de celte serie me dépend pas de Vordre de
ses termes ).

Telles sont, en particulier, les séries dont les termes vont en
croissant. *

11 est facile de donner, pour tout n naturel, un exemple d'une
série infinie de nombies oxdiraux positifs admettant précicément »

%) La condition de ce corollaire n’est pas nécessaire pour que la somme
ne dépende pas de ordre de ses termes, comme le prouve la série o+ 14 243+,
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valeurs distinetes de sa somme, lorsqu’on charge Yordre de ges
termes. Telle est par exemple, comme on le vérifie sans peine, la
série a+ay+..., ol gy=w pour i=1,2,..,n—1, op=—a? et a;———l
pour izzn-+1. Les valeurs de la somme de cette série (lorsqu’on
change l'ordre de ses termes) sons (seulement) les nombres w4k,
ot k=1,2,...,n,

Il est & remarquer que la somme d’'une série transfinie du
type o+, et méme du type w41, de nombres ordinaux, peut
donner une infinité de valeurs différentes lorsqu’on charge Pordre
de ses termes. Aingi la série (du type OF+1) 142434 .t o=0-2,
lorsqu’on y échange les termes » ef o, donne la somme @-2+4n, et la
série (du type w4 w) w2-1+w2-2+w2~3+...+1+2+3—]—...=(03+(o,
lorsqu’on échange les termes «?-n et 1, donne la somme w?-+ e?-n - o,
eb ces sommes sont toutes différentes, pour n=1,2,3,...

A étant un nombre ordinal de denxidme classe, on peut dé-
montrer que toute série transfinie du type A de mombres ordinaux
admet au plus 8, valeurs distinctes de sa somme, lorsqu’on change
Tordre des termes de cette série.

Or, il existe dés séries transfinies du type £ de nombres ordi-
naux dont la somme donne &, valeurs distinctes lorsqu’on change
Y’ordre de leurs termes. Telle est par exemple la série Egag, oll o,=0.

<
pour n<<ew et ag=1 pour tout nombre ordinal & tel que o<i<.
En effet, 1 étant un nombre ordinal quelconque de la denxieme
classe, notre série ne différe que par l'ordre de ses termes de la
sériegg’gﬁg, ol fe=10 pour < Aeb fy=1 pour AE<Q, eb on prouve
sans peine que . é’) Be=£(2-+1). On voit aussi sans peine que la série
Sy ot ',v,.=i pour n< o e y,=0 pour w< <, lorsqu’on change
£<e

convenablement l'ordre de ses termes, a comme somme chaque
nombre ordinal de deuxidme classe. Cependant la somme dune
série transfinie quelconque dn type £ de nombres ordinaux po-
sitifs <2 est égale & Q.

Voici encore quelques remarques sur les séries finies de nombres
ordinaux. o et f étant deux nombres ordinaux, ot a<§p, chacun
des trois cas suivants peut se présenter: 1) a+ < f+ a, 2) a4 p=
=p+a, 3) a--p>p+u. En effet, on a: 1) 1< ot 1t ow<od1,
2} w-2<w-3 et ©0-240-3=w-3+w-2, 8) o<w+1 et ot (et+l)>
>(w41)+w.
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Quant, & la somme de trois nombres ordinaux, 5 cag peuvens

se presente1 lorsqu’on change 'ordre de leurs termes:
1)’ Il v’y .a gu'une seule valeur de la somme, p.e. pour
»a)-Fw 24 w-3.

2) II n’y a que deux valeurs distinctes de la somme, p.e.

powr 1+w+w-2, ot 1+otw 2=14+0-24o=0t+1l+w 2=
=p2+1l+o=03, oto0-24+l=024+0t+l=0-341.

3) Il n'y a que trois valeurs-distinctes de la somme, p. e. pour
a4+ (o+1)+(0+2), 00 0+ (0+1)+(0+2)=(0-+1)+ o+ (0+2)=
=0-3+2 o4 (0+2)+(0+1)=(o+2)+ ot (0+1)=w-3+1,
{o+1)tlo+2)+o=(o+2)+(o+1)+o=w 3. Y

-4) H.n'y al que quatre valeurs- distinctes de la somme, p. e.
pour 14+ w-+te? ol 14 ot =01+ w?=w? ot e®+1=au?*+1,
@l fo=1l}+Fo=t+o<w? o1,

5).I1 y a cing valeurs. distinctes de la somme, p.e. pour
W+ (w+1)+ e ol (o+)Fote*=0+(w+1)+ o?=
{o+1)+o?to=0tw0, otot(o+l)=0t+o-+1, w2+(aJ+1)+w—-
=0*4+w-2, B*tot(ot+l)=w?+w-241.

S Em utilisant la formme canonique des nombres ordinaux, on
peut démontrer qu'une somme de trois nombres ordinaux ne peunb
donner plus. de 5 valeurs distinctes lorsqu’on change lordre de
ges termes.

. En effet, soit e=w“10,+ 0% a+...+ 0" ma,, p=owfiby+ ..+ ofnby,
F=0l1et o ta?pop, 08 @ >0 > em=0, 48>0 > 020, >y >0
@b @, b; eb o; sont des nombres naturels. Supposons que a, <8 <y:.

8i gy y1, on démontre sans peine que a+p+y=y et g+a-+y=y.

St ay<<py, oD 2 a+p=F et a+y=y, done atytp=y+petytatp=yp+gp.

Enfin, si o, =g,=7, ona atgty=0"a,+o%b +y, f+a +y=0%b;+o%a,+y.
-et, les nombres @, et b, étant naturels a w%a,+o%by=w%b,+0%a,. .

Il -est intéressant d’observer que la somme de trois nombres
-ordinaux se comporte autrement que leur produit. En effet, il existe
des produits de trois nombres ordinaux qui, lorsqu’on change I'ordre
de leurs facteurs, donnent 6 valeurs différentes; tel est par exemple

le. produit (o-++1) (4-2) ( cu-l-3) Cela résulte tout de suite de h
formule (faeﬂe 4 vénfier):

,(w +ny) (a) -l—m) (w +ng)=0® w2n3 + wn, +721,

pour n,, n, et ny naturels,
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Le produit de trois nombres ordinaux peut donner & valenrs
différentes (lorsqu'on change I'ordre de ses facteurs) méme dans
le cas ol la somme de ces trois nombres est indépendante de Pordre
de ses termes. Tel est le cas des trois mombres o-+1, (64+1)-2,.
(w+1):3, ce qui résulte sans peine de la formule o

(@410 +1)ny( 0+ 1= "Nt 0y~ wny -+ 1 o
pour n,,M,,ns naturels.

D’autre part, la somme de trois nombres ordinaux peunt douner
plusieurs valeurs distinctes (lorsqu’on change Tordre de ses termes)
dans le cas ol le produit de ces nombres est indépendant de Tordre
de ses facteurs; tel est-le cas des nombres: 1, © et ol
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