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- Sur les familles croissantes d’ensembles fermés.
Par

Wacltaw Sierpifnski (Warszawa).

Théoréme 1. O étant uns famille croissante dcnsembles fermes
situds dans un espace metrigue quelcongue, lo somme S de tous les
«nsembles de lo famille @ est un (nsemble Fo.

Démonstration. Seit M un espace mélrique queleongue
avec la distance p,'et soit @ une famille croissante de sous-ensembles
fermés de M (c.-h-d. telle que, B et H étant deux ensembles de &,
on a ou bien ECH, cu bien HCE). Distinguons deux cas:

1) Il existe une suite infinie B, H,,... A’ensembles de la famille @,
telle que S=H,+ H,+ ... Dans ce cas § est évidemment un ensemble
F, (puisque les ensembles Hy, H,,..., en tant qu'éléments de &, sont
fermés).

2) Le cas 1) n’a pas lieu. Je dis qu’alors, By, H,,... désignant
une suite infinie quelcorque d’ensembles de @, il existe un en-
semble E de &, tel que F,CFE pour n=1,2,.. Soit, en effet,
p e8—(B,+E,+...)=0. Comme pef, il existe un ersemble ¥
de @, tel que p e E. Soit n un nombre naturel quelconque. Comme
p € E—E, et les ensembles F et E, appartiennent  la famille crois-
sante @, on a donec E,CE, c. q.f. d.

Je dis maintenant que dans le cas 2) Pensemble 8 est fermé.
En effet, soit p ¢ 8. Il existe done, pour tout # naturel, un point
Pn €8 tel que o(pa,p)<<ln. Comme p,eQ, il existe un cnsemble
En de @ tel que p, ¢ E,. Or, comme nous avons vu, il existe (dans
notre cas) un ensemble F de @, tel que E,CE pour n==1,2 On

yeer

a donc p, ¢ B pour n=1,2,... et, comme p=1lim p, et l'engemble B,
n=cQ

en tant qu’élément de @, étant fermé, on trouve p ¢ B, done, 4 plus

forte raison, p 8. Nous avons airsi démontré que §'C 8, e-d-d.

que § ‘est fermé.

Notre théoréme est ainsi démontré.
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Soit, en particulier, {Hi)ico une suite transfinie du type Q2
d’ensembles fermés distinets d’un espace métrique, telle que E;CE,
pour é<<n<<Q. On est évidemment alors dans le cas 2) et on en
conclut que l’ensemble ZS; E; est fermé. Done:
<

La somme dune suite transfinie croissante du type Q d’ensembles
fermés distincts d'um espace meirique est toujours un ensemble fermé.

En pagsant aux complémentaires (par rapport 4 Lespace i)
on déduit tout de suite du théoréme 1 le

Théoréme 2. @ diant une famille croissante d’ensembles ouverts
situés dans un espace meirique quelcongque, le produit de tous les en-
sembles de la famille @ est un ensemble Gs.

Théoréme 3. {F'lic, dlant une suite transfinie croissante
quelconque du type @, o @ est un nombre ordinal de seconde espéce,
d’ensembles fermés dun espace meirique, Vensemble Y (E*H1—E*) est
un By i<

Démonstration. Désignons, pour l<<e et pour # naturel,
par EX Pensemble de tous les points p de E”H'i, tels que g(p,E‘z Y=1/n.
Comme on voit sans peine, les ensembles ET sont fermés. On a évi-
demment

2(E -

=3 YNEM=Y 3 E™,
A<y ilp

n=1 n=12<p
et, pour démontrer notre théoréme, il suffit de prouver que les en-
sembles Hp=), EX! sont fermés (pour n=1,2,...).

i<y

A ce but il est & remarquer d’abord que si p e i, g BIT
eb g(p,g)<1/m, on a nécessairement &==7. En effet, comme p e BETY,
on a o(p, B )>1/n. 8i lon avait n<&, dome 7-+1<§, on auraib
quﬁ'HCE”'HCEg, donc geB° ce qui est impossible, puisque
o(p,g)<1ljm et g(p,E§)>1/ﬂ,. On a done &< . Pareillement, on
prouve que 7< £ On a done =7, c. ¢. L. d.

11 en résulte tout de suite que, p, étant un point de Iespace M,
tous les éléments p de Hy, tels que o(p,pe)<<1/2n, appartiennent
au méme terme de la somme ,1‘? E 1, done au méme ensemble

»
fermé, soit E4T'. Done, si pye Hy, on a p e B4 et, & plus forte
raison, p,e H,. L’ensemble H, est done fermé et notre théoréme
est démontré.
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50 W. Sierpinski.

Théoréme 4. & diant une famille croissante d'ensembles clair-
semés situes dans un espace métrique queloonque, la somme 8 de tous
les ensembles de la famille @ est un ensemble Fg.

Démonsgtration. Distinguons deux cas, comme dans la dé-
monstration du théoréme 1. Dans le cas 1), S est un ensemble Iy,
puisque, comme on saib, tout ensemble clairsené est un Fot).

Dans le cas 2), § est un ensemble clairsemé. BEn effet, toub
d’abord, comme dans la démonstration du théoréme 1, on voit
que Ey, B, ... étant une suite infinie queleongue (1’0116@111})1@;; de @,
i1 existe un engemble E de &, tel que E,CE pour n= 1,2,..

Admettons maintenant que l'ensemble § n’est pas clairsemé;
il contient done un sous-ensemble (non vide) dense en goi. Or, comme
on sait, tout ensemble dense en soi contient un soug-ensemble dense
en s0i dénombrable; il existe donc un sous-ensemble D de 8, dense
en soi et dénombrable. Soit D={py,Py,...}. Comme pn e 8, il existe
wn ensemble E, de @ tel que p, € B,. Or, comme nous avons vi,
il existe (dans notre eas) un ensemble B de & tel que E,CH pour
n=1,2,...,, et cn a DCE. Or, c’est impossible, B (en tant qu’ensemble
de la famille ®) étant clairsemé et D étant dense en soi.

Notre théoréme est ainsi démontré.

1) Cela peut &tre démontré comme il suit. F étant un ensemble queleonque
contenu dang un espace métrique, désignons. par B, I'ensemble de tous les points
de B dans lesquels F n’est pas un Fg. Je dis que B, n’a pas des points isolés. En
effet, admettons que p, soit un point isolé de B, Il existe done une sphere K
au centre p, et telle. que B E—{p}=0, et on a EE~{pC(E—E)IK, d’on
on conclub que I’ensemble BE—{p,} est localement (c.-a-d. en chaque point)
Y Fy; daprés un théoréme de M. D. Montgomery (Fund. Math. 25, p. 530)
il en résulte que I’ensemble EEK—{p,}, done aussi 'ensemble EK, cst un I,
contrairement & I'hypothése que p,e Fy.

Si E est un ensemble clairsemé, Iensemble E, (en tant que dépourvu de
points isolés) est nécessairement vide; I'ensemble 5 est done localement un Fg,
&’ol on conclut, d’apres le théoréme cité de M. Montgomery, que B est un Fy,
¢ q.f. d.
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Sur Popération lim ®(w,y) ).
y=-o00
Par

‘Waclaw Sierpidski (Warszawa).

M. N. Lusin a-démontré dans son livre connu?) ’existence
d’une fonction de classe 2 de Baire de deux variables réelles, &(z,y),
telle que la fonction (Q'une variable réelle @)

) f(#) = limn Oz, y)
y=+too .

(o1 im @ désigne Lopération de Cauchy-Hadamard qui consiste
4 prendre la plus grande limite d’une fonction) est non mesurable B.

 Le but de cette Note est de faire quelques remarques & propos
de ce résultat. '

En premier lieu je prouverai gu’on ne peut remplacer dans

1a proposition de M. Lusin la classe 2 par la classe 1. En effet, je
démontrerai le

Théoréme 1, Si Bx,y; est une fonetion de classe <1 de deuw
wariables réelles, lo fonction (1) est de classe <3%).

Ensuite je démontrerai le

Théoréme 2. Si O(z,y) est une fonction de Baire de deux va-
riables réelles, la fonction (1) est mesurable L.

Je déduirai le théoréme 2 d’une proposition plus générale
‘concernant certaines familles de fonctions de plusieurs variables
Téelles.

1) Le résumé de cette Note fut publié dans les Acta Pontif. Acad. Scientia~
Tum Vol. IV, 1940, p. 203-204. .

2) Legons sur les ensembles analyliques et leurs applications, Paris 1930,
Pp. 318-319. '

3) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre 1935, pp. 273-274.
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