Sur une propriété des ensembles ordonnés ).
Par

Wactaw Sierpidiski (Warszawa).

F. Hausdorff a démontré que tout ensemble ordonné
peut 8tre représenté comme une puissance & base 32). Le but de
cette Note est de démontrer qu’on peut remplacer le nombre 3
par le nombre 2. Je prouverai notamment que tout ensemble ordonmné
est semblable & un ensemble de swites transfinies formdes de nombres 0
et 1 et ordomnées daprés le principe de premiéres différences. Pluy
précisément, je démontrerai les théorémes:

Théoréme I, v étant un nombre ordinal domnd quelcongue,
tout ensemble ordommé de puissance %, est semblable & un ensemble
de swites transfinies de type o, formées de nombres 0 et 1 et ordonndes
Daprés le principe de premiéres differences®).

. Théoréme II. Dans le théoréme I le nombre w, ne peut pas
étre remplacé par un nombre ordinal (transfini) plus petit.

Je démontrerai d’abord deux lemmes concernant les suites
transfinies dyadiques qui par enx-mémes présentent quelque intérdt.

1) Le résumé de cette Note a paru sous le méme titre dans les Acta de
la Pontificia Academia Scientiarum Vol. 4, pp. 207-208.

2} Grundeiige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 182. ,Wichtig is — derit
F.Hausdorif — ... dass man jede geordnete Menge als lexikographisch goordnete
Menge von Komplexen mit wohigeordnetem Argument und wollgeordneten
Faktoren darstellen kann (sogar schon als Teilmenge einer Potenz mit der Ba-
sis 3 und einer reguléiren Anfangszahl als Argument)“.

La condition que I'argument de cette puissance soit un nombre initial
régulier nest pas essentielle (tout au moins si I'on n’impose pas des eonditions
supplémentaires) puisqu’on peut toujours augmenter le nombre de termes ’une
suite transfinie par 'adjonetion des termes =0. ‘ .

8) Pour »=1 j’ai démontré ce théoréme (sans I’éuoncer explicitement)
dans Fund. Math. 18, pp. 281-284. Notre démonstration est cependant hasée
sur une idée différente; le lemme I (L. c., p. 282) n’est pas valable p. . pour » = .
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Lemme I Soit & un nombre ordinal transfini donné quelcongue
(pas nécessairement de scconde espéce) et soit Us Densemble de toutes
les suites tramsfinies de type 9 formdes de nombres O et 1 et ordonndes
Dapres le principe de premiéres différences. These: L'ensemble Us est
dépourvw de lacunes.

Démonstration. Soit [4,B] une coupure de l’ensemble
ordomné Ug (c.-d-d. une décomposition de Us en deux sous-ensembles
non vides A et B, tels que tout élément de A précede dans Us tout
é&lément de B). Nous définirons, pour £< ¥, les nombres ¢; par I'in-
duetion transfinie comme il suit.

Posony ¢,= 1 #’il existe dans A des suites dont le premier terme

est =1, et dans le cas contraire posons ¢;=0. Soit maintenant ¢ un

nombre ordinal donné, 1< a< 9, et supposons que nous avons déja
défini tous les nombres, eg, olt £< a. Posors ¢,=1 §’il existe dans 4
une suite {Zelecs, telle qﬁe mg=c¢ pour £<a et .,=1, et posons
¢a="0 si une telle suite n’existe pas dans A.

La suite c={cleco est ainsi définie par Vinduction transfinie.

Soit maintenant &= {zleco une suite donnée quelcongue de
Tensemble 4. 8i Pon avait dans Us, ¢<3w, il existerait un indice
a<? tel que ’

=z pour £<<a, et ce=0 et =1,

ce qui est, comme on voit sans peine, incompatible avee la définition
du nombre ¢,. On a done soit a=e¢, soit ¥<¢, done ou bien ¢ est
le dernier élément de A4, ou bien ¢ e B. Or, dars ce dernier cas je dis
qu'il n'existe ancune suite y, telle que y eB et y<<e. En effet, admet-
tons que y={ys}ecy est une telle suite. D’aprés y<3e¢ il existe un
nombre ordinal a<<d, tel que

(1) ye=c; pour £-Za, et ya=0 et Ca=1.

Daprds ep=1 et la définition du nombre ¢q il existe une suite
@ e 4 telle que

=g powr E<a, o6 Ze=1,
ce gui donne, ’aprés (1):
wg=ye pour E<a, et Fa=1, Ya=0,

ot ceci est impossible, puisque zed, yeB et #<y. On ne p?ut qonc
avoir y < ¢ pour une suite y eB. Par conséquent, si ¢ appertient & B,
’est le premier dlément de cet ensemble.
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La coupure [4,B] n'admet done pas de lacune, ¢. ¢. f.'d.

TLemme IL. Soit Us le méme onsemble que dans le lemme I,
These: Us ne contient aucun sous-ensemble bicn ordonnd (dans U,,)
de puissamce >9. ‘

Démonstration. Supposons, par contre, que Pensemble Uy
contienne un sous-ensemble bien ordonné (dans Us) de puissance > 0y
50ib E={1}acs, Ol §;> 0 eb o a*={2f}; .y POUX a<<dy.

w={mgheco o6 Y={Y}scp €haNt deux suites différentes de
Tensemble Ug, nous désignerons par e(a,y) lo plus petit nombre
ordinal £, tel que %Y, On a done, pour @ e Uy, ¥ € Us, @=ky:
pla,y) <.

Comme z¢<2g%H pour at+1l<?y, on & @a%e*t)<d pour
a+1<d,. Lensemble de tous les nombres ordinaux o tels que
a-+1< 8, étant de puissance 51, et celui de tous les nombres ordinaux
<§ tant de puissance d< 3y, il existe (vu que 9 9=7>) un nombre
ordinal <4 pour lequel I'ensemble Elot 1<y, pla®2%+t)=2] est
de puissance > : ¢

11 existe donc une suite transfinie croissante de puissance >,
{agtney, OB 7>¥, de rombres ordinaux a,<9dy, telle que

@(asn,attl)=12 pour <y,

et nous pouvons évidemment supposer que y est un nombre ordinal
initial (e.-a-d. &<y pour é<y).

Posons encore fy=cy+1 pour 5<y; NOUS AUrONS, POUr N <y,
a<fy, et, pour p<i<y: ay<eag, eb aussi optl<ap eb o<y,
Par conséquent:

Il existe un nombre ordinal A<<d pour lequel il existe deux

suites transfinies {oylncy et {Byly<y de type y, oit y est un nombre
initial >9§, formées de nombres ordinaux et telles que

(@) 4y <Py<ag pour p<l<y
et
3) p(asn,af)=1 pour n<yp.

Désignons par 2 le plus petit nombre ordinal 4 jouissant de ces
propriétés.

Dlaprés (2), on &, pour <<y, %< ufy, dome, dapris (3)

(4) a%n=0, zfy=1, pour y<y.
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Or, Aaprés (2), Pp<ayy1, et, comme, aprés (4), a®m1=0,
on trouve o
(5) =1, op+H=0 powr 5Ly,
done Pp=Edpyr, b (VO que fy <aga):
(6) By <t

Qo afyp-La%n+1 eb, daprds (B), comme on voit sans peine

pour <y,

p(afy,a%+1) <A pour o <yp.

T’engemble de tous les nombres ordinaux <y étant de puis-
sance 7 et celui de tous les nombres ordinaux <1 étant (vo que-
2<§) de puissance <, il existe (vu que ¢-9<y) un nombre ordinal
A< A pour lequel Pensemble F [n< v, p(afs, a%+1)= 1] est de puis-

7

sance 9. T1 existe donc une suite transfinie eroissante de nombres
ordinanx <y, {Mulucy, OB 1>, telle que

(7) pla’i,af ) =1y powr w<yi s
Posons : ‘
U= Py Bu= g1 DOUT - 4 <3

d’aprés (6) et (2) nous aurons (vu que fy=oy+1 et la suite {nutucp
étant croissante):

dp<fu<ay POUr p<v<yy
et, d'aprés (7)

p(a,af) =1y pOUr p<yy

contrairement & la définition du nombre 7.

I’hypothése que lo lemme IT rlest pas vrai implique done
une contradiction.

Démonstration du théoréme I.

Soit B un ensemble ordonné de puissance &, et soit

(6<w)

(8) Uy Ugy ey Yoy Uiorby ooy Uy oo
e suite transfinie de type w, formée de tous les élémfm.ts de B-
Nous définirons, par Uinduction transfinie, une suite transfinie double
de nombres 0 eb 1, {65} (§< wp, n<wy) comme il suit.


GUEST


60 W. Sierpinski:

Posons al=al=0a}=0. Soit maintenant « un nombre ordinal
donné, 1<a<w, et supposons que nous ayons déjh défini tous
les nombres af, et aéw 4y bour £<a et n<a. §il n’existe aucun élément
wg de B, tel que ug<u. e §<a, POSONS ag7=a;‘n+1=0 pour n<a.
Qi des tels éléments e de F existent, soit A, ensemble. des suites
{&f}y<ze correspondantes. D'aprés le lemme I, il existe dans U
une suite qui est la premitre ne précédant aucune suite de Ay
g0it {a,j;} < cette suite. (9’1 n’existe pas de suites de U qui
suivent toute suite de Asq, on aura évidemment co;;:l pour n<< du).
Posons ensuite, pour &<a, af,= a5, =08l gty €6 6§, = af, =1,
8 1z Su,. Bnfin posons af,=0 et of  =1. Les rombres a"in ot
@, sont ainsi définis pour é<a et n<a.

: Les nombres cb§/, ol E<w, et n<w, sont ainsi définls par Vin-
duction transfinie.

Soit

{6y, DoUr E<wy; T={clcs,

et ordonnons lensemble T d’aprés le principe de premiéres diffé-
rences. Je dis que E~T.

Je démontrerai notamment que, pour a<<f<Cw,:

1° la formule u,<ug entraine a®-<d.

Draprés la définition de la suite double {af}, la suite {68y

ne précéde pas la suite {ar{;}v7 <23 01 & done ou bien a¢<<af ou bien

(9) ai=af, pour 7<2p.

Or, comme 4, <ug et a<<p, on a d’aprés la définition de a5 et
gy G5=05 +1=0 et, comme agﬂ=0 et cngﬂ +1=1, on trouve
encore, dans le cas (9), a*<3af.

20 Ta formule ug<3u, entraine of <ac.

Admettons que ¢a ne 8>t pas le eas. Il exigte alcrs, comme
on voit sans peine, deux nombres ordinaux, e et f a<f<m, (ui
sont les plus petits tels que '

(10) U= g -
et
{11) a® 3 df,

done les formules [<a et uz<<u, entrainent toujours la formule
{12) at <2 0%

et les formules a<C et u , rainen r srmule (1
t<p ¢<<Uo entrainent encore la formule (12;.
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Daprés (10) nous pouvons donc dire que les formules

(13) C<ﬂ eﬁ ﬂ;‘%‘llﬁ
entrainent la formule
(14) # 240,

Or, daprés la définition de la suite double {af‘]}, on a ou bien

agﬂ_—_agn 1= 0 pour n<p, e, dans ce cas, évidemment

{dndncos S {0 }nce .
(dans Usg), ou bien la suite {afy},,@p est 1a premidre dans Usp qui

ne préecéde aucune suite de Ay. Vu la définition de l'ensemble Ag,
les formules (13) entrainant la formule (14), on trouve

{“51}1705_5_{”'5}17@3 pour {a’gl}ﬂi<2{3 € Agg;

la suite {af}y<ap est donc une des suites de Us qui ne précédent
aucune suite de Agg; la suite {af}ncop 6tant (dans Usy) la premiére
de telles suites, on trouve encore la formule (15). Comme a<f et,
@aprés (10), on a, vu la définition de afy:

(16) ag=1 et af,=0.

Tes formules (15) et (16) prouvent que

ot < a%,
contrairement & (11).

La proposition 20 est done vraie. On a (Qaprés 10 et 29) B~ T,
et le théoréme I est démontré.

Démonstration du théoréme II.

Admettons que le théoréme II soit faux, c.-a-d. que (pour
un nombre ordinal » donné) on puisse remplacer dans le théordme I
le nombre w, par un nombre ordinal #<w,. En particulier, 'ensemble
bien ordonné de type w, serait semblable &4 un sous-enserable de
lensemble Us (ordonné d’aprés le principe de premiéres différences).
Or, comme ®,>0 (puisque d<w, et w, est le plus petit nombre
ordinal de puissance %,), cela contredit le lemme IT.

Le théoréme II est ainsi démontré.

L’ensemble U,, étant évidemment de puissance 28y, il résulte
de notre théoréme I qw’il existe, pour tout nombre ordinal », un
ensemble ordonné de puissance 2% qui contient, pour tout ensemble
ordonné de puissance X, un sous-ensemble semblable. Or, je dé-
montrerai le
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Théoréme IIT. Si v est un nombre ordinal de premidre espice,
v=pu-+1, il ewiste un ensemble ordonnd de puissance 8 (d’éléments
de U,,) qui contient, pour t0ut ensemble “ordonné de puissance R, un
sous-ensemble semblable.

Démonstration. Soit »==u-+1, ot x est un nombre ordinal
donné >0, et désignons par H, l'ensemble de toutes les suites
{64}n<o, Qe U, pour lesquelles il existe un indice (variable) A< aw,
tel que

an) wm=1 et ;=0 pour A<y<w,.

Désignons respectivement par P? et P les deux propriétds
suivantes d’un ensemble ordonné U:

Py. B étant un sous-ensemble de U de puissance <y, il existe
deux éléments o et b de U tels que

(18) a<¢<b pour cek.

B B et E, étant deux sous-ensembles de U tels que 17;<N,,,
Hy<8y et que (dans U)

(19) a<3b pour aeE, bekh,

il existe un élément ¢ de U tel que

(20) 0¢<3b pour aclky, bel,

(ainsi Py veut dire que ’ensemble U n’est ni coinitial ni confinal
avet un sous-ensemble de puissance <k, et P veut dire que U ne
contient pas de sous-ensembles consécutifs de puissance <<x,).

On appelle, A’aprés F. Hausdortf, ensemble 5, tout ensemble
ordonné jouissant des propriétés Py et P3.

Je démontrerai que l'ensemble H, est un ensemble 7,.

Soit, en effet, B un .sous-ensemble de H, de puissance <y,
done, vu que y=u+1, de puissance <8, Comme BCH,C Us, nous
pouvons poser B={a}scp, o F<ty, b af={af},c,,. Comme f ¢ H,
pour £<g, il existe, pour tout &<p, un nombre ordinal Ay < wp
tel qu'on a

“;5.§=1 et af=0 powr i<n<a,.

N L’gnser.nble de tous les nombres g o £< ¢ étant de puissance
9 <Ry, il existe un nombre ordinal A< wuy=ow, tel que

<2 pour <.
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Posons
a,=0 pour n==2, a;=1,
by=1 pour #n<i, by=0 pour A<n<wy,
a={ty}n<a, d={bpln<o,:

On a évidemment a e H,, b e H, et la formule (18).

Soient maintenant E, et E, deux sous-ensembles de H, de
puissance << §,, done <Ry, tels qu'on ait la formule (19).

L’ensemble U,, n’admettant pas, ’apres le lemme I, de lacunes,
il existe, comme on voit sans peine, une suite de Uy, s0it p={py}y<a,,
qui est la premiére (dans U,,) telle que

(21) asp pour aelk,.
On aura done, d’aprés (19):.
(22) p3b pour b ek,

Si on avait p e F,, on aurait, d’aprés E,CH,, p e H, et il exi-

" sterait un indice p<<w,, tel que

Po=1 et py,=0 pour p<n<aw,.
Posons ’ '

Py=Py DOUr 7<g, Po=0 et py=1 pour o<<n<w

On a évidemment p'<3p dans U, et il n’existe dans U, aucune
suite u, telle que p'2u<2p: A’aprés (21), et vu que peE,, on aurait
done

asSp' pour aceky,

contrairement & la définition de la suite p.
On a donc pnon € By, et d’aprés (22):

(23)

p<<b pour b ek,

Comme ngﬂ, E—'—zgsﬂ, nous pouvons poser BEi={a!}ecq,s
ot g, <Ry Bo={0}scpy ON Po<Ru. Comme B, CH, eb E,CH,, nous
trouvons, comme auparavant, un nombre ordinal i< ww tel que ’

ad=0 powr E<g, A<n<

=0 pour £<gy, A<n<w,.
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Posons
(26)  ey=py pPOW 7<h e=1, ;=0 pour A<n<lo,

et c={cp}y<a,; évidemment ¢eH,. Soient o= {aylycu, €t b={b)}i<a,
deux suites transfinies, o e B, b e B,y d’aprés (21) eb (23) on a

a3p=3b, )
ce qui donne, d’aprés (25), comme on voit tout de suite (dans Uz)

(27) {anin<a 2{Patnca =5 {baknca-
Or, d’aprés (24) on a a,=0 et, d’aprés (26) et (27) on trouve

{tntnca=3{entncas

a<3e.

Comme p<3b, et d’aprés (25), il existe un nombre ordinal x< 2,
tel que

donec aussi

Py=by pour n<x, pu———(), by=1,

done, d’aprés (26) (comme x<<Ai):
e=by pouwr < ¢=p,=0, bh=1,

et (dans U,yq):

{entnce =< {bnknccn
¢<3b.

On a done a<3¢<3b, et V’ensemble H, jouit de la propriété Ei.
Nous avons démontré ainsi que Pensemble H, est un ensemble 7,.
Or, F. Hausdorff a démontré que tout ensemble u, contient,

pour tout ensemble ordomné de puissance R,, un sous-cwsemble
sembloble ).

ce qui donne

En effet, soit B un ensemble ordonné de puissance &, eb soit (8)

une suite transfinie de type w, formée de tous les éléments de J.
Or, soit H un ensemble 7, et soit

(28) hl,hz,.;.,7lm,hw+1,...,h§,... (.E<(p)v

une suite transfinie (de type @) formée de tous lés dléments de H.

4 L e., pp. 181-182.
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Posons f(u,)=hy. Soit o un nombre ordinal donné, 1< a<my,
eb supposons gue nous ayons déjh défini tous les éléments flus)
pour £<a et qu’on ait flug)<Sfluy), 8l E<a, n<a et wp<uy.

L’ensemble de ces éléments est de puissance a<®, (puisque
a< w,). Noug définissons f(u,) comme le premier terme % de la suite
{28) qui, pour tout indice &<a, a les mémes relations d’ordre dans H
par rapport & f(ug) que . a dans F par rapport & u;. Il résulte des
propriétés Pj et P de H qu'un tel élément b existe toujours dans
la suite (28). Les éléments f(ug), ol £<<w, sont ainsi définis par
I'induction transfinie, et on voit sans peine que leur ensemble est
semblable 4 1’ensemble E. ’

~ Caleulons maintenant la puissance de l’ensemble H,. Vu la
définition de H,, on a évidernment

(29) H,C) T,
S0,

oL Ty désigne l'ensemble de toutes les suites {a,}yco, de Uy, ol
a,=0 pour 4<yn<wy. Or, on a

Ty=0"< oM,
puisque, d’aprés ¢<wy=wup1, 00 & HKHE. VU (29) on a:
oty 28 08, 28— OBy

puisque 8=, 1< 2%, )

D’autre part, on a évidemment H,>9%, puisque toute suite
{On}r<a, de Ua,, O ag,=1 et ay=0 powr wu<é<awy, appartient
4 H, On a .

ﬁ_:z 2“!‘,

IL’ensemble H, satisfait done aunx conditions du théoréme ITL
qui se trouve ainsi démontré. En méme temps nous avons dé-
montré le:

Théoréme V. Il existe, pour tout nombre ordinal u>=0, un
ensemble iy de puissance 2.
Or, je démontrerai le

Théoréme V. Tout ensemble 1,41 est de puissance =28 (pour
tout nombre ordinal uz0).

fundamenta Mathematicae, T. XXXVI. b
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.= Tiémonstration. -Soit 4 un mombre ordinal domné >0. II
sufin"a de démontrer que si H ‘est mn. ensemble 7.1, H contient
un Sous- énsemble semblable 4 Vengemble Uw” (gui est de puis-
gance 28wy, oo

Soit done H un ensemble Hudt et £0it (28) une suite transfinie
(de type q:) formée de tous les éléments de .H, et )

' . 4 (E<py
une suite tra,nsfmle (de type 1/)) formée de toutes les suites de U,,.

Pogons g(at)=h;. Soit maintenant o un nombre ordinal donné,
1< a<1, et supposons que nous ayons déjh défini tous les éléments
g(af), pour £<a, et que g{ (af)<2g(an) dars H, si é<a, n<a et ab<a?
dans U, . Soit M, Vensemble de toutes les suites af ol £<a eb

"

afa® dans Us,, eb soit N, Pensemble de toutes les suites af, ol
E<a et at>a® dans U,,,ﬂ. Si Pensemble ordonné M, (comme dans U“u)‘
n'est pas vide, il existe, comme on le sait, un sous-ensemble bien
ordonné de M,, soit M qui est confinal avee M,. Pareillement,
8i No=0, il existe un sous-ensemble bien crdonné de Ng, soit N,
coinitial avec N.. D’aprés le lemme II (et vu que M,,CUQ,M ct
N, CUs,), on & H,<8y ob No<<Ru. On aura done aussi g(My) <y
et g(Nu)<8u- Or, 81 B' e g(Ma), b’ € g(Ng), il existe un &<Ca et un
n<a, tels que h'=g(af), K'=g(an) et ofe My, a?eNi, done
w2052 et af < o (dans Ump;) ce qui-donne, d’aprés notre hypo-
a5 y=2g(a), e.-a-d. B'<h' (dans H).
On & done, dans H, g(Me) -{g ) et, d’aprés 1a proprlété P‘ L de H
il ‘existe un -élément h de H, tel que g(Me)<h<<g(Ng). Le premier
élément b de 1a suite (28) rempliésant cette -condition sera, par
définition, ’élément g(a%). .

Dans le cas, ol 'un des ensembles M, et N, est vide, la défi-
nition de g(a®) doit &tre modifiée d'une facon évidente (avec recours
5 1a. propriété P4 de H au lieu de la propriété PiT).

On voit sans peine que, pour £< a, g(2%) aura dans H les mémes
relations d’ordre par rapport & g(af) aue a* a dans Vo, pfxr rapport:

4 af. On a donec g(a®) ==g(ef) pour &é<a.

La suite transfinie {g(a%)}icy est ainsi définie par Vinduction
transfinie et leurs termes sont des éléments digtincts de H. Comme
a:ﬁ;:z&&, on. trouve H>2%, c. q. 1. d.

Il est & remarquer qu’en méme temps nous avons démontré

que tout ensemble nuy1 conticnt un sous-ensemble ordonné de type 29
{c.-4-d. de méme type que U, )

ot 02,..., a0 a0t v @y
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Les théorémes IV et V nous donnent tout de suite le

Théoréeme VI, u diani un nombre ordinal donné =0, la plus
petite puissance des ensembles nu4q est 28,

Il en résulte le

Corollaire. Soit p un nombre ordinal donné =0. Pour qu'il
ewiste un ensenble 77,L+1 de pﬂzssmwe Rut1, 4 ]‘uut et il suffit qu'on
ait "x”~x,‘+1 - : .

Cette derniére proposition a été démontrée par F. Hausdorff
sur une voie différente F).

5 1 c., p. 182,

5*
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