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The equalities (11-14)
The easy pro'of (by induction on the length of 8) is omitted
In particular ¢0=[E(a)]=0¢B, by (10), which proves (k).
8. Generalizations, By the same method Godel’s theorem
can be Proved for the functional caleulus with the sign of equality =
The axioms of this systems are the axioms A1-3 and T

Ad rp=ux,.

A3 (wp=a) — (a-» a (:'1))

The algebraic interpretation of the f
' alge 1t ; ormula &= is w2,z
where p ¢ F? is an (I, B,) funetion defined by the cond;tiony;(- w )

pmn)=1eB, if m=n; pmyn)=0eB, if mn
A method similar to that of our

two-valued sentential calculus.

. N m?e also that the condition that I is t

integers is not essential in sections ©

non-void abstract set.

proof may be used for the

he set of all positive.
, 3 and 4. I may be an arbitrary

imply that SZ::,?= [E(p)] for every formula B.

Le dernier théoréme de Fermat pour les nombres
ordinaux.

Par

Waclaw Sierpifski (Warszawa).

Le dernier théoréme de Fermat n’est pas vrai pour les nombres
ordinaux. En effet, on a le

Théoréme 1. Quel que soit le nombre ordinal p, il existe trois
nombres ordinaux distincts a,f et y dont chacun est plus grand que u
et tels qu'on a

(1) anpr=npn pour n=1,2,3..
Te théoréme 1 est une conséquence immédiate de la formule
(2) {08+ (0f - 2)2= (wf-3;"

qui, comme on le vérifie sans peine, est vraie pour tout nombre
ordinal £>0 et pour tout nombre naturel » (pour le voir, il suffit
de remarquer qu’on a pour tout nombre ordinal positif & et pour k
et n naturels (efk=cfk).

Les termes & gauche de la formule (2) sont commutables;
si on voulait avoir des termes non commutables, on pourrait
remplacer la formule (2) par la formule

(QEe) + (5= (QE(w +1))"
qui a Heu pour tout nombre ordinal E>Q et pour tout nombre
naturel n.

Citons encore sans démonstration les solutions suivantes de
Péquation (1) pour n naturel donné (ol les nombres ordinaux
a, B et y dépendent de n et dont on ne peub pas déduire le théoréme 1)z

(@rHjn 4 (M= ("t o) pour n=1,2,3,..
et
(A2 4+ 1)1 - [(2 4 = [(A+10T
quel que soit le nombre naturel » et le nombre ordinal 4 de deuxiéme
espéce.
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On démontre aussi facilement qu’dl emiste pour tout mombre
naturel n et pour tout nombre ordinal p des nombres ordinaus o By
. " \ ’ . ’
satisfaisant & Péquation (1), dont chacun est plus grand que . et tels q;ce

a=f. Cela résulte tout de suite de I’égalité
(087 + (&)= (k- 2)n
que P'on démontre sans peine pour tout nombre ordinal £>0 et
pour tout n naturel. ‘
‘ Pareillement il est facile & démontrer qu’il existe pour tout
nombre na;ture‘l n et pour tout nombre ordinal u des nombres ordinauz
a, B, v satisfaisant & Déguation (1), dont chacun est plus grand que )7
et tels que f=1y. C’est une conséquence immédiate de Pégalité
(0f) - {wiH)= (weti)n

qu’on 'a pour tout nombre ordinal £>0 et pour tout n maturel
Nous nous occuperons maintenant de Péquation

(3) a? 4 pr= y,z,

Ou / est un nombre ordinal quelconque. On a ici le

Théoréme 2. 1 dtant un nombre ordinal de premiére espéce
et u un nombre ordinal quelcongue, il existe des nombres ordinaux
ay B,y plus grands que Hy satisfaisant & Dégquation (3) et tels que les
nombres o, p* et y* sont distincts. e
) Dc:monstra-t_lon. En tant que nombre de premiére espéce
A p?ut étre présenté sous la forme J— of +n, ol ¢ est un nomb 0
ordinal >0 et n est un nombre naturel. ’ » *

i En multipliant les deux cotés de 1’égalité (2)
%5 et vu quon a pour £>0 et .
(wfk)oftn= @il ¢ I

¢ ] & gauche par
£>0 ordinanx et pour k et n naturels
, on trouve

((uf)wé"{-ﬂ _;.((,)i.g)m;-}-n: (wg . 3)@g+,,.

positiiln eguil;f:ﬁ: encore plus que le théoréme 2, & savoir la pro-
ordifn:zlu ;'tiﬂig un ’;»Z;?Zbr.c tg‘dinal quelconque, il existe des nombres
ordingl 1 dre ;) ;’e £iére 9:;;:; %uée ,;L. e,jt tels qu'on a pour tout nombre
et y* sont distincts. € Vegaiité (3) el que les mombres o?, p*

Or, nous prouverons qu'il wexiste aucun systéme de trois nombres

ordinaur a, B, v plus grands i
’ que 1 et tels qu’on ait ;
ordinal 1 de deuxiéme espéce Uégalité (3).q pour tout nombre

icm
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En effet, soit ¢ un nombre epsilonien, done tel que o*=e.
Soit & un nombre ordinal tel que £<e. On a done £<w* et il existe
un nombre ordinal positif »<Ce, tel que §<w?, Aol e<iH-e< w0t =
=wf=¢, done &4-e=e et, comme r<g, aussi r+e=e, d’ol eLreg
Lo? wf= o't = ¢t=e¢, ce qui donne re=¢ et FL(w'f=n"=0"=¢,
d’ol

(4)

geLe pour tout nombre ordinal f<e.

Si Pon admet que £>1, on a £>2¢ et, comme we=¢ et
Q6= 205 (20)e== =g, on trouve £>=e pour £>1, et la formule (4)
donne
(5) Fr=g

pour 1<i-Te.

Soient maintenant a, 3, et y trois nombres ordinaux plus grands
que 1. Il existe, comme on sait, un nombre epsilonien = plus grand
que a, § et y. On aura done, d'aprés (3): af=ff=y‘=g, Aol

OF S [E > e

Notre assertion se trouve ainsi démontrée.

Pour les nombres ordinaux 2 de deuxiéme espéce on a le

Théoreme 3. Il existe trois nombres ordinaur positifs distincts
a, f et y satisfaisant pour tout nombre ordinal transfint % de dewriéme
espéce @ Véguation (3).

Le théoréme 3 est une conséquence immédiate de la formule
(6) 1412437
qui a lieu pour tout nombre transfini i de deuxiéme espece (comme

il résulte tout de suite de 1’égalité Z0=3°= o).

Théoréme 4. ) étant un nombre ordinal transjini de deuxiéme
espéce et pun nombre ordinal quelconque, il existe trois nombres ordinauw
distincts a, B, y plus grands que pu et satisfaisant & Déquation (3).

Le théoréme 4 résulte tout de suite de 1'égalité .

(i (0= (o F1)*
qui, comme on le vérifie facilement, g lien pour tout nombre ordinal
positif & et pour tout nombre ordinal transfini 1 de deuxiéme espéce.

Nous démontrerons encore le

Théoréme 5. 8i i est un nombre ordinal transfini de deuxieme
espéee et a, p et y sont trois mombres ordinaui positifs satisfaisant
& Déguation (3), on a p*=3*
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Démonstration. Soient a, f et y trois nombres ordinaux
positifs satisfaisant 4 ’équation (3), ot A est un nombre ordinal
transfini donné de deuxiéme espéce. On a done y>1 et, 1 étant
un nombre transfini de deuxiéme espéce, y* est, comme on le sait,
une puissance du nombre o dont I'exposant est positif et par suite
le nombre 3* n’a pas de restes positifs autres que lui-méme. Ii résulte
done de Pégalité (3) et de I’hypothése que >0, donc >0,
qu'on a fi=y%, c. gq.f. d.

Nous examinerons encore, quels sout les exposants trans-
finis Z pour lesquels I’équation (3) a des solutions en nombres na-
turels distincts @, § et y. (Pest le cas pour les nombres ordinaux
transfinis 2 de deuxidme espéce, comme le prouve la formule (5).

Supposons maintenant que A est un nombre ordinal transfini
de premiére espéce, i=w{+n, ol { est un nombre ordinal >0 et %
un nombre naturel, et admettons que les nombres naturels distinets
P, ¢ et r satisfassent & D’équation

(7) P A=,

Sl était p=1, done ¢>1 et r>1, on aurait d’aprés (7), vu
que k*=}vn= ofk", pour k naturels >1: 14algr=obn, et comme
1+etfqr=wtgn on trouverait wigi=wtrm, d’ol g==r, contrairement
& 'hypothése que les nombres p, ¢ et » sont distinets.

Sl était g=1, p>1, r>1, on aurait wipm--l=ofm ce qui
est impossible, le e4té gauche de cette égalité étant un nombre
de premiére espéce et le ¢6té droit — un nombre de deuxiéme espéce.

Les nombres p, ¢ et r sont donc tous plus grands que 1 et
on a ph=ulps gt=nie et ré=irn, donc A’aprés (7) et la loi distri-
butive

0 (P + 7)) = of pr ot = wfm,

ce qui donne pn-Lgn=gn,
I1 en vésulte tout de suite le

Théoréme 6. §i ) est un nombre ordinal transfini de deuxiéme
espéce Uéquation (3) a des solutions en nombres naturels distinets a, B,y.
St 4 est un nombre ordinal de premiére espéce, A=awl +n, ol n est
un nombre naturel, Véquation (3) a des solutions en nombres naturels
distincts a, 8, y dans ce cas (et seulement dans ce cas }, ot Déguation (1)
a des solutions en nombres naturels a, B, y.
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En particulier ce sera donc le cas pour n=1 et pour n=2.
En effet, on a pour les nombres transfinis I quelcongues:

204+ 1 goiH = jaiH
et
Fe2 4 et Feite,
Il est enfin & remarquer gqu’on a pour tous les nombres or

dinaux 2 transfinis
14 4 02— 94,

Quelques mots encore 4 propos d’une autre proposition fz}meuse,
3 savoir de I’hypothése de Goldbach. Elle n’est pas vraie pour
les nombres transfinis. On peut démontrer que le plus petit nombre
ordinal transfini pair qui n’est pas une somme de deux 1}on1bres
ordinaux premiers, est w 10 et que le plus petit nombre ordma.l >1
qui n’est pas une somme d’un nombre fini de nombres ordinaux

premiers, est o
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