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Sur les suites doubles de fonctions,
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Théoréme 1. Soit fual@) (m=1,2,..; n=1,2,..) une suite
double infinie de fonctions mesurables dune variable réelle, assujettie
& la condition suivanie:

Ty Kpy e € Iy lo. ... €tant denw suiles infinies quelcongues de nombres

naturels, telles que
Hm k,=1lim l,= +o0,

n=co n=o0
o a
Lim fp,, 1, (@)= f()
oo .
pour tout &, abstraction faite d’un ensemble de mesure nuile (dépendant
des suites kyykgy... 8 1.0, ... )
On a alors
lim fm,n{‘t)zf(‘x)
m,n
pour tout x abstraction faite d>un ensemble de meswre nulle 1),

Démonstration. 11 suffit évidemment de démontrer le
théoréme pour les fonctions fua(z) (m=1,2,..; n=1,2,...) définies
dans Pintervalle I=[0<a<<1], en posant f(#)=0 pour z  I.

S0it fma(®) (m=1,2,..; n=1,2,..) une suite double de
fonctions satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1 dans linter-
valle I, ob f(#)=0 pour z eI et supposons que lensemble E de
tous les nombres z de I pour lesquels 1’égalité Lim fun(@)==0 est

en défaut ne soit pas de mesure nulle. Les fonetimo}gs fm,n(®) étant
mesurables, ’ensemble E est donc mesurable et de mesure positive.

Pour tout nombre z e E, il existe deux suites infinies de nombres
naturels %, %, ... et IL,ly..., telles que lm k,=liml,=+oco sans

. n=oo n=0co . .
que limf, 5 (z)=0. Il en résulte, comme on le voit sans peine,

1) e théoréme. résout un probléme de M. Sikorski.
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qu'il existe un nombre positif @ et un ensemble H de mesure po-
sitive 2d (contenu dans X) tel qu’il existe pour tout nombre z de H
deux suites infinies %,%,,.. et l,ly,... de nombres naturels pour
lesquelles lim %, ——hml _+oo et

n=00
[F et (@) > @

Posons pour m et # naturels

(n=1,2,...).

(1) Hm,an”fm,n(m)l > a]
et pour p=1,2,.. ¥
(2) SPZZ ZHm,n-
. m=p n=p
On a évidemment HC Sppour p=1,2, ..., done m(8p) = m(H) =24

pour p=1,2,... Il en résulte sans peine d’apres (2), que, quel que
soit le nombre naturel p, il exigte un nombre fini de systémes @’in-

dices (mP,n®) (i= 1,208, tels que m ">p et wP>p pour
1=1,2,..,5 et

(3) m(Z' Hufp), np) > d.

Désignons par (k,1,) le n-tiéme terme de la suite infinie des
systémes ‘

( (ORI ¢)]

mi”,n! 2 oy (M)

1
): (mZ nZ msl,'n( )); (ng)l 7 (2)) ( ;ﬂg))

(ml ,ngﬂ)) (m§ (p) (P) (,mgl;l),,,‘(ll))

-

(4)

) Vu que m! )>p et nd>p pour i=1,2,..s p (p=1,2,...), on
2 évidemment hm ky, -]1ml o= +-00.

» Posons )

(5) A,,=2H.m,(p> ap) pour p=1.2 .., ot Q hm Ay

01 on démontre dans la théorie de la mesure que. A, 4 ,As,

dlant une suite wifinie de sous-ensembles mesurables de Vintervalle T
tels que m(4d)>d pour k=1,2,..., on a

(hm A >=az).
On a done Q}>d
_—

%) Voir, par exemple 8. Saks Theory of the Inte
, gral, Mono, dfle M tem -
tyczne, tome VII, Warszawa—Lwéw 1937, p. 17, formule (9.3). gl‘ e
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EBtant donnés un z <@ et un nombre naturel g, il existe par
conséquent un indice p>gq tel que we.d,, done, d’aprés (5), un
indice i,<s, tel que meHm(p) ,n(p) et, d’aprés (1), f]‘m(p) n(p)(w)]>a‘

Cette inégalité se présente donc pour une infinité de syqtémes
de la suite (4). I1 existe ainsi une infinité de nombres n tels que
[fep1,(®)] 2 @, sans que Pon ait lim]’k 1o (Z)=0. Ceci ayant lieuw

pour tout :veQ, il n’est done pas vxal que 'égalité hm o1, (€)= 0

ait lien pour tous les nombres # de I sauf ceux qui imment un en-
semble de"mesure nulle, ce qui contredit Phypothése du théoréme 1.

L’ensemble de tous les nombres # de I pour lesquels 1égalité
Hm f, .(2)="0 est en défaut est donc¢ de mesure nulle et le théoremo l

glen trouve -ainsi démontré.

Le. probléme se pose si ’on peut, dans le théoréme 1, supmlmer
le mot ,mesurables®? (Pest seulement en admettant l’hyputhese
du continu que je sais démontrer que la téponse est négative.
On a le i

Théoréme 2. Si “N=y,, il existe une suite double de fonetions
d'une variable réelle, [, ,(x), telle que:

19 quelles que soient les suites infinies Fy,ks,.
nombres naturels pour lesquelles Him k,=1im I,= =00,

n=eo n=0o

et lyly,... de
(42 -

(6) llmfk A (2)=0

pour tous les 2 réels abefmdzcm faite dun ‘ensemble au plus de-
nombrable,
20 zl n'existe aucun x réel pour lequel on ait Iim Fmn(it)=0.

Démonstration. Convenons d*écrire 4-2B pour "denx suites
infinies de nombres naturels 4 — (01, ...) et B={(b,,bs,...) lorsqu’ il
existe un 7 naturel tel que.a,<b, pour %>>1. ) ’

Lemme. FKtant donnée une suite infinie de swites -infinies de
nombres naturels A'—(a,('? afd,...), il existe une suite infinie croissante
de mombres naturels B_(bl,bg, -) telle que ADLB pour =1,2,.:

Démonstration du lemme. I suffit de poser pour k=1,2, ...

b= 51 5’ a(‘H” 1,
1—11—1
pour avoir b, >a{) pour k>i. Par conséquent 4® B pour i=1,2
D’autre part les nombres «{) étant naturels, on a bpy1>by pour
k=1,2,..
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Admettons maintenant que 9%—y . Iensemble § de toutes
les suites infinies de nombres naturels étant de puissance 2%, donc
de puissance &, d’aprés I’hypothése, il existe une suite transfinie

du type 2:

Ay Ay Ay Ay, Agy . (E< Q)

formée de toutes les suites distinctes de §.

Soit a<< Q. I’ensemble de tous les nombres ordinaux t< @ est
donc au plus dénombrable et, d’aprés le lemme, il existe une suite
infinie croissante de nombres naturels B, telle que A4;<3B, pour
E<a.

La suite transfinie {B.}ece jouit de la propriété suivante:
si Agnon < B, on a a<{f. Par conséquent, quelle que soit la suite
infinie 4 de nombres naturels, il n’existe qu’un ensemble au plus
dénombrable de nombres ordinaux «< Q tels que Anon < B,.

Soit B.= (b1,bs,...).

II résulte de I’hypothése 2%=y; qu’il existe une suite trans-
finie du type 2:

(7) Wyy Loy evey Py Lty -y Ty --r (<)

tormée de tous les nombres réels distinets.
Posons pour k et I naturels:

: 1 si I=b;
8 Fo)=
@ il P

Je vais montrer que la suife double des fonctions fp (x) jouit
des propriétés 1° et 20,

En effet, solent ky,ky,... et U,l,... deux suites infinies de
nombres naturels, telles que lim k,=1lim I,,= 4-co.
n=oo n=00

Soit k un nombre naturel donné. Si k n’est pas un terme de la
suite infinie %, ks, ..., posons a,=Fk. S'il existe des termes de la suite
infinie k,, %,, ... égaux & k, leur ensemble est fini (vu que lim k,= - c0):
soient ky,, ks, ..., k;, ces termes. Posons alors =

ap=max (l;,l,, ..., 5).

11 en résulte que
{9) g, =1, (n=1,2,...).
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Soit maintenant x un nombre réel donné et admettons qu’on
n'a pas hm frpr(@)=0. Il existe done une suite infinie croissante

Ll (m
un terme de la suite (7); soit &=wx,. D'aprés (9) et (8) on a done
ay, >1, =b; pour n=1,2,... Il en résulte que A non-<B,, et
qutns, comme nous avons démontré, ’ensemble des nombres ordinaux a
satisfaisant & cette formule est au plus dénombrable. Il existe done
un ensemble au plus dénombrable de nombres réels # pour lesquels
on n’a pas limf ; (#)=0. La suite double f,(x) jouit donc de
la propriété 1i°.

Soit o=, un nombre réel donné. D’apreés (3} on a j,‘.’bg(m)z 1,

d’1nd1ces rl,rz, , telle que f,, =1 pour n=1,2,... Or, x est

., €h, la suite infinie b{,15,... étant croissante il en
La suite double f, ,(x)

pour k=1,2,..
résulte que l'on n’a pas Hm fp (@)= 0.
m.n

jouit alors de la propriété zo.

Le théoréme 2 est ainsi démontré.

M. Borsuk a posé le probléme suivant: f,,.(2) éant une
suite double de fonctions mesurables satistaisant & la condition 19 du
théoréme 2, a-t-on Hm [ .(x)=0 pour tous les i réels sauf pour ceuwr
qui forment un emsemble au plus dénombrable?

En admettant I’hypothése du continu, je déduirai du théoréme
2 que la réponse & ce probléme est négative.

En effet, s0it gmn(2) une suite double de fonctions satisfaisant
aux conditions 1° et 2° du théoréme 2. Soit P I’ensemble parfait
non dense de Cantor. L'ensemble P est, comme on le sait, de mesure
nulle et de puissance du continu. Il existe donc une fonction g(x)
qui transforme d’une fagon biunivoque I’ensemble P en 1’ensemble X
de tous les nombres réels.

Posons
pour xelP,

(10) re X—P.

) { S

0 pour

Chacune des fonctions fu,(r) est donc nulle pour tous les
réels sauf pour un ensemble de mesure nulle. Les fonctions Funyn (i)
sont donc mesurables (pour m et n naturels).

Soient ky, ks, ... et 1,1y, ... deux suites infinies de nombres naturels,
telles que lim %,=lim I,= 4 co. Comme les fonctions Jmn(®) satis-

= n=co
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font & la condition 1° du théoréme 2, il existe un ensemble F aw
plus dénombrable, tel que

{11) limg, ,(#)=0 pour x e X —7.
n=eco W°R

Soit maintenant z un nombre réel pour lequel on n?a}

pas lim f; 5 (#)=0. D’aprés (10) on a donc #eP sans avoir

lim 0 1( (2))=0. et, d’aprés (11), on conclut que ¢(z)e E. L’en-

semble E étant au plus dénombrable et la fone’mon @(r) étant & va-
leurs distinetes pour @ réels, il en résulte que x appartient 3 l’en-
semble au plus dénombrable ¢g—1(E).

Si Pon avaib hm fmn(2)=0 pour un nombre x ¢ P, on aurait

Hm g n(@(@))=0 d’a:plés (10). Or, c'est impossible, vu que la suite

'double Imna{?) satisfait 4 la condition 2° du théoréme 2.
L'égalité lim g,,,(x)=0 est donc en défaut pour ze P, c’est-
m,n

a~dire pour les nombres » formants un ensemble de puissance du
continu, c. q. f. d. )

M. Borsuk a posé aussi le probléme suivant: f,,(z) étant
une sutte infinie double de jonctions de Baire satisfaisant & la con-
dition 1° du théoréme 2, a-t-on limf, .(2)=0 pour tous les z réels,

m.n
abstraction faite dun ensemble an plus dénombrable?

La réponse & ce probléme est- positive. La démonstration est
analogue & celle du théoréme 1, mais au lieu de profiter des pro-
priétés des fonctions et des ensembleﬁ mesurables, il faut s appuyer
sur les trois propos1t10ns suivantes:

1. 8i fa(®) (n=1,2,..), respectivement & fn,.(z) (m et n na’
turels), sont des fonctions de Baire, I’ensemble de tous-les nombres
réels & pour lesquels on a hm fa(%)=0, 1'espeo.tivement celui pour
lequel on a lim f,, ,(#)=0, eat m(,su*"able B.

m,n
. Tout ensemble mesurable .B mdénombrable contient wn
30u8- enqemble parfait.

3. Si P est un emsemble linéaire parfait et B} est une suite
double d’ensembles mesurables B, telle que PCB¥4BEf.. pour
k=1,2,..., il existe un souts-ensemble parfait @ de P et une suite
infinie dé nombres naturels ¢;,qy,... tels que. QCBE-+ Bi4 ..+ BE,
pour k=1,2,...
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Les propositions 1 et 2 sont bien connues. Quant a la pro-
position 3, elle peut étre démontrée comme il suit.

Soib Bk (k et 1 naturels) une suite double d’en%nﬂl‘es Iilesu-
rables B et soit P un ensemble parfait tel que PCBi+ Ba..
pour k=1,2,... L’ensemble P étant, en tant que parfait, de puissance
du continu, l’un au mo'ns des ensembles B}, B}, ..., soit Bj, contient
une infinité indénombrable de points de P. L’ensemble BiP est
mesurable B et indénombrable; il contient done un sous-ensemble
parfait. .

Or, comme on sait, tout ensemble parfait contient deux sous-
engembles parfaits disjoints de diameétres aussi petits que 1'on veut.
11 existe done deux ensembles parfaits @, et @, de diamdtres <1,
tels que QyQ,= 0 et Qo Q, CB}. Pareillement, on démontre existence -
de deux indices [, et I}, et de quatre ensembles parfaits dis’oints
Qo> Qop, Qro €t @y de diamdtres <y, tels que Qo+QpCQyBT et
Q10 +9uCQ.5; -

Généralement, on démontre ’existence, pour tout systéme fini
@3, gy .-y de nombres 0 et 1, des ensembles parfaits Qu uy..q, et
des indices Iy ,...e, tels que, pour # donné, les 2" ensembles Queprs..
sont disjoints, de diamétres <1/n et que

Q"I @9 ...ty 0 + Qal tty ... oty 1 C Q“l g .. Brz:i)

Soit S, la somme de tous les 2" ensembles Q‘qffzman' On voiti
sans peine que 'ensemble @=S,5,5;... est parfait et contenu dans P,
en méme temps que, pour tout » donné, dans la somme de tous les
ensembles B':;'f‘) ey Soit p,=1 et, nour n n?turel 80it ppyq le plus
grand des nombres lujey..a,- On vOit sans peine que 1l'ensemble
parfait @ et la snite infinie d’indices p,,p,,... satisfont & 1a propo-
sition 3.

" Théoréme 3. On peut définir cffectivement une suite double
de fonctions continues d’une variable réelle Fro(@), et démontrer (sans
faire appel & hypothése du c‘ontum) qu’elle jouit de deux propridiés
suivantes: .

1. Quelles que soient les suites infinies croissantes Ryyly, ... et
by ly, ... de nombres naturels, on a Végalité (6) pour tous les w réels sauf
pour ceux qui forment un ensemble de mesure nullc.

. L’ensemble de tous les x réels pour lesquels on na pas
hmfm,.( 1)=0 est de mesure positive.

m,n )
Démonstration. Soit fra(z) une suite double de fonctions
définie comme il suit.

n
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i 1<k, posons fr(®)=0 pour & réels.
Si 1>k, posons i

1—k—1 I—k+2
0 pour wg———ik——— eh a}>‘—2k-_,

1—k I—k+4-1
1 pour —z—l—i—gm\——2—k—

fral@)= ‘

et prolongeons fy,(x) linéairement dans les intervalles

—f— I—% I—k41 _  _1—k+2
I—k 1<$<_2__ e

Ok
i i infinies croissantes de
Soient k,, k... €t byl ... deux sthes infinies
nombres naturels. Désignons par E,,; 'intervalle

— k1 I—k+2
<<

m ; P p=1.2
et posons H=um £, ;. On a, pour n=1,2,...
n

EC E/,n, + Ek" H’ln+1+

In

Comme m(E, ; )=z et la suite k. ky ... est eroissante on
N e 'n P

trouve 5 5

3 :
mB) <gp+gp o Sonm S<ge

‘ot j)=0. L’ensemble ¥ est donc de mesure nulle.
oo gt)(il )w 1?11 :fJIOP;ILbI‘e véel, tel que # non € B. Vu la définition de
Pensemble E, on a wsnonekX, , pour » suffisamment grand,
soit pour #>¢. D’aprés la définition de la fonetion fy,(x), on a done
fhpig(®)=0 pour n>=gq, d’ou 11‘1_12 Thpt(2)=20. On a par conséquent
la formule (6) pour wnonek, done presque partout. La suite double
Fr(®) jouit ainsi de la propriété 1.

’ Soit maintenant x> 0. 11 existe évidemment pour tout k& naturel
un nombre naturel I,>=>% tel que

L—k lp—k+1
sz: gw\'k""ﬁ'km'

D’apres (12), noas avons done fh(#)=1 pour k=1,2, o
vu que 7>k, il en résulte que 'on n’a pas lim f,.(2)=0. La suite
double fi (@) jouit donc de la propriété 2. ™"

Le théoréme 3 se trouve ainsi démontré.
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An Algebraic Characterization of Quantifiers.
By _’
Leon Henkin (Los Angeles, California, U.S. A.).

Introduction. In this paper!) we shall be concerned with
the relation between certain formal systems, in the sense of modern
logie, and certain algebraic structures which serve as »maodels”
for these systems. Perhaps the most elementary and fundamental
instance of what we have in mind is the relationship between the
classical (two-valued) propositional ealculus and the abstract strue-
tures known as Boolean algebras, which was explored very early
in the literature. More recently a similar relationship has been shown 2)
by Tarski and McKinsey to hold between intuitionistic (pro-
positional) logic and Brouwerian lattices; and also between certain
modal logics and closure algebras.

Bach of the propositional caleuli mentioned above has been
extended to a first order functional calculus embodying a theory
of quantification for individual variables. The clasgical functional
caleulus is widely known; the extension for the intuitionistic logic
has been carried out by Heyting?); while for modal logies this
has recently been done by Barcan4), and independently by
Carnap 5).

" %) This work was begun while the author was a Frank B. Jewett Fellow
at Princeton. The author wishes to express his indebtedness to Professor Mo-

stowski not only for suggesting the problem which led to this work, but also
for the suggestion that the results be expressed with the present degree of ge-
nerality.

%) J.C. C. Me Kinsey and Alfred Tarski, Some theorems about the sentential
caleuli of Lewis and Heyting, The Journal of Symbolic Legic, vol. 13 (1948),
pp. 1-15,

%) A. Heyting, On weakened quantification, The Jowrnal of Symbolic
Logic, vol. 11 (1946), pp. 119-121.

*) Ruth C. Barcan, 4 Junctional calewlus of first order based om strict
implication, The Journal of Symbolie Logie, vol. 11 (1946), pp. 1-186.

%) Rudolf Carnap, Modalities and quantification, The Journal of Symbolic
Logic, vol. 11 (1946), pp. 33-64. .
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