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Remarque au travail ,,Sur les bases statistiques®
par

S. HARTMAN (Wroctaw).

Les termes et les notations employés dans la suite sont les
mémes que dans mon travail précédent!). Parmi les résultats
de ce travail se trouve une estimation de la valeur de L(F,n)
pour un systéme F de deux fonctions continues périodiques
fi(x) et fy(x) & périodes incommensurables, ce symbole désignant
un nombre positif tel que tout intervalle de longueur L(F,x)
contient au moins une 7-presque-période commune de fi(x) et
fa(x). L’estimation en question fait I'objet du théoréme II.

Le but de cette remarque est d’en donner une démonstration
plus simple et qui permet méme d’en améliorer la thése 3. En
conséquence, la thése du théoréme III, qui donne une estimation
de L (F,n) pour un cas spécial et dont la démonstration est basée
sur le théoréme II, est susceptible d’une amélioraiion analogue.

Montrons d’abord un lemme concernant la répartition mod 1
de la suite {nd}, ot ¥ est un nombre irrationnel fixé.

Lemme. Soit I un sous-intervalle de longueur g de Pinter-
valle demi-ouvert {0,1). Soient q un nombre naturel et p un entier,
tels que |q9—pl<<p. Soit enfin {Qi} la suite croissante de tous
les entiers non-négatifs tels que R(¥Qy)el. Alors

o) |Qui— Qi <E (5= +1)q

Démonstration. La distance entre les points R(kg®) et
R{(k-+1)g9) (k=0,1,2,...), prise le long du plus petit arc de la
circonférence C' de périmétre 1, est égale a min [R (g9, 1— R (gd)];

(i=1,2,...).

1) Voir Studia Mathematica 10 (1948), p. 120-139,
?) L'idée de cette simplification m’a été suggérée par K. Florek.
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elle est donc inférieure & p. Etant donné un entier s3>0 quel-
conque, soit X le systéme composé de points R (kg9) ou
=7
k:s,s—|—1,...,s—|—E(zqﬁ_pl .

Pour tout point p de C le systéme X contient donc un poin‘F
dont la distance de p est inférieure a g/2. Il en résulte que parmi
les points de X l'un au moins appartient a I'intervalle I. Autre-
ment dit, il existe parmi les entiers successifs -

q \)
sq,8q+1,....,5g-+E (Iqﬁ — q
un nombre figurant dans la suite {Q;} et qui est de la forme kq.
La formule (1) s’en déduit aussit6t.

Soient & présent m, et =, les périodes de fy(x) et de fy(x)
respectivement. Etant donné un nombre 5>>0, soit é le module
de continuité de f,(x) relatif & #. Posons f=§/m, et admettons
que p<<1. Si deux entiers, g>>0 et p, satisfont & l'inégalité

) lq%——pl<ﬁ,

le nombre gm, est évidemment une 75-presque-période commune

de f1(x) et fz(x)-

L’inégalité (2) est satisfaite en particulier lorsque
! - @)
3) R(qn2)<ﬂ et p E(q%

Soit {pi/q;} la suite des réduites du développement de ,/m,
en fraction continue. Considérons un gq;>1/8. L’inégalité (2)
subsiste pour g=gq;, et p==p;. Le lemme nous montre donc que
dans la suite des entiers non négatifs satisfaisant & (3) la diffé-

12 . p . N
rence entre les éléments voisins ne dépasse pas E(-f—}— 1) G, OU T

désigne soit R(giym,/mg)m,, soit [1— R(gs,m/m)]m,, suivant que
Iindice i, est pair ou impair. Il en résulte que tout intervalle

de longueur E(’%—I— 1) gi, 7, contient une 7-presque-période com-
mune de f,(x) et f(x).
Par conséquent

2q;
@ L(F, ?7)<—3-2.’It1712.

icm

Remarque au travail ,Sur les bases statistiques™. 199

On peut donc remplacer dans I'énoncé du théoréme 1I la
formule

2gi,+1
(18) L(Fa 77) \<—(1_07,i‘ Ly TTa

par la formule (4) et, dans ’énoncé du théoréme III, la formule

23) L(F,n) < M-+2)mz, min{ﬁm[Zgl%—l-l], g:—m[zf(—i?—)+1]}
par la formule ’

TR oy , . | 2w 27, 1

®) Rl n) <QM2)mm, min 5 e .00
Les estimations (4) et (5) sont donc plus précises que (18) et
(23); aussi la méthode employée ci-dessus est beaucoup plus
simple que celle de mon travail précité et elle n’a pas recours au
théoréme de Hrcke-Ostrowski. Néanmoins, le probléme de la géné-
ralisation de ce théordme n’est pas pour cela dépourvu d’intérét,
car elle pourrait contribuer a l'estimation de L(F, n) dans le cas
du systéme F composé de plus que deux fonctions périodiques,
c’est-a-dire dans celui ol 'on ne voit aucune méthode plus simple.

(Regu par la Rédaction le 22. 12, 1949).
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