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Sur les moyennes
par

C. RYLL-NARDZEWSKI (Lublin)

1. M. Aczat a démontré ') que toute fonction M(xy) qui est
(i) croissante par rapport i chacune des variables x,y.
(i) continue.
(iii) bisymétrique: M{M(x.y), Mz, u)|= M[Mix,z), My, wl.
fiv) refléxive: M(x,x)=ux,
{(v) symétrique: M(x, y)= M(y. x)
est de la forme

i S M= [T,

Je me propose de montrer que Phypothése (iii) peut éire
remplacée dans le théoréme de M. Aczer par la suivante:

(2) Mlx, M(y.2)|= M [M(x,y). M(z.x)]

et que les hypothéses (iv) et (v) deviennent alors superflues. De
plus, il suffit de supposer la continuit¢ de M{x.,y) seulement sur
la droite x=0, ce qui entraine déja la continuité partout.

Plus précisément, je vais démonirer le théoréme suivant:

Si une fonction M(x,y), croissante par rapport & chacune des
variables x,y et continue sur la droite x=0, satisfait a Uéquation (2),
pour tous x et y réels, elle est de la forme (1), ot f(x) est une
fonction continue croissante.

Pour déduire de ce théoreme celui de M. Aczir, il soffit évi-
demment de monirer que toute fonction M(x,y) satisfaisant aux
(:unditions (i)-(v) satisfait a la condition (2).

). A czel On mean values. Bulletin of the American Mathematical So-
ciety 54 (1948). p. 392-400.
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Or, en effet, (2) résulte aussitoét de (iii) en posant x=y el
en profitant ensuite de (iv) et (v).

’étude de léquation (2) m’a été suggérée par M. J. G.-
Migusinsgr.

2. Les relations (iv), (v) et '
) min (x,y) < M(x, y) < max(x, y)

se déduisent facilement de (2), en tenant compte de la monotonie
stricte de M(x,y).
Fixons arbitrairement un nombre positif a et posons :

@ F(%):M(O.a), F(—;)-——M[O,F(d)], F(qér—i):M[a,F(a;J.

La fonction F se trouve ainsi définie dans ’ensemble 4 des
nombres a==m2~", ot m et n sont des entiers positifs et m<<2n;
elle est évidemment positive. Montrons d’abord que

{5) MM@O,x),M@,y))=M[M0,8),M(x,y)] pour x,yek(4).
En effet, si y=F(%}=M(O,a), on aen vertu de (2) et (3)

M{M©,x), M[aM(0,a)]) = M{M[M(0,x),a], M[M(0,a), M(0, x)|}=
=M{MM(©0,2),M(a,x)), M[M(©0,8), M(0,x)]} =
=M{M(0,a), M|M(a,x), M©0,x)]} =M {M(0,a), M[x, M (0,a)}.

La formule (5) est donc vraie pour y=F (i) Il suffit mainte-

nant de montrer que si elle Pest pour y= T(zn), L F (%n_ii)

On

, L S(2rt—1
elle I'est encore pour y=F (Z“Jr‘) N (,_2;71__)

Deux cas sont a distinguer:

*y=F (Z_Tﬁ) et 0<<m<<2” On peut écrire y==M(0,y’), on

y=F ( 2n) On a alors en vertu de (2), (3) et (5)

icm

MM(0,x),M@a,y)l=M

Sur les moyennes.

={M(0.x), M|M(0,a), M (a.y")]} =

=M{M[M Ox)MOa)]M[MOx)M
=M{M[M(©,x),M(0,a)],M[M(0,a),M

{M(O,a),M[M Oex)aM(xsy )” -

] =M{M(0,a), M|x, M0, y)]} =MIM(0,a), M(x,y)].

{M©, ), M[a, MO, y)]} =

Yyl =
Yl =

2 y= F(on+1) et 2"<m<< 2", On peut écrire y=M(a,y’),

oun y=F (—g—,;), et on a alors pareillement

MIM©,x), M@, ]|=M{M0,x).Ma,M(a,y

M=

=M {M|M©,x),a], M[M(0.x), M(a.y)]} =

= M{MIM(©,a),M(a,x)], M[M(©0,2), M@yl =
=M{M(©,a), M|M(a,x), M(x,y)]} =

=M[M(©,a),M (x,y)].

3. Montrons ensuite que

©) MIF@. F@I=F(*TE) pour aped.

M{M©,a),M|x,M(a,y)]}=

En effet, si a= ﬁ~»~2— » ’égalité (6) est un cas particulier de (3).

Sia= %—e t f=

M[F(a),F(ﬁ)]=M{M(o,a),M[o,p‘(—gln)]} Mlo M|a F(

-—M[a F()n i —

Studia Mathematica. T. X1.

m
on-+1

1

<—2—’ on a

2l

Gl

. m )]=M[0,F(a+ﬁ)]:F(c£_lg:£‘
=2:7L> 3 s 0N a
m——2 ’F(m—(;B

1
J

wi
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1
P
1

en vertu de (3), elle subsiste donc pour f=-5 et a arbitraire.

1l suffit donc de montrer que si I'égalité (6) est satisfaite pour

La formule (6) est ainsi établie pour a=- ¢t § arbitraire;

certains a et f, on a aussi:
ulr(3)- (8] =r(=2) wlr(g) rle

u[r{e ) r (| = (=

En effct, on a en tenant compte de (5):

ur(3)-r(5)]-

=M{0, M[F (o), ()} =M

) ( +/3-|—1)

)-

M{M[0, F(a)], M[0,F (B} =

gt
M[F(%),p(i%‘)]:M{M[o,F(a)],M[a,F(ﬂ)l} =

M{M(oaa%MlF(a),F(ﬁ)H=M[F (%)F (G“ngﬁ)] ( J”Hl)

[, P = m e, F @), e, P i) =
o= u{o (oA s
4, Lafonction F(a). est croissante dans 4. En effet, si « <28, on a

@ MOFEI=F()=MIF—a.F@]>M0,Fa,
d’ou F(a)<<F(f).

Sia— 0, la seconde des égalités (4) devient F(0+)=M|[0, F 041,
d’ott F(0-+)=0 en vertu de (3).

Sia et g s’approchent de £ de manitre que a<<é<<f, on tire
de (7) Dégalité M[0,F(¢E+H)]=M[0,F(E—) et on a par suite
FE-D)=FE—).

=M{a, M[F(a),F(

icm
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La fonction F(a) se laisse donc prolonger continuement sur
Pintervalle 0 a1 tout entier. En désignant par f(x) la fonction
inverse de F(x), la formule (6) conduit & I'égalité (1), qu’il s’agis-
sait d’établir.

5. La fonction f(x), qui figure dans (1), peut évidemment étre
remplacée par une fonction quelconque de la forme

8 Flx)=pf(x)+q

ou p+#0 et g sont des constantes arbitraires.

Réciproguement, si deux. fonctions f et f satisfont a (1), on
a nécessairement (8).

En effet, en posant pla)=F[f*(a)], on a

p@-+o@=20(*12),

d’oll, touie fonction convexe mesurable étant continue ?), il vient
¢la)=pa-t+q et, par conséquent, I'égalité (8).

La fonction f(x) est déterminée univoquement dds que scs
valeurs f(0) et f(a,), ot 0<Ca,<Ca, sont déterminées. Or, étant
donnée une suite indéfiniement croissante {a.} de nombres po-
sitifs, on peut déterminer, pour chacun des intervalles 0 <{x < an,
une fonction fi(x) satisfaisant a (1) de maniére que f»(0)= 0 et
fala)=1 pour n==1,2,... Alors la fonction f(x) —lunfn sa-
tisfait a (1) pour tous les x,y>0.

6. On voit facilement que — par raison de symétrie — on

peut définir une fonction f(x) continue et croissanie pour tout
x réel, nulle au point x=0 et telle que la relation (1) ait lieu
pour xy>0. Alors la fonction

©) M(a.p)=Ff{MIf~ ().~ B}
sera croissante et satisfera aux relations (2) et (3) dans ’ensemble

I des valeurs de f(x). De plus, elle sera continue sur les droites
a=0 et =0 et I'on aura

M(a,ﬁ)=a——§—ﬁ pour af>0.

2) Voir W. Sierpinski, Sur les fonctions convexes mesurables,  Funda-
menta Mathematicae 1 (1920), p. 127, théoréme 2.

3*
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8i 0<a<B<Caw on a MO,p)= i:w—)~'«> 0; alors inégalité

la] << 6 entraine M(a,p)=0 pour & sufﬁsammeut pelit.

Sioa, <, y<Lan et |a]<<d, la relation (2) peut s’écrive, grice
a (3) et (9), sous la forme

M(a BT = L M(a 45 a7
Or, la founction M(a,ﬂ) étant croissante, on a
{10) M(a,f)=P(@)-p+Q(a) pour ia|<8 el a, < a,.

Si maintenant |p!<<d, a=a, et f=ua,, on tire de (2) et (3)

Lo+ Lot Qoi=L (L9 Lipgya +Qo,

d’ol '—é—(ag —a,) [P (y) — é«] ==(. Ainsi

(11) P(y)=»‘1)' pour tout |y|<<d.

D’autre part, st |],|y|<<é et a==a,, on tire de (2) et (3) en
vertu de (8) (10) et (11)

(12) QLB =4 QB +4 QW)

et, en particulier, Q(ﬁ_'_y) ----- ﬁ)—l— -Q(y) pour il,ly|<é et

By >>0; comme la fonction Q(u) est croissante, on a ‘donc

piat+q pour O{a<<$,

Q(a)={p2a-}—q pour —d<<a-=_0.

ou py,p,=>0.

En posant u=0 dans (2), il vient 7~ M@, y)= (—g,z)

d'aprés (9), d’olt, généralement, M (a,pf)=2~ » M (227", 827"  pour

n=12,...

icm
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On a donc d’aprés (12) pour iout couple a,fel

ﬂ((h p)=2n Q- [Q (@%Tn)?g_(ﬂ 2:"_)]

A partic d'un n suffisamment grand, d’ont

M(a,p)=Q* [Q@%_Q @],

la fonction Q étant prolongée linéairement a droite et a gauche.

En posant f(x)=Q[f(x)], la relation (9) se transforme en (1).

(Regu par la Rédaction le 14. 1. 1949).
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