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nant les deux points 4, et . Cetie équation étant d’ordre n—1,
on a, par I’hypothése admise, x(1)=0 pour iel et en particulier
x(2)=0. .

2" On a dans un entourage de 1,

(3) a,x™ () ...+ a,x(x)=0.

Soit alors (a’,f) le plus grand des tels entourages. Comme
I'ordre de (3) est m<{n—1, on a identiquement x(x)=0 dans
(@', ). Lorsque 2" est en dehors de (o', f), on peut fixer » et 4, de
maniére que

Aeld,p), lx—Al< min(A—a, f—21)

et
a,xt™ () 4. 4 a,x ()0,

ce qui réduit le raisonnement au cas précédent.

(Re¢u par la Rédaction le 17. 5, 1949).
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Sur les fondements du calcul opératoire
par

JAN G.-MIKUSINSKI (Wroctaw).

Introduction.

On connait les méthodes suivantes d’introduire le calcul
opératoire:

1° algébrique,

2° expérimentale,

3° de transformations intégrales.

4% d’espaces abstraits.

La méthode algébrique, employée déja par Lacrance?), peut
étre caractérisée aisément en termes de l'algébre abstraite. On
parvient, par adjonction de P'opérateur différentiel s au corps
des nombres complexes, & un corps des opérateurs qui sont ensuite
appliqués aux éléments d’'un anneau C de fonctions, ot l'addi-
tion garde son sens habituel et la multiplication est définie par
le produit de composition.

Le défaut principal de cette méthode est I'impossibilité d’in-
troduire les opérateurs de type e et eV** qui sont indispen-
sables pour des applications aux équations aux dérivées par-
tielles.

La méthode expérimentale (de Harvisior)?) traite les calculs
avec les opérateurs comme ceux avec les nombres ou les fonc-
tions: on écrit par exemple '

., s | A
i ——ﬂ—l—- —2—!~ _—

1) Voir K. T. Vahlen [24]. Les numéros entre crochets indiquent les pu-
blications dont la liste se trouve & la fin de ce mémoire (p. 69-70).
%) Q. Heaviside [13].
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sans se soucier de la convergence de cette série. La seule raison
d’employer cette méthode était qu’elle conduisait, en général, aux
résultats corrects, susceptibles d’étre vérifiés ensuite par une
autre voie.

Depuis lapparition des travaux de Carson et de Dorrscn?)
les méthodes précédentes ont été remplacées presque entidrement
par celles de transformations intégrales. Tous les traités moder-
nes, et dont le nombre augmente chaque année, suivent cette
voie%). La propagation rapide de la nouvelle méthode peut s’ex-
pliquer par la commodité avec laquelle elle permet de résoudre
non seulement les équations différentielles ordinaires, mais aussi
celles aux dérivées partielles, méme dans les cas ol les deux
méthodes précédentes étaient impuissantes.

Un certain défaut de la méthode de transformations inté-
grales comsiste en ce qu'elle réirécit inutilement le champ des
applications & des fonctions f(#). pour lesquelles lintégrale de

=

Laplace J e~ f(t)dt converge; eclle.ne fournit donc pas, sans
0

un raisonnement accessoire, la solution de-1’équation suivante
par exemple:

c;l—tx(t)—|-x(t)=(2t—1)et3.

Cette restriction est génante aussi dans le cas d’équations
aux dérivées partielles, oi elle empéche en particulier d’assurer
Punicité des solutions obtenues (voir § 25), sinon en restreignant
la classe des fonctions admissibles. En outre, il est peu commode,
au point de vue pratique, d’opérer simultanément avec deux clas-
ses de fonctions, ce qui nécessite une double notation.

La méthode des espaces abstraits a été proposée tout récem-
ment par Paunteur®). On y considére 'annean C de fonctions

3 J. Carson {3}, G. Doetsch [8].

) Mentionnons-en les auteurs suivanis: Carson [3] (1926), Jeffreys [15]
(1931), Humbert [14} (1934), Dahr [6] (1935), Berg [1] (1936), Doetsch (8],
Efros et Danilevskii (12] (1937), Lurie [16] (1938), Mc Lachlan {17] (1939),
Wagner [25] (1940), Carslaw and Jaeger [2] {1941), Churchill [4] (1944),
Ditkin [7](1947), Mc Lachlan [18] (1948). Cette liste ne contient que les
manuels oun les monographies et ne prétend pas-a étre compléte.

5 J. G.-Mikusifiski [21]. '
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a
o lon introduit ensuite une topologie faible. En le complé-
tant par le procédé de Cantor, on Penrichit des éléments nou-
veaux qui possédent les propriétés des opérateurs de Heavisioe.
Cette méthode attribue donc aux opérateurs un sens direct et
’introduit pas de restrictions superflues concernant la classe des
fonctions considérées.

Ce mémoire a pour but de monirer comment la méthode al-
gébrique, convenablement complétée, peut servir au calcul opé-
ratoire de fondement & la fois complet et libre de restrictions
inutiles. Gréce a un théoréme de Tircrmarsu®), cette méthode
peut éire rendue syméirique et élégante: elle fournit d'un seul
coup, en immergeant 'anneau C dans un corps, tous les opéra-
teurs de Heavisioe. On n’aura plus besoin de traiter séparément
le corps d’opérateurs et I'anneau de fonctions, car tous les deux
feront parties du méme corps. En introduisant ensuite la notion
de convergence d'une maniére convenable, le calcul devient
applicable aux équations aux dérivées partielles et permet non
seulement de les Tésoudre, mais aussi de démontrer l'unicité de
leurs solutions "),

I. Algébre des opérateurs.

§ 1. Le corps des opérateurs. Désignons par C l'ensemble
des fonctions complexes continues a=={a(f)}¥) de variable réelle ¢,
définies pour f>>0. Définissons dans C l'addition et la multipli-
cation en posant:

a+b={a(®)}+{b(t)}=la{t)+b(0)}.

, ¢
w a-b = {al)} - (b)) ={ [alt—)b@)dr}.
0
Cela posé, on vérifie facilement que C est un anneau com-
mutatif, sans unité, D’aprés un théoréme de Trrcumarsu®) sur le
1

produit de composition fa(t——-—r)b(r)dr, Ianneau n’a pas de

0
6 E. C. Titchmarsh [22] et [23]: voir aussi J. Dufresnoy [10] et
M. Crum |5].
7} Pour l'unicité voir aussi S. Drobot et J. G.-Mikusinski [9]. )
8) Nous convenons de désigner par a ou par {a(f)} les fonctions, en ré-
servant le symbole a(f) & leur valeur au point f.
9 E, C. Titchmarsh [22], p. 286, Theorem VIL
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diviseurs de zéro, ¢’est-a-dire que ab=0 eniraine a=0 ou b=(.

1l s’ensuit que ’anneau C peut étre immergé dans un corps 4.
En pratique, on considére comme éléments de 4 les fractions

a s

b (b==0) et on pose par définition:

¢
%: d lorsque ad=bc,
) ak .
a= k étant un élément non nul, fixé arbitrairement.
A est alors le moindre corps commutatif dont le sous-
¢ bz ak . .
ensemble composé d’éléments de la forme * est isomorphe a (.

Il importe de remarquer que ce corps et cetie isomorphic
sont déterminés univoquement quel que soit I'élément choisi k.

’ ”

. ak
car on a toujours ¥ =} bour k’ et k” non nuls. En posant
ak . . . .
a==7"> nous pouvons donc toujours identifier la fonction a avec

R . ak . .
lout élément de forme % ce que nous ferons partout dans la

suite.
L’addition et la multiplication dans 4 sont définies en posant:
a , ¢_ ad+be
‘E+H’ T bwd
a c_ac
b d bd

Cela posé, les éléments du corps 4 seront dits opérateurs.

Pour désigner les opérateurs, nous emploierons dans la suite
les lettres latines a,b,... aussi bien que pour désigner les
fonctions; il faut d’ailleurs considérer les fonctions appartenant
a C comme des opérateurs particuliers.

§ 2. Opérateur intégral. Nous désignerons par l= (1} la
fonction constante dont la valeur est égale & 1 pour tout ¢3:0.

On voit d’aprés (1) que, a élant une fonction appartenant a (',
on a

l&—":{ a(r)dr}é

e ©
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la multiplication d’'une fonction a={a(f)} par | est donc l'inté-
gration de cette fonction entre les limites 0 et £. C'est pourquoi
nous appellerons [ V'opérateur intégral.

§ 3. Fonctions sommables, Soit £ la c‘]asse des opérateurs a
pour lesquels le produit la est une fonction qui se laisse repré-
senter dans la forme

¢
la"—“{f& (r)dr}’

ot {a(t)} est une fonction sommable (au sens ordinaire) dans tout
intervalle 0 <<t <t

La fonction {a(f)} qui correspond ainsi & l'opérateur a est
déterminée & un ensemble de mesure nulle prés. Réciproquement,
3 toute fonction {a(f)}, sommable dans tout intervalle 0 Lt<t,,
vient correspondre univoquement un opérateur de la classe £.

La classe L des fonctions sommables dans tout intervalle
0.t-<t, est isomorphe & la classe £ des opérateurs, pourvu que
Paddition et la multiplication dans L soient aussi entendues au
sens (1). En effet, le produit de composition de deux fonctions
de la classe L est encore une fonction de cette classe et il obéit
aux lois de commutativité et d’associativité ). Si maintenant

¢ i
132{!a(1)d1}={A(t)} ot lb={ofb(i)dr}={5(f)}a
on a

t i
3) Pab=la-lb={ [4(t—7)B@)dz}=1{ [C(x)dr}
0 0

ot C(t)=[a(t—)b@)dr. 1l résulie de (5) que
0 .
I3
lab={0fC(r)dr},

d’o Iisomorphie par rapport a la multiplication. Pour I'addition,
I'isomorphie est triviale.

L’isomorphie des classes L.et £ étant ainsi établie, on peut
identifier les opérateurs a de ¥ avec les fonctions {a(?)} de L

0 ], G.-Mikusinski [19], p. 9-11.
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et écrire tout simplement a=/{a(f)}, ¢e qui est commode dans
les calculs pratiques.
§ 4. Opérateurs numerlques Soit @ -un nombre complexe
quelconque; posons S
o,
=41,
oii {a} est la fonction constante de valeur a pour tout £3>0. On
vérifie aussitét les égalités

o]+ [fl=le+p et [a][f]=[af].

Ces égalités expriment I'isomorphie entre ensemble des élé-
ments [a] et celui des nombres compléxes; on appellera donc
ces éléments opérateurs numérigues ou nombres tout court, et 'on
éerira

l[a] =a.
. On a donc la formule
o ' I
) , =

Ainsi le corps 4° des . opérateurs peut éire considéré comme
une extension du corps des nombres complexes. On aura done
en particuliex: . : ‘
at0=a, 0a=0 et la=a
pour tout. opérateur a, c’est-a-dire que les nombres' 0 et 1 sont
respectivement le Zéro et I'unité du corps des’ opérateurs.

11 faut, par contre, distinguer les opérateurs numériques a
des fonctions constantes {a}, pour lesquelles les lois d’addition
et de multiplication s’expriment, en vertu de (1), par lés formules

lal (B ={atp} et  {a}{B}=1{apt).

On a
6 o afaW)={aa()}
pour toute fonction {aft)} continue ou sommable. En effet, on a
d’ aprt‘s (4) et 2) o ‘ )

, t .
afa(h) =12 a( 1“—:—;‘{6&&‘r)dr}=~}—-l{qa(t)}={aa)(t)}.
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La formule (5) exprime une régle pratique qui permet d’in-
clure le nombre a dans {' ;. On a en particulier

a {p} = {af}
al={a}.

C’est ainsi, par exemple, que

2:3=6, 2{3}={6}, {2}{3}={6t}.

Notons enfin la formule générale

©  (at-{a®)) (B4 (b 1) = ap+{abO)+pa®)+ [alt — )b dr).

et pour p=1

§ 5. L’opérateur différentiel. Posons par définition

s=1s
=7

s est done linverse de L ‘
Si a est une fonction absolument continue pour t>0, on a
(7) sa:ao+a’,

ou &, est Popérateur numérique correspondant a la valeur de a au
point t=0 et a’ est la dérivée de a.

On a en effet

la(t)} = {fa }

cest-a-dire {a(f)}=la,+1{a’(t)}, et en multipliani cette égalité
par s, il vient (7).

En particulier si a,=0, la formule (7) devient

sa=a';

dans ce cas, la multiplication d’une fonction par s est donc la
différentiation de cette fonction, ce qui justifie la- dénomination
opérateur différentiel, assignée & s.

Si la fonction a posséde la (n—1)-eme dérivée absolument
continue, on déduit de (7) par induction que

s"g = g1 a0+ .—[—sa (ﬂ“2)+a (ﬂ~1)_[_a(")

oit af) est I'opérateur numérique égal i la valeur de la i-&me
d(,nvee de a au point t==0 et a™ est la n-iéme dérivée de a.
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Pour les applications aux équations différentielles, il est com-
mode d’avoir la derniére formule dans la forme
8) atl = gna— g gg—...— sa,\" ¥ — a, it

§ 6. Opérateurs rationnels en s. On a

1 L o
) (g’;'_]')':i={(ﬁ:"ﬁ]e ‘} pour n=1,2,...
En effet, il vient d’aprés les formules (7) et (5)

(s (e = s o) —a e = (1 (o)) — laet) = 1,

ce qui entraine (9) pour n=1. En admettant maintenant que la
formule (9) est vraie pour un certain n, on trouve qu'elle Vest
pour n-1, car

ol o=l —el e =l e =

Elle est done vraie pour tout n=1,2,....

La formule (9) permet d’évaluer, par décomposition en frac-
tions simples, tout opérateur rationnel en s

a8 ...
Bus £ 4B

(amaﬁn = ()) .

Exemples :

I S ="1—(S_;_ﬁi_s~;'|‘ﬂi)=

0 §—a —_ i }_ﬁ . 1 N
2 (s—af+p 2 (S—a—ﬂi+s—a+ﬂi)

= —1) {elat B | gla—fit} = {g®! cog Bt} ;

30 ._igf —_ ,,14,___ s—1 + 3 -
FI18 sF2 s—1P-+3 T s—IP+5

= {e~? —é' cos V3t +V3e sinV/3t).
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Si l'on veut éviter Iintroduction des nombres complexes dans
les calculs, il peut étre parfois utile de se servir de la formule
suivante (qui se démontre par induction):

t = e"! 2 42} . _1_ 1 — 2 42
e T g e P8 sinpt— B2 cos pl
BE0, n=1,2...)

oit 4, et B, sont des polyndémes définis par reccurence comme
suit:

A(x)=1. A,x)=1, B,(x)=0, By(x)=1.

v 2n—1 X X
Auv‘t(x)—— n An(x)_ nn _I)An——i (.X),
L n—t ¢
Bua () =2 Bn<x)—n(n”i_ Bt (=25

§ 2. Résolution des équations différentielles linéaires aux
coefficients constants. Soit

o) gy xit - g, o=Ff

une équation différentielle aux coefficients constants aj,...,an, ol
f est une fonction donnée, continue pour #3>0. On cherche une
intégrale x qui satisfasse aux conditions initiales:

x0) =y, XO)=y, ..., xPHO)=ypn_s.
On a en vertu de (8)
stxta st anx =By "I fur
ol B,=agyit...+aiy, ([i=0,1,:..,n—1), et par conséquent
e fg(]sn——i—]-_“+ﬁn_1 v 1 f.
sty s e | s ay st Han

Cette méthode de résolution est bien connue dans le calcul
opératoire; nous nous bornerons donc & en donner un seul exem-
ple trés simple.

On a a chercher l'intégrale de I'équation

& —x=f o f={@t—1)e}.

telle que I'on ait x(0)=90. On a dans ce cas -

sx—x=f,
Studia Mathematica. T. XI., 4
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d’ou
t

w=—top={e} (@t — D)) ={)fef“1(21—1)e’”dr}= " —ef}.

-

Remarquons que cet exemple n’est pas résoluble par la trans-

oo

formation de Laplace, car lintégrale { e (2t—1)e?dt est diver-
0
gente.
De maniére tout a fait analogue, on peut traiter les systé-
mes d’équations aux coefficients constants; ces sysiémes con-

duisent & ceux d’équations algébriques que I'on peut résoudre aun
moyen des déterminants.

1I. Calcul infinitésimal des opérateurs.

§ 8. Convergence forte des suites de fonctions. Etant donnée
une suite a,,8s,...an,... de fonctions de C, nous dirons qu’clle
converge fortement vers la fonction aeC lorsqu’elle converge uni-
formément dans tout intervalle fermé 0<{t<f,; nous écrirons
dans ce cas lim a,=a.

La limite ainsi définie jouit des trois propriétés suivantes:

1° elle est unique, c¢’est-a-dire: si lim a,=a et lim a,==>b, on
aa=b; .

20 si a,==a pour n=1,2,..., on a lim a,=a;

3° si les suites de fonctions an et b, convergent fortement
vers a et b respectivement, chacune des suites an-}-ba, an—ba
et a,b, ') converge fortement et 'on a

lim (an—+bn)=a-+b, lim(an—bn)=a—>b, lim a,b,=ab.

Les démonstrations des propriétés 1° et 2° et des égalités pour
la somme et la différence des suites sont triviales. Pour établir la
derniére égalité par exemple, remarquons que les suites des a, et
des b, étant fortement convergentes par hypothése, il existe, pour
tout £,>>0, une suite numérique &.>>0 convergente vers zéio et
telle que |an(t)—a(f)|<<e. et |ba()—b(t)|<<en pour 0t 71, et
n=1,2,...

H} a, b, désignant, bien entendu, le produit de composition.
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St M> a(t)] et M=!b(t)] pour 0-Ift<lt,, omn a

Vot t :
Uan(t—z)b,,(r)dz—ofa(f—r)b(z)dn=

t 1
=1fan(t—r)[bn(1:)—b(r)]dr—}—f[a,,(f~1)—a(t—r)]b(r)d1' <

0

12 1

<M endr+ [eaMdr < 2Men )1,
0 0

d’ol la convergence forte de a,bn vers ab.

§ 9. Fonctions opératoires et fonctions paramétriques.
Soit E un ensemble de nombres réels ou complexes. Toute fon-
ction a(k) qui fait correspondre a tout élément 2eE un opérateur
aeA sera dite fonction opératoire.

En particulier, si les valeurs d’une fonction opératoire se
réduisent a des éléments de C, elle sera dite fonction paramé-
trique. ' )

La fonction paramétrique a(l) peui done étre considérée
comme fonction de deux variables

a(d)={a(,1)}

ou bien comme une famille de fonctions de £, ou 4 est un para-
métre.

Nous laisserons de cdté, pour le moment, les fonctions opé-
ratoires générales et ne nous occuperons que des fonctions para-
métriques.

§ 10. Continuité et dérivabilité des fonctions paramétri-
ques. Nous dirons qu'une fonction paramétrique a(2) définie dans
Pensemble E est continue au point 1,6E lorsque la suite des
a(d) converge fortement vers a(4,), quelle que soit la suite des
;eE qui converge vers A, = ’

On démonire comme d’habitude que la somme, la différence
et le produit (c’est-a-dire le produit de composition par rap-
port & £) des fonctions paramétriques continues est encore une
fonction paramétrique continue.

4%
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Nous dirons que la fonction paramétrique a(d) posséde la dé-
rivée (relative a E) a’(%,) au point 2, (qui est un point d’accu-
mulation de E) lorsque Ja suite des fonctions

a(da) — a (k)
Z"“’lu
converge vers a (4, pour toute suite des Av==4, (o0 Inek) qui
converge vers 4 au sens habituel.

Si une fonclion paramétrique a(2) est dérivable au point 2,¢E,
elle y est continue.

La dérivée des fonctions paraméiriques obéit aux régles
usuelles: :

[a()+b@) =4 (A)+b'(@),
{10) [a() —b @) =a"(4) — b (4).
fa b)) =a’@bA)+a(@b (2);

en particulier, si a(l)==a ne dépend pas de 4, on a
(11) © [ab@))=ab’(3).

De plus, si (i) est une fonction numérique, dérivable au
sens habituel, on a

(12) [alp@) =2 (¢ (1) ¢’ (4).

Toutes les démonstrations ne s’appuient que sur les pro-
priétés 1°-3° du § 8 et sont d'ailleurs les mémes que dans le
calcul différentiel ordinaire.

§ 11. Fonctions paramétriques dans un intervalle. Soit
maintenant a(4) une fonction paramétrique définie dans un inter-
valle fermé «<CA<B; on peut donc la considérer (voir § 9) comme
une fonction de deux variables réelles a(1)={a(4,f)} définie dans
la demi-bande D:

a<A<p, 0Lt<oo.

Pour que la fonction paramétrique a(i) soit continue dans
Uintervalle o< A<f, il faut et il suffit que la fonction de deux
pariables {a(2,1)} soit continue au sens habituel dans D. .

Nécessité. Soit Py(4g,t,) un point quelconque de D; consi-
dérons une suite de points P,(4..f,) de D convergente vers P,.
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M
W

On a

a(}»n;tn)’—‘a(}tosto):[a(lnatn)_ﬂ(l():fn}]-“[a-(lo,tn)—3(7‘-n=t0)]'

La premiére des différences entre crochets tend vers 0, car
la fonction paraméirique est supposée continue; la seconde tend
vers zéro, car la fonction {a(4,f)} est continue en f.

Suffisance. Si la fonction {a(1,£)} est continue dans D, elle
Pest uniformément dans tout rectangle partiel fini Dy:

A< 0tk

Done, si ap<C 4, <f et in converge vers 4, la suite des fon-
ctions {a(Z,t)} tend uniformément vers {a(4,,f)} pour 0<t<t,,
d’olt la continuité de la fonction paraméirique a(4).

Si une fonction paramétrique a(?) définie dans Pintervalle
a - A<p y est dérivable (c'est-d-dire posséde la dérivée dans tout
point de cet intervalle), la fonction de deux variables {a(Z,1)}
posséde la dérinée partielle {E% a(l,t)} dans tout point de la demi-

bande D et l'on a
; ={2al.
(13) a (l)—{aza(l,t)}

On a en effet, quel que soit le point Py (4,.1) de la demi-bande D,

a(ln)—a) _ faln,t)—alk, to)‘}
In—lo 1 In—
pour iy £, (a < << p).

L’exemple suivant montre que la réciproque n’est pas vraie,
c’est-i-dire que Pexistence de la dérivée partielle {% a(ﬂ,t)} n’im-
plique pas celle de la dérivée a’(2). Soit

A(—1p

2l ="

pour 4,1>0 et a(0,0)=0.

La dérivée partielle par rapport a t existe &videmment en
tout point du demi-plan ¢>-0. Cependant la dérivée a’(2) n'existe
pas pour A==0, car

(30 % 0),

a(dn)—a(0) _ {zw—tm
A PR
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et on voit que la derniére suite ne converge uniformément dans
aucun intervalle 0t <¢,.
On a cependant le théoréme:

Si la dérivée partielle {% a(/l,t)} est continue dans la demi-
bande D, la fonction ptiramétrique a(l) est dérivable dans [linter-
valle o= A< B et Pon a (13).

Posons, en effet, b(l,t)=$a(l,ﬂ: alors

a(d)—a(l
1""2()_0) = {b (E,,(f),f)} pour A== Ay, a< Ay ot Ayl p,

ou la valeur &,(f) est comprise entre 2, et 2,.

Le corollaire suivant esi important pour les applications:

Si la dérivée a’'(A) existe et est nulle dans Uintervalle o <2<,
la fonction paramétrique a(l) est constante par rapport a 1,
cest-a-dire que a(Y)=a={a(f)}.

La démonstration resulte immédiatement de deux théorémes
précédents. ’

. § 12. In?égrale d’une fonction paramétrique. Nous dirons
quune fonction paramétrique a(d) est sommable dans l'intervalle
a <A< B, lorsque la fonction de deux variables {a(4,£)}, continue
par rapport d f, est sommable par rapport & 1 quel que soit
t>0, et que F'on a en outre .

la(A,t)| <o clf) pour «<lAlp et 30,

ot @(4) est une fonction sommable dans lintervalle « w A=l et
¢(t) est une fonction continue pour £3>0.
Posons par définition

8 8
Jamar={ Ja@yai}.

L’intégrale _[a(l,t)dl ainsi définie est une fonction continue

(4
de %, ce qui résulte du théoréme de Lrsescur sur Pintégration des
suites.
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Les propriétés suivantes de Pintégrale résultent aussitét de
la définition:

-
G

8 7
[adi+[a@di=[a@d4,
g

3 @

3 7 #
J[a(z)ib(x)]dz::'[a(;.)daij b(ndz,
8 8+ FAPE
;’a(l)dzz{a("—”di‘z”h‘a(fjf)d"' (y=0)

On voit facilement aussi que

.‘3 .‘}
Jeatdi=c|a()d .

« «@

quelle que soit la fonction ¢ de (', ce qui résulte de lidentité

EP s .o n sy B
[ 5 rtgala o) Sl 1) Falhtan

«
en faisant n tendre vers Pinfini.

§ 13. Dérivées des fonctions opératoires générales. Nous
dirons qu'une fonction opératoire a(4) définie dans un ensemble E
posséde la dérinée a’(1,) au point 4 (qui est un point d’accumu-
lation de E) lorsquiil exisie un élément non nul ceC tel que
ca(l) est une fonction paraméirigue dans un entourage de i, ct
posséde la dérivée ca'(d) au point 4.

Les dérivées des fonctions opératoires obéissent aux mémes
Jois (10), (11) et (12) du § 11 que les dérivées des fonctions para-
métriques. Les démonstrations sont triviales.

Nous dirons qu'une fonction opératoire a(i), définie dans un
intervalle fermé J, est réguliérement dérivable dans J, lorsqu’il
existe un élément keC, universel pour Pintervalle tout entier et
tel que ka() est une fonction paramétrique dérivable dans J-

La somme, la différence et le produit de deux fonctions opé-
ratoires régulidrement dérivables sont encore réguliérement déri-
vables.

Si une fonction opératoire a(d) est régulitrement dérivable
dans un intervalle fermé et sa dérivée y est nulle, la fonction
a(d) se réduit & une constante (voir § 11).
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Les démonstrations se raménent trivialement a celles pour les
fonctions paramétriques.

Si p(4) est une fonction numérique, on peut interpréter aussi
comme une fonction opératoire qui fait correspondre des opéra-
teurs numériques anx nombres A (voir § 4). On peut donc parler
de la dérivée au sens usuel et de la dérivée au sens opératoire.
Or, il est facile. de voir que les deux dérivées se confondent;
de plus, toute fonction opératoire ¢(4) qui est dérivable dans un
intervalle J y est régulidrement dérivable. Cela résulte aussitét
de la formule lp(1)= {p(2)}.

§ 14. Fonctions exponentielles. Etant donné un opérateur m,
désignons par
@A
la fonction opératoire qui

1° est réguliérement dérivable dans tout intervalle fini asi<g;

2° satisfait & I’équation différentielle
(14) x' (1) = rowx (4);

3% a la valeur { pour 1=0.

On ne sait tout d’abord rien sur I'existence et I'unicité d’une
telle fonction. Or, on a les théorémes suivants:

I. Pour qu'il existe une fonction satisfaisant aux conditions
10-3%, il faut et il suffit qu’il existe une fonction paramétrique
p(A) définie dans un intervalle o< 2<p, non identiquement nulle
et satisfaisant a I'équation (14).

IL. §’il existe une fonction opératoire satisfaisant aux condi-
tions 1°-3°, elle est unique.

La nécessité de la condition I est évidente. Pour démontrer
qu’elle est suffisante, nous allons nous appuyer sur le lemme:

Si deux fonctions paramétriques p(i) et q(A) satisfont dans
Pintervalle a<C2<<f a Péquation

ax’ ()= bx(4) (a,beC'; as£0)

et si Pon a p(A)=q(A) dans un point 1, de cet interpalle, on
aidentiquement p(l)=q(4) danslintervalle o K A< B tout entier ™).

12) . G-Mikusifski [20].
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~ Admettons qu'il existe une fonction paramétrique p(4) qui
satisfait & (14) dans lintervalle ¢ <{1<(f et que p(4,) = 0 pour un
certain point 2, de cet intervalle. On peut supposer, sans res-
treindre la généralité, que a=wy et g=(s,+1)y, ol », est un
entier et y est un nombre positif. En écrivant m=§~= ou a,beC
et a0, on a
(15) ap’(2) =bp(4)
pour »;y <A< {p,—1)p; or, sila fonction p(2) était nulle dans un
point quelconque de I'intervalle vy << 2-C(y-+1)y, elle le serait,
en vertu du lemme, dans Iintervalle tout entier. On a donc
plAy+0 pour vy <A<l (mg- 1)y
En posant

P(A)y=pGoyy—t-p(A—w)

pour (v, )y < A=(p—+r+1) et »=0,41,..., on vérifie facile-
ment que la fonction opératoire P(4) se irouve définie pour tout
2 réel et satisfait aux conditions 1°-3°.

Pour démontrer le théoréme II, supposons qu’il y ait deux
fonctions P(1) et P,(4) satisfaisant aux conditions 1°-3°. Fixons
arbitrairement un intervalle a<{A<8 renfermant le point 4,=0
a Tintérieur et supposons que les produits

kP (2) et ksPa(2),

ou ki, k, sont des éléments non nuls de C, soient des fonctions
paramétriques dans cet intervalle. Les deux produits
kksPy(2) et keyksPao(2)

satisfont alors & I’équation (15) avec la méme condition initiale
au point 1=0. En vertu du lemme, on a donc kk,P(1)=kk,P(1)
et, par suite, P,(1)==P,(1) dans l'inteérvalle en question, c. q. f. d.

Les fonctions opératoires exponentielles jouissent des pro-
priétés analogues a celles de la fonction exponentielle ordinaire.
On a la formule générale
(16) e, it — oW (A+1)

pour tous A et p réels.
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En effet, en posant pour un p
Q(l) — e;”’”v'e"’!' — em(i-ﬂ.&)’

on vérifie facilement que Q'(4)=0, d'ott Q(A)=Q(0)=0.
S'il existe des fonctions e™* et e™*, il existe aussi la fonc-

tion emrtmdd e .
PR . elwitm 2,

Pour le montrer, il suffit de remarquer que le produit

i gm2 gatisfait A I'équation différentielle
x"(A) = (o, +1w,)x(4).

§ 15. Opérateurs de tramslation. On vérifie sans peine que
la fonction paramétrique p(2). définie par la formule

0 pour 0<'t<I4,
1(t—A)  pour 0-JA4-<t,
satisfait pour 27 >0 A I'équation différentielle

x'(A) = —sx(2);

d=10F, on a

P%b={

J $pd)  pour A0,
e = 3 X
l i’(;l) pour A:.0. ‘

Si A est fixé positif et a=1{a(t)} est une fonction continue ou
sommable, le produit e*a est une fonction b=={b(t)} telle que

_ 0 pour 0t <2,
] a(t—2) pour £=0.

Moins précisément: la multiplication par e=% (A=-0) est la
translation du diagramme de a={a(t)} de longueur A dans la
direction positive de l'axe des t.

b(t)

On a en effet

= ' !
p{A)-a = {‘,'2 ’ (f—-r*—-l)ﬁn('t)d-_t} = {'/gij (t—n2ax—A)d } =

0

f !
= lf,é}(t———r)”b(r)dt} = [*bh.
o
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L’opérateur e—% sera dit opérateur de translation.
Remarquons encore que

le—#s={q(1,1)} pour 7.0,

ot
0 pour 0E<A,

{17) g(A,t) =
q(4.1) [ 1 pour 0<CAc<t.

§ 16. Opérateur intégral d’ordre arbitraire. L’opérateur in-
tégral [ (voir § 2) satisfait pour tout n naturel & la formule
In J— I __t:‘:i._ s
Wn—1)!
qui se démontre facilement par induction. Cetie formule se préte
a4 la généralisation suivante:

; 1)
po=1 2>0),
(1)) ( )
ou I' désigne la fonction gamma d’Euler.
Le symbole I se laisse interpréter comme une fonction pa-
ramétrique. On peut vérifier que

(I3 = (s{Int} 4y

I* est donc une fonction exponentielle que I'on peut écrire dans
la forme

(y = constante d’Euler);

— ,es{lnt ‘]L,
ot e’ est la fonction exponentielle ordinaire ei et"*}* satisfait
a Péquation différentielle

x'(A)=slint} x(A).

D’aprés le théoréme général sur les fonctions exponentielles
(voir § 14). la fonction I* est définie aussi pour les valeurs néga-
tives de 4 et satisfait a I'égalité

ool = Pt

pour tous les 4 et « réels. Pour les valeurs positives de 1 et de u
la derniére formule se laisse aussi déduire directement au moyen
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de la relation copnue enire les intégrales I' et B d’Euler. Réci-
proquement, la voie inverse peut servir a démontrer cette re-
lation.

§ 17. Fonction exponentielle parabolique. Posons pour 1 et ¢
positifs

2
Fa,t)="/yAn~ lf“""ﬂexp(——-‘%);

alors
t

Ie{F (3, 1) = {'l' j(t—ﬁ*‘h —l2 (‘\p( fz)dT}'

n()

R
et, aprés ld substitution E_4¥+U A

T AN N I S 2
I={F(2,1)} = { i c\p( t)oj e da} = {]/;t exp (—- 41‘)}‘-
On a ensuite

211 —_— [ - ‘ 2’2 T] .
1 } L\p ( -Lr) d ]

Or, la dérivée partielle

t t

8 1 2 1 1

g (1 LN I N 1]y s £

2l Of Ve exp( 41) dz Of o Am o0 exp( )d‘r
est continue pour 30 et A>0; donc PAF'(A)=—IF(4), dou
(18) Fy=—VsF®) pour >0,

ot Ys=1":. La fonction opératoire F(1) se laisse prolonger pour
tout 1 réel de maniére qu'elle satisfasse & (18). On a en parti-

culier
¢
.\ dv tih
FO)=I""{ | ==
( ) {of ]/ar'r} 1{ q/z)} L

F(2)=e~Vo2,

Pour les valeurs positifs de 2, la fonction exponentielle e=Vs4
se réduit a la fonction paramétrique

done
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ay
— S4 — gl R
e { = e\p( 41‘)]

qui joue un role fondamental dans la théorie de I'équation para-
bolique.

§ 18. Intégrale d’une fonction opératoire. Nous dirons
qu'une fonction opératoire a(l) est intégrable dans I’intervalle
a<2<{f. lorsque le produit ka(l) est, pour un keC convenable-
ment choisi, une fonction paramétrique intégrable dans cet in-
tervalle.

Posons par définition

] 8
fa(z)d(z)z % _1 ka(i)d(A).

1 est presque immédiai que les théorémes du § 12 subsistent
pour fonctions opératoires générales.

Tout comme c¢’était le cas de dérivation (voir § 13), I'intégra-
tion (ordinaire) d'une fonction numérique et celle (au sens qui
vient d’étre précisé) de la fonction opératoire correspondante —
dont les valeurs sont donc des opérateurs numériques — se con-
fondent. Cette isomorphie par rapport a l'intégration s’explique
aussitdt par la formule lp(2)={p(2)}.

11 est intéressant que si ¢(4) est une fonction intégrable dans
I'intervalle 0<Ja<{{<f, on a

@(t) pour a<(f-Ip
0 ailleurs.

8
19 fergtndi={ie). ou =
On a en effet, en posant (17),

oinds =) [ [
1feripliidz = [att.0f 0z =| [0 dz}:l (7).
« 0 0

§ 19. Relation avec la transformation de Laplace. Si la
fonction numérique @(i) est intégrable dans tout intervalle

0 t<1,, Vintégrale ,
fe—”'qw(l)d}
0

converge. d’apw\ la formule (19), uniformément vers {gp(f)} dans
tout intervalle 0+¢<t, lorsque f—~oo. On a donc la formule
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S

(20) ferig(da={p(t)}.
o

Considérons s, pour Finstant, comme une variable complexe.
Alors la formule (20) établit une transformation qui fait corres-
pondre certaines fonctions analytiques & des fonctions @(%) pour
lesquelles l'intégrale converge ct qui est dite fransformation de
Laplace.

De cette maniére, la transformation de lLaplace peut étre
introduite dans le caleul opératoire comme instrument accessoire.
Remarquons toutefois que cet instrument nest plus applicable
si Vintégrale (20) diverge.

Par contre, en revenant d linterprétation opératoire, I'in-
tégrale (20) a toujours un sens, quelle que soit la fonction p(2)
intégrable dans les iniervalles finis 0<t<{t,. Par exemple:

fe“"“‘”dl = {e*}.
0

§ 20. Suites d’opérateurs. Nous dirons qu'une suite d’opéra-
teurs a. converge vers 'opérateur a, lorsqu’il existe un élément
non nul keC tel que ka,eC (n=1,2,...), kaeC, et que la suite
des ka. converge fortement vers ka (voir § 8); nous poserons
par définition
lim kan

k

Toute suite des aneC qui converge fortement est évidemment
convergente au sens qui vient d’étre défini; la convergence des
opérateurs est ainsi une généralisation de la convergence forte.
1l peut arriver qu'une suite des a,6C converge en tant quune
suite d’opérateurs sans qu’elle converge fortement. La suite
{cosnt}, par exemple, converge vers zéro, car on a pour k==I

lim a, =

I {cosnt} = {%sin nt} 0.

On peut aussi vérifier sans peine que chacune des suites

{ne=™), {n*te~™}, ({(nsinnt}, (n—nr*t-||n—net}, {i«tl—‘»’“}
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converge vers l'opérateur 1 et que I'on a
lim {n?cosnt} =s. lim {n®sin nf -}-n®t cosnt} =25

Pour établir ces formules, il suffit de multiplier les suites
qui précédent par I, I'exposant » étant convenablement choisi.
Pour la suite {n’cosnt}, par exemple, on a en posant x=3,

B{n2cosnt} = { 1—317 sin nt} - {t} =P,

d’on lim{n®cosnt}=s.
Notons que la limite définie ici pour les opérateurs obéit
aux lois 1°-3° du § 8. Les démonstrations sont triviales.

§ 21. Séries d’opérateurs et séries de puissances. On écrira
u N
L:./}aoﬂn:ao'*'ax_i_ae“}"---
n=.

lorsque L=Ilim (&} ...+ aa). Les séries les plus importantes pour

les applications sont celles de puissances de la forme
O(Ak)=a,+a, 1k +a. 2k ...,

oll ay,4a,,... et A sont des nombres.

Si le rayon de convergence de la série numérique
O =ayt+a a2 ...
west pas nul et keC, la série ®(Ak) converge pour tout A com-
plexe; on a en outre
(21)- [0k =a k+2a.k* ...
ot la derniére série converge encore pour tout 1 complexe.

La premiére partie de ce théoréme résulte aussitot du lemme
suivant:
Si le rayon de convergence de la série numérique
Y =artalt...
n'est pas nul et keC, la série
Y(Ak) = a; Ak + @, 22k* ...

converge fortement.
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Pour démontrer le lemme. fixons arbitrairement un intervalle
fini 0<t<t, et désignons par M un nombre pour lequel on a
k()<< M dans cet intervalle. Si

t
Kit)=k(®) et k()= [krt—n)kdr (n=1,2,..),
[

on a par induction
tn-—l
LYY - ",,__,
‘ [k"() < M 1)1
d'ott la convergence uniforme de la séric ¥(ik) dans Pintervalle
0<t<t,. Comme cet intervalle est arbitraire, la séric ¥(ik)
converge fortement, c. q. f. d.

pour 0= ¢ f

0>

En vertu de ce lemme, on peut dériver la série W(ik)
comme d’habitude :

[PAR)] = ak-2a,k2 ...

il suffit, en effet, de remarquer que la dérivée partielle

%[allk(t) a2k () .|

est une fonction continue (voir § 11). Or, cela entraine déja
I’égalité (21) et la seconde partie du théoréme.

En particulier, si
Ak | 22k®
D(Ak) =1 +ﬂ —I——,E!———l—...,

on a

@k =k+ 28 L EE L ko).

On a donc, conformément & la définition des fonctions opé-
ratoires exponentielles (voir § 14) ’

£

: Ak | A2k?

Un auire cas important est celui de la série
OAk) =142k 22k2 . ;

on vérifie aussitdt que 11k d(1k)=d(2k), d'on (1—Ak)p(Ak)=1
et )

1 : 232
Tk =t ak+2k 4.,

quel que soit le nombre complexe i et la fonction keC .
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§ 22. Séries de translatioms. Posons pour i,=>0 fixé arbi-
trairement
a=— ew.w'.u‘
11 est facile de voir que la série
(22) aFa,ataza*t...

est convergente, quelle que soit la suite de nombres complexes
ay, €y, 0y,... Ln effet, si keC, le produit ak est nul dans Dinter-
valle 0 <{t<ni (voir § 15). d’oii la convergence forte de la série
agk +a,ak +-a,a%k -{-... et, par conséquent, la convergence de la
série (22). On voit aussi que

1

¢ e — 1.3 32 92
(23) (T ia 14+ za+ra*...

e 1 . Ay . L.
L'opérateur T, Joue un role imporiant dans la théorie de
I'équation hyperbolique. Pour illusirer linfluence qu’il exerce
comme facteur sur les fonctions multipliées, nous donnons ci-

-dessous les diagrammes des fonctions ! et [*, en méme temps
i

que des produits [ . :
1—a 1+2a
li 1
L p—
—
p R
_— Ay 2N, 3A, 4D,
2 : E 3
; ! ! 1--2a
¢

Ao A DA, 4N,

Studia Mathematica. T. XI. 5
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La forme de ces diagrammes s’explique aussitét par la for-
mule (23) et par le théoréme d’aprés lequel la multiplication par
a revient a la translation du diagramme de longueur ni, (voir
§ 15).

§ 23. Application aux équations aux dérivées partielles,
Ce mémoire ne concernant en principe que les fondements du
calcul opératoire, nous nous bornerons a des cxemples trés
simples.

L’équation hyperbolique

(24) 2222, 1) = xu (2, t)
peut s’écrire dans la notation des opérateurs comme suii:
(25) X" = stx — sp(B)—yp (),

o p(d)=2x(2,0) et »(2)=x¢(4,0).
Occupons nous d’abord de I'équation homogéne

(26) X =g,

En cherchant les solutions exponentielles de la forme X == g"4,
on est conduit & la condition m?=s?, o0 mw=-+s. On voit
done que la fonction

X () = e -, vt

satisfait, quels que soient les opérateurs ¢, et ¢,, & I’équation (26).
Si I'on cherche uwne solution pour laquelle x()=k, et
x(As)=k,, ot k, et k, sont des opérateurs donnés arbitrairement

on a i résoudre le systéme d’équations
c e’“‘ + Cs et = k‘ R ¢ e—sh ,{_ Cs @A — k‘)‘
On trouve ainsi

_ ,’E} PoLE p— ka ety

G 1— e“—‘“(z»zﬁ.n)_—- ? Cg ="+

et lintégrale peut étre évaluée par les développements en séries.
Reprenons maintenant le cas général (25). En posant
Cx(A)=c, (e ¢, (A) et

ct en appliquant la méthode connue de variation des constantes,
on trouve I'intégrale parliculitre
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o N A .
(27) x(d) = 5 I [emst—) — esla—n]. [ (5¢) - ly(x)] dx,
“ o

qui permet de trouver a son tour la solution générale et de I'aju-
ster aux conditions initiales ou bien & celles aux limites.

On peut traiter d’une manitre tout a fait analogue I'équa-
tion parabolique
(28) Xz( A t) = xi(4,8).

On a dans ce cas

X" =sx — a(d).
L’équation homogene a la solution
x(A)y=c,e7} 2 1,6V 5,

et on peut établir pour I'équation non homogéne une intégrale
particuliére analogue a (27).

§ 24. Sur Punicité des solutions. La méthode des opérateurs
permet aussi d’établir des théorémes d’unicité pour les équations
partielles. Nous nous bornons ici & quelques exemples simples.

On a d’abord le lemme suivant:

Si deux fonetions paramétriques p{d) et q(A) satisfont dans
lintervalle a <A< p a Péquation différentielle

ax”(2)+bx () =c(2),
o a,beC, a0 et c(4) est une fonction paramétrique donnée,
et si Pon a p(l)=q(4,) et p'(A)=q'(4,) dans un point 1, de cet
intervalle, on y a identiquement p()=q(%) partout '3).

On déduit de ce lemme le théoréme suivant:

Si la fonction exponentielle e™ (==0) existe et xy(3) est
une solution particuliére de I'équation non homogéne
(29) x” —mPx=c(2),
toute fonction x(2) satisfaisant & cette équation se laisse repré-
senter dans la forme

X)) =c e - cye®t - x4 (4),

o ¢, et ¢, sont des opérateurs convenablement choisis.

#) J. G-Mikusinski [20].
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En vertu du lemme, il suffit de remarquer que le systéme
d’équations
x(A) == c e - cyet +x5(%),
&' (k) = — ¢, e - c e -1 & ()

est univoquement résoluble en ¢, et c,, ce qui est sirement

le cas, car
e—m;.u emln |

=2m==0.
—pe—P4 e

Si, de plus, e**=+1 pour 2==0, la solution de I'équation (22)
est déterminée univoquement dans Pintervalle o A< g par les
valeurs limites x(a) et x(B).

En effet, en vertu du théoréme précédent, il suffit maintenant
de remarquer que le systéme .des équations

xla)=cy e+ cye” - x4(a),
x(f) = cie™™f 4-cye™f -+ x, ()

est univoquement résoluble, ce qui est vrai, car

(30)

| g—e e |
| € e

] - o ! —e" p—a) [egm B—a) 1] # 0.
e e

Voici deux corollaires directs:
L'intégrale x(A,t) de I'équation hyperbolique (24) est déter-

minée univoquement dans le domaine D:
a<CA<B,

0L t<<eo
par ses valeurs:
x(2,0) et x¢(2,0) pour a <A< P, x(x,1) et x(B,8) pour Ot <oo.
Pareillement, lintégrale x(A.t) de Iéquation parabolique (28)
est déterminée univoquement dans D par ses valeurs:
x(2,0) pour a<<A<LB, x(a,t) et x(8,f) pour 0t <co,
Voici encore deux théorémes:
8i la solution x(2,t) de I'équation hyperbolique (24) est telle que
x(2,0) =x:(2,0)=0 pour a<<ACP et x(y; B =2x(ps,1) = x(py,1)
pour 0 t<<oo, oll y,,y, et y, sont trois points distincts de l'in-
l_‘ervalle a-< A< B, on a identiquement x(1,£)=0 dans D.
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Pareillement, si la solution x(A,f) de Péquation parabolique
(28) est telle que x(1,0)==0 pour a<{A<f et x(y,,t)=x(ys, ))=x(ps,1)
pour 0Lt<co, on a identiguement x(A,t)=dans D.

En effet, on est alors conduit au systéme d’équations
cle Pt e?n=c e~ "} c,eP i =1c,e "},
d’olt ¢;=¢,=0.

Les résultats de ce paragraphe ne peuvent pas étre obtenus
moyennant la transformation de Laplace, & moins de resireindre
la classe des fonctions admissibles.
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Weak compactness in Banach spaces
by

G. SIRVINT 1 (Leningrad).

The author was murdered by the Germans during the second world war.
The present work was received by the editor in 1941 and has been prepared
for print by A. Alexiewicz.

In his monography [4]") Bamaci calls only little attention
to the notion of weak compaciness. In recent years, however,
the importance of this concept for Functional Analysis has been
emphasized in several papers, to mention only its role in the
theory of stochastic processes. The present paper %) deals with
a detailed study of the weakly compact subsets of Banach spa-
ces, especially of the separable ones. When considering the com-
pact subsets in Banach spaces, I follow the way indicated by
Grrranp [10].

The contents of this paper consist of two parts. In the first
part (§ 1-§ 7), necessary and sufficient conditions for weak com-
pactness of subsets of separable Banach spaces are given and
the connectedness of the weak convergence with the weak com-
paciness are studied. In the second part (§8-§ 10) we consider the
general forms of weak compactness in some concrete Banach
spaces and we apply the results to the study of weakly completely
continuous operations.

1) The numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the

present paper (p. 93-94).
?) the principal results of which were announced without proofs in the

note [15].
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