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Sur les solutions de I’équation linéaire du type elliptique,
discontinues sur la frontiére du domaine de leur existence

par

M. KRZYZANSKI (Krakéw!.

Introduction.

1. L’'une des généralisations du probléme classique de Di-
richlet pour I'équation de Laplace dans un domaine ouvert borné
consiste & admetire que la solution cherchée peut devenir dis-
continue en cértains points de la frontiére de ce domaine. On
doit & ZaremBa!) un théoréme imporiant, concernant 'unicité¢ de
la solution de ce probléme. D’aprés son théoréme, si la fonction
u(x,y) de deux variables indépendantes, harmonique dans D
est continue et sannule sur la frontiére Fr(D) de ce domaine
sauf aux points Py, P,,..., P, appartenant & Fr(D), et si elle satis-
fait en outre a la condition

lim»l%’;—’r‘@=0 pour »=1,2,...,u et (x.y)eD-4¥r(D),
ry—>0 v

r. désignant la distance du point (x,y) au point P,, clle est iden-
tiquement nulle dans D. Dans le cas de trois variables indépen-
dantes. on doit remplacer la derniére condition par

lim u(P)-rp=10
PP,>0

pour »=1,2,.... 4

1} S. Zaremba, Sur Vunicité de la solufion du probléme de Dirichlet,
Bulletin de P'Acad. des Se. de Cracovie (1909}, p. 561-563.
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M. Picone ?) et ensuite M. Leja ?) se sont occupés récemment
d’un probléme analogue pour I'équation

m 22u
(#) Z‘axg—f—c(x,,xz,...,xm)u=05
j=1 i

¢ étant une fonclion continue.

M. Piconr a démontré que, D étant un domaine borné, d —,
son diameétre, Py, P,,....P, — un systéme fini de points de sa
frontiére Fr(D) et «;,a,,...,00 — des nombres positifs tels que

Zai=a<
=1

m {m—Z pour m>2
1 pour m==2,

si le coefficient ¢ satisfait & la condition

ng;dgz::—a—) pour m>2,
(+#) e<
a(t—a)
dz

pour m==2,

alors toute solution de I'équation (¥) satisfaisant i la condition

o
li , Pet
ng}ﬂﬂp}t (P )i]=71 PP pour m>2
() w ed \e =0
lim u(P)[] (lOg :‘) pour m=2
P—>PyeFr(D) i=1 P i P

est identiquement nulle dans D.

M. Lga a démoniré que la condition () peut étre rem-
placée par
a(m—2-—a)

BT lorsque m>2,

c<C
a(l—a) ,
— ¢ lorsque m=2,

3) M. Picone, Inforno alla feoria di una classica equazione a derivate
parziali, Annales de la Soc. Polon. de Math. 21 (1948), p. 161-169.
) F. Leja, Remarques sur le travail de M. Picone, ibidem, p. 170-172.
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3 désignant cette fois un nombre supérieur 2 d, mais en diffé-
rant peu a volonté, et la condition (#**) par

Im oo \e
li u(P) V(-—M) our m>2
PsPoetiD) ( / = \PP P —0
'3 (1o o) of
i u(P); ¥ (o ::) bour m=2
P-»Piill}‘r(D} (P)'.-;i gP,-P t

Jal apercu que non seulement les résultats de Zaremsa,
Picone et Leja se laissent étendre aux solutions de P'équation li-
néaire du type elliptique dans sa forme générale (pourva que
ses coefficients satisfassent a certaines conditions exposées dans
la suite), mais qu’ils se prétent en outre & en déduire certains
théorémes d’existence, en particulier un théoréme analogue i celui
que javais établi dans mon tiravail antérieur?) sur le probléme
de Dirichlet dans les domaines non bornés 3).

Théorémes géneraux d’existence et d’unicité.

2, Soit
. < N 2*u o au o ai5= aj))
1) &ly] _i,gia”a—xfa’é} —}—]é' b,—a—;j—kcu_—«f (a5=aji

une équation linéaire du type elliptique, les coefficients ay,
bj, ¢ et la fonction f étant des fonctions continues du point
P(x,%5,....xXm) dun domaine ouvert borné D et la forme
m

a;;4:4; étant supposée définie positive.
=1 ~

Fr(D) désignant la frontiére du domaine D, et D — sa fer-
meture D--Fr(D), soit ¢(P) une fonction continue sur Fr(D),
sauf aux points d’un ensemble fermé EC Fr(D).

Considérons le probléme suivant: chercher une fonction u{P)

qui soit dans D—E une solution réguliére (c’est-a-dire continue

) M. Krzyzanski, Sur le probléme de Dirichlet pour P'équation linéaire
du type elliptigue dans un domaine non borné, Rendiconti dell’Accad. Nazion.
dei Lincei, Serie VIII, vol. 4 (1948), p. 408-416.

%) La plupart des résultats de ce iravail ont €té communiqués par moi & la
Société Polonaise de Mathématique, Section de Cracovie (séances du 20. IV.
et du 16. X. 1948).

Studia Mathematica, T. XI. 7
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dans D—E et admettant des dérivées du 2@¢ ordre continues
dans D) de I'équation (1) et telle que o
@) w(P)=¢(P) pour PeFr(D)—E
C’est le probleme de Dirichlet généralisé, qui sera appelé
briévement probléme DG.
La distance du point P i ’ensemble E, ¢’est-i-dire le nombre

inf PP,, sera désignée dans la suite par 6(P, E).
PeE

Soit {D,} une suite croissante de domaines ouverts contenus
dans D; admettons que la frontiére Fr(D,) de tout D, se compose
de deux parties: la partie S,=Fr(D)-Fr(D,), située sur Fr(D), et
la partie o, qui reste. Désignons par 2, la somme o,~Fr(D)—S,
et posons

d,=sup 6 (P,E);
Pex,,
on supposera que la suite {D,} est choisic de maniére que dn— 0
lorsque n— oo. ’

D’aprés un théoréme de Lrsescue®), étant donnée une fonction
continue p(P), définie dans un ensemble fermé et borné F, on peut
définir une fonction @(P) continue dans l'espace tout entier et
telle que @(P)==¢(P) pour PeF. De plus, lorsque les bornes su-
périeure et inférieure de ¢(P) dans F sont égales respectivement
a M et m, on peut s’arranger de facon que la condition m << ®(P)<{M
soit satisfaite dans espace tout entier. En effet, sila fonction @, (P)
est continue dans 'espace tout entier et coincide avec ¢(P) dans F,
la fonction

l m st @(P)<<m,

@, (P) si mgL O (P)<M, -
l si o,(P)>M

est aussi continue dans lespace tout entier, coincide avec g(P)

dans F et y satisfait & la condition en question. On en déduit le

%) H. Lebesgue, Rendiconti del Circ. Matem. di Palermo 24 (1907),
p. 371-402; voir aussi G. Bouligand, Sur le probléme de Dirichlef., Annales
de la Soc. Polon. de Math. 4 (1925), p. 59-112.
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Lemme?). Si la fonction @(P) est continue sur Fr(D)—E et

la fonction I'(P) l'est dans D—E, la borne inférieure de I'(P)
y étant positive, la condition

mI(P)Lp(PYSMI(P) sur Fr(D)—E
enfraine Pexistence d'une fonction ®{P) continue dans D—E et
telle que
- mIP)<®P)KMI(P) dans D—E.
En particulier, si m<Cp(P)< M sur Fr(D)—E, on a
m<oP)<M dans D—E.

Démonstration. Admettons d’abord, que I'(P)=1. La fon-
ction ¢(P) étant continue sur S;. elle peut étre prolongée a D,;
elle est alors continue dans D;+S, et peut éire prolongée a D,
et ainsi de suite. On détermine ainsi une fonction @(P) continue

dans D—E et telle que m<< @M dans D—E.
Dans le cas général, soit

yp(P)=q(P)/I"(P).

C’est une fonction continue sur ’ensemble I'r(D)—E etlon a
m={p(P)<M. On peut donc déterminer une fonction ¥(P) con-
tinue dans D—E et telle que lon y ait m< P(P)< M. Soit

S(P)=¥(P)I"(P).

La fonction ®(P) étant ainsi définie dans D—E, on peut
remplacer la condition (2) par

29 u(P)=a(P) pour Pe Fr(D)—E

On a le théoréme I suivant, dont la démonstration est en

réalité identique a celle du théoréme I de mon travail precité:
Théoreme I. Addmettons que

1" Pensemble D—E est la somme des fermetures Dy, des do-
maines ouverts croissants D, D, réguliers®) par rapport au pro-

7} Je dois @ M. T. Wazewski la suggesition d'une telle modification du
théoréme de Lebesgue.

%} Un domaine A est dit régulier par rapport au probléme de Dirichlet re-
latif & 'équation (1) lorsque ce probléme est résoluble dans A pour (1) toutes les
fois que les condmons aux limites sont exprimées par une fonction continue.
Nous convenons alors de dire que la fermeture A est régulidre, e]le aussi, par
rapport & ce probléme.

7%
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bléme de Dirichlet pour Péquation (1) et tels que dy,—>0 pour
n—>»oo; 3

20 @(P) est une fonction continue dans D—E;

3° {us} est la suite de solutions du probléme de Dirichlet
relatif & Uéquation (1) dans D, avec les conditions aux limites

u,(P)=2a(P) sur Fr(D,);

4 il existe une fonction H(P,k) du point PeD—E et du
paramétre k, définie pour 0<<k<Ck,, de classe c® (c’est-a-dire ad-
mettant les dérivées du second ordre continues par rapport
aux x;) dans D, confinue et positive dans D —E et telle que

@ lim HP,K)=o0
PPy E

) ! H(P,k)
(i) st ky<<k,<<k, on aaa!lgl—m H(P,k,)

(iii) & foute valeur de k correspond un nombre 6(k)>>0
tel que S[H(P,k)]<<—¥8(k)-H(P,k)<<0;
59 il existe deux nombres positifs M et k<k,, tels que
@ e@P)|<M-H{P,k) pour PeD—E?),
@) |f(PI<M-H(P,k) pour PeD.
Alors la suite {u.} converge dans D—E pers une solution u(P)
du probléme DG pour Péquation (1) dans D avec les conditions

aux limites (2) sur Fr(D), la convergence étant uniforme dans tout
ensemble fermé FCD—E.

En outre, la fonction u(P) satisfait dans D —E a Vinégalité
suivante:

=0,

u(P)| < M-H(P,K) [1+a'{i€)]

Cest la seule solution du probléme DG pour I'équation (1) avec
les conditions aux limites (2') sur Fr(D) dans la classe (C) de fonc-

tions u(P) pour lesquelles il existe deux nombres positifs M’ et k'

tels que u(P)<<M'-H(P,k').

%) D'aprés U'hypothése! 5%), la fonction H dépend de la fonction @(P),
" Cest-d-dire de la maniére dont on a prolongé la fonction @ (P) & I'ensemble D—E.
Or, on peut éliminer la fonction @(P) de I'énoncé du théoréme I (voir le théo-
réme IA). Ces remarques sont dues 3 M. Wazewski.
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Démonstration. Commengons par démontrer la conver-

gence de la suite {un}. Jiniroduis 3 cet effet les fonctions
Do =u,/H(P, k)

Elles satisfont dans D, a l’équation linéaire

n=1,2,..).

) ‘5*[17]‘—2311 e +2 ,—+c*v-~f*

ou

H@[HJ< o(k) et f*(P)=f(P)/H(P,k).

On a if*|<<M en vertu de 5°(ii).
»  Jintroduis ensuite les fonctions
W=p,—M[1+1/6(k)], z@=p,+M[1-+1/5(k)]
Ces fonctions satisfont dans D, aux équations
E* [ =4 (—1F Mt + 6 (B)]c* (r=1,2:n=1,2,..).
Or, ¢*<<—6(k). Par suite
E*[2W]>M-8(k) et &*[z¥]<—M-8(k),
de sorte que z{! ne peut atteindre dans D, un maximum positif,

pas plus que z® n’y peut atteindre un minimum négatif 7).
Comme |o;|<M sur Fr(D,), on a z‘n‘)<——M6_‘(k')<0 et

2@ M5 (k)=>0 sur Fr(D.) et, par suite, zZ0<0 et 23>0

dans D,, c’est-a-dire

4) |pa] < M1 +671(E)] dans D,.
Soit p<tqg; on a |pg|<< M[1—I—6_1(k)] dans D, et, en parti-

culier, sur Fr(D,).

La différence v, —pq est dans Dy une solution de Féquation
homogéne

(n==1,2,...).

3) &*[o]=
et 'on a
(5) ' |op—g| < 2M[1 671 (K)] sur Fr(D,).

) Voir M. Picone, dppunti di Analisi Superiore, Napoli 1940, p. 695.
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Soit B

H(P,k) ,
H(P,k+k)
K’ étant un nombre positif tel que k- k' <<k,.

En vertu de 1°, 4°(ii) et (5), on peut choisir un p suffisam-
ment grand pour avoir |wp|<C# sur op, & étant un nombre positif
quelconque. On a en outre mpg=0 sur Sp. Or, la fonction mwp,
est dans D, une solution d’une équation homogéne, analogue
a (3); elle ne peut donc y atteindre ni un maximum positif, ni
un minimum négatif, de sorte que |rpg|<<e partout dans D,.

10pq = (up— ttg)/H (P, k+ k)= (0p — o)

Soit 4 un domaine fermé contenu dans D—E. On a, en
vertu de 1°, AC D, pour p suffisamment grand. Désignons par
Q(k) la borne supérieure de H(P,k) dans 4. On a donc

fup—ugl<<e-Q(k+k) dans 4.

1l en résulte que la suite {u,} est uniformément convergente
dans 4. Cette suite converge donc partout dans D vers une
fonction continue u(P) se réduisant.a @(P) sur -Fr(D)—E.

Reste & démontrer que la fonction u -est une solution régu-

liere de (1) dans D. Or, soient: p, un entier positif arbitraire -

et U la solution du.probléme de Dirichlet pour (1) dans D, avec
la condition aux limites U=u sur Fr(D,). On a pour p>p,
suffisamment grand

(6) |U—up| <9 sur Fr(Dp,),
(@) ju—upl<<qy dans  Dp,,
le nombre 7>>0 étant arbitrairement petit. Posons

V(P)=UP)HP,k);

soient Q, (k) et w,(k) respectivement les bornes supérieure et infé-
rieure de H(P,k) dans D,,. On a en vertu de (6)

V— .
® [V —o,|< o ®

La différence 7-—v, éiant une solution de Véquation (3
dans Dy,, elle ne peut y atteindre ni un maximum positif, ni un

sur I'r(Dp).
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minimum négatif, de sorte que Iinégalité (8) subsiste pariout
dans Dp,. Done

T [ Q (k)
(9) - IC —up;-;\n—wz(k} ) dans Dy,.
On déduit de (7) et (9) la limitation suivante:
. QK
(10) U—ur<17[——°—~.——}~1].
wy (k)

Comme 5>0 est arbitrairement petit, il résulte de (10) que
U=u dans Dy, c’est-a-dire que u est dans D,, une solution ré-
guliere de (1). Mais, p, étant choisi également d'une maniére ar-
bitraire, u esit une solution réguliére de (1) dans D. Clest donc
une solution du probléme DG pour I'équation (1) dans D avec
la condition aux limites u(P)=®(P) sur Fr(D)—E.

La suite {0a} converge dans D—E vers une fonction continue
p=u'H telle que |p| <M[1}6"(k)]. I en résulte la limitation

u(P)|<M-HQP,K)[1+67 (k).

Enfin, pour établir I'unicité de cetie solution du probléme DG
dans la classe (C), il suffit de montrer que u==0 est la scule
solution de I’équation homogéne

) &lul=0,

qui est régulitre dans D—E, s'annule sur Fr(D)—E et appar-
tient a la classe (C). En effet, si u, et u, sont deux solutions de (1),
régulidres dans D—E, identiques sur Fr(D)—FE et appartenant
a la classe (C), leur différence u est une solution de (1%), régu-
litre dans D —E, s’annulant sur Fr(D)—E et appartenant a la
classe (C).

Or. k” étant un nombre positif choisi de facon que
k’+k”<k,, posons

wo(P)=u(P)/H(P,k'-+k").

La fonction m(P) satisfait dans D a une équation homogéne,
analogue a (3'). On a | (P)|<<e sur Fr(D,) pour n suffisamment
grand, le nombre ¢>0 étant petit 2 volonté. On en déduit aussi-
tdt que ro(P){<< e dans Dh.
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Soit P’ un point arbitraire du domaine D. Pour n suffisam-
ment élevé, P’ appartient & Dy, donc [m(P’)|<<e. Comme & est
arbitrairement petit, on a m(P)=0. Donc m(P)=0 et par
suite u(P)==0 dans D.

Théordme IA. Si les hypothéses 19 4° et 5°(ii) du théoréme I
sont satisfaites et si la fonction @(P), continue sur Fr(D)—E
y satisfait & Pinégalité

lp(P)[ < M-H(P, k),

oii M=>0 est une constante, il existe une solution de (1) qui est
réguliere dans D—E et satisfait a la condition (2) sur Fr(D)—E.
C’est la seule solution du probléme DG pour (1) dans D, qui
appartienne & la classe (C) et satisfasse & (2) sur Fr(D)—E.
On déduit aussitét ce théoréme du théoréme I et du lemme
qui le précéde, en posant I'(P)=H (P, k).

3. La démonstration du théoréme I repose sur le principe
suivant: lorsque, dans une équation de la forme (1), ¢<<0 et
qu'on a >0 ou f<{0 respectivement, la solution u(P) de cette
équation, réguliére dans un domaine fermé et borné D, ne peut
pas atteindre & Pintérieur de D la borne supérieure positive ou
la borne inférieure negahve respectivement. Cette propriété subsi-
ste lorsque ¢<0 et qu'on a />0 ou f<<0 respechvement

Or, on peut démonirer que, lorsque ¢<<0 et quon a f>0
(f<0), la solution u(P) atteint sur Fr(D) la borne supérieure
(inférieure) si elle est positive (négative).

En effet, soit M>0 la borne supérieure de u(P) dans D.
Supposons que l'on ait u(P)M'<<M sur Fr(D), o M’ =0.

Posons =1, (M—M).

La fonction u(P) étant uniformément continue dans D, il
existe un domaine D’ tel que D'+Fr(D') CD et que u(P)<M’-}-¢
sur Fr(D’). Posons

u=u*— @ e*m,
o et A étant des constantes positives qui seront convenablement
choisies dans la suite. L’équation (1) se transforme en

Eur=f+4 o (@mm A2 bri4c)e?*m.

Les coefficients de (1) étant bornés dans D’+Fr(D’) et amm
étant positif, on peut choisir le nombre 1 de fagon que le trindme

icm

Sur les solufions de I'équation linéaire elliptique. 105

entre parenthéses soit positif. Alors &[u*]>0 et, par suite, u* ne
peut pas atteindre dans D sa borne supérienre positive. Cepen-
dant u*<<M’'+-e-twe? sur Fr(D)), ol g=sup|ixm| sur Fr (D), et
cette inégalité subsiste dans (D’). On a donc a foriiori

u<<M'+etowee dans D".

Choisissons un w=ge—?. Alors u<<M’-+}2e==M dans D’. Mais,
P, étant un point quelconque de D, on peut choisir D’ de facon
que P,C D’. 11 en résulte que la borne supérieure de u(P) est
inférieure 3 M, contrairement a ’hypothése.

On a donc M'> M et, par suite, u(P) atteint sa borne su-
périeure M sur l*r(D

4. Je vais établir maintenant un autre théoréme d’unicité pour
la solution du probléme DG, afin d’en déduire ensuiie une géné-
ralisation du théoréme de Zarmusa.

Théoréme II. 4ddmettons que

1° ¢ (P) est une fonction continue sur Fr(D)—E,

20 il existe une fonction K(P), continue et positive dans
D—E, de classe c® dans D et telle que &[K]<0 dans D.

Alors le probléeme DG pour léquation (1) dans D avec les
conditions aux limites (2) admet une seule solution au plus dans
la classe (&) des fonctions u(P) telles que

. u(P)
(1) R (i

Démonstration. Soit u(P) une solution de l’équation ho-
mogéne &fu]=0, cette solution étant régulidre dans D —E, appar-
tenant A la classe (&) et s’annulant sur Fr(D)—E. Posons

__|u(P)K(P} pour PeD—E,
D(P)_{ 0 pour PeE.

La fonction o(P) est continue dans D, s’annule sur Fr(D)
et y constitue une solution réguliére de I’équation homogéne

(12) &l “‘2 aij +2 i ——-+cu-—

fj=1 ax 2x5  j=t

avec
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par suite, cette fonction atteint sur Fr(D) sa borne supérieure,
si elle est positive, et sa borne inférieure, si elle est négative.

Comme p=0 sur Fr(D), on a o(P)=0 dans D. Il en résulte
que u(P)=0 dans D—E 1),

5. Dans les considérations du N° 2, on n’avait pas besoin de
supposer que le domaine D est lui-méme régulier par rapport au
probléme de Dirichlet (au sens strict) pour 'équation (1). Or, ad-
mettons & présent que D est régulier par rapport a ce probléme.

Soit {g.(P)} une suite de fonctions continues sur Fr (D), con-
vergente vers la fonction ¢(P) aux points de I'ensemble Fr(D)—E
(voir la condition (2)). Considérons la suite {u.(P)} de solutions
de (1), régulitres dans D et se réduisant aux @,(P) sur F r(D). 1l
s’agit d’établir les conditions assurant la convergence de la suite
{us} dans D vers une solution du probléme DG pour (1) dans D,
avec les conditions aux limites (2). .

L’importance de ce probléme est toute particulitre pour la
théorie des processus stochastiques 12).

Désignons par E{g) I'ensemble des points PeFr(D)y—E dont

la distance 6(P,E) a I'ensemble E est inférieure 3 0. .
On a d’abord le

Théoréme III. Admettons que

1° le domaine D ‘est régulier par rapport au probléme de
Dirichlet pour Péquation (1);

2" tout point PeD est intérieur a un domaine fermé, con-
tenu dans D et régulier par rapport au probléme de Dirichlet
pour l'équation (1);

5° il existe une fonction K(P) satisfaisant a Ihypotheése 2° du
théoréme II et telle que lim K(P)=oo}

PoPeE

4" {pa(P)} est une suite de fonctions continues sur Fr(D)
qui converge sur Fr(D)—E vers une fonction ¢(P) définie sur
Fr(D)—E, la convergence étant uniforme sur tout sous-ensemble
fermé de Fr(D)—E;

1) Cette démonstration est la méme que celle des théorémes précités de
M. Picone et M. Leja (voir Introduction).

) Ce probléme a été traité par M. Petrovsky, Uber das Irrfahriproblem,
Math. Annalen 190 (1933), P. 425-444, pour un cas particulier de Téquation (1),
en supposant que la fonction ¢ (P) est bornée,
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5% quel que soit £=0, il existe un ¢=>0 fel que
(13) |@n(P) <e-K(P) pour tout Peki(s)

69 {un(P)} est une suite de solutions de (1), réguliéres dans D
et assujetties a la condition u,(P)=g.(P) sur Fr(D);

Alors la suite {un} converge dans D—E vers une solution du
probléme DG pour léquation (1) dans:-D, avec les conditions aux
limites (2) sur Fr(D)—E, la convergence étant uniforme dans tout
sous-ensemble fermé de D—E. :

in=1,2,...);

Démonstration. Le nombre ¢>0 étant arbitraire, on peui
déterminer en vertu de I'hypothése 4° un nombre po(s) de facon
a avoir
(14) [@p(P)—pqo(P)}<<2e-K(P) pour PeE(o) (p,q=1,2,...).

D’autre part, d’aprés 'hypothése 3°, on peut déterminer un
nombre N de fagon & avoir ’

(15) |@p(P)—g@q(P){<<e pour tout PeFr(D)—E{g), p>N et g=>N.

Posons

uup(m—ug(l’)]/’K(P) siPeD—E o).

ore(P)=1 si PE
Les fonctions b,, ainsi définies sont continues dans D et
Yon a
Dpq (P)=[pp(P)—ga(P)}/K(P) pour PeFr(D)—E.
Soit @ la borne inférieure de K(P) dans D—E. On a d'aprés
(14) et (15) .
2¢ pour PeE(p),

, ) N >N, g>N).
PraPi<ye Lo peFr(D)— B9 PN

Par suite,
(16) [qu(P)!<e(2-I—~a1)—) partout sur Fr(D) pour p>Netg=>N.

_ Or, py est, dans le domaine D, une solution régulitre de
I’équation homogeéne (12) avec le coefficient ¢<0. Il en résulie

que Dinégalité (16) subsiste partout dans D, c’est-a-dire

(17 up(P)—uq(P)|<e (24 L) K(P) pour PeD—E et p.g=N.
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La suite u,(P) converge done, pour PeD—E, vers une fon-
ction u(P). _

Soient: F un sous-ensemble fermé de D—E et © la borne
supérieure de K(P) dans F. On déduit aussitét de (17) que

!up(P)»—u,(P)]<e(2+—i)Q pour PeF, p>N et q=>N.

Il en résulte que la suite {u.} est uniformément convergente
dans F et que la fonction u(P) est continue dans D—E. D’aprés
la définition des fonctions u,(P), la fonetion u(P) se réduit A ¢(P)
sur Fr(D)—E.

Il reste donc de montrer que u(P) est une solution réguliére
de (1) dans D—E. Soit & cet effet P, un point arbitraire de D;
d’aprés I'hypothése 2°, il existe un domaine fermé F,C D, régu-
lier par rapport au probléme de Dirichlet pour (1) et contenant
Py & Pintérieur. Désignons par U(P) la solution régulidre de (1)
dans F;, égale 3 u(P) sur la frontidre Fr(F,) de F,. On a pour n
suffisamment grand

(18) [un (P)—u(P)|<e dans F,,
(19) |un (P)—U(P)| <& sur Fr(F,).
La fonection Vn(P)=[un(P)——U(P)]/K(P) est -dans F, une so-

lution régulidre de ’équation (12). Soient Q, et w, les bornes, su-

périeure et inférieure respectivement, de K (P) dans F,. On a en
vertu de (19)

[Va(P)| < efo, sur Fr(F,)
et, par suite, partout dans F,, car 0. (P) satisfait dans F, a I’équa-
tion (12) avec ¢ <0. Done
20) lun(P)—U(P)|<sQy/w,  partout dans F,.

On déduit des inégalités (18) et (20) la limitation
IU(P)“U(P)]<8(1+QO/WO)-

Or, ¢>>0 étant arbitraire, on a u(P)=U(P) partout dans F,,
ce qui achéve la demonstration,
~ Je vais déduire du théoréme III celui d’existence de la solu-
1.1-011 du probléme DG pour Iéquation (1) dans un domaine régu-
lier par rapport au probléme de Dirichlet pour cette équation.
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Conformément & la notation adoptée, soit E [§(P, E)] I'ensem-
ble des points QeFr(D)—E dont la distance a Pensemble E est
inférieure a 6(P,E), Clest-a-dire tels que 3(Q,E)<<o(P,E). Soit
¢(P) une fonction continue sur Fr(D)— E. Désignons parQM,, (P) la
borne supérieure de [¢(Q)! sur I'ensemble fermé Fr(D)—E[s(P,E)].

La fonction M,(P) ne décroit pas, quand §(P,FE) tend vers
zéro. Ceci dit, on a le

Lemme. Soient: g,>0, F0=FD—ED(Q°), et p(P) une fonction
égale & o(P) sur F, et telle que "

w(P) <supig(Q)  pour PeL(e).

Alors
w(P)| < M, (P) pour PeFr(D)—E.

En effet, si PeF,., on a [p(P)i=¢P)|<Mp(P), et si

PeE(o)—E, on a lp(P)<suplp(Q] < sup |p(QI=Mp(P).
Qefo QeF(D)—E{3(P.E}}

Théoréme IV. Admettons que

1° le domaine D est régulier par rapport au probléme de
Dirichlet pour Uéquation (1) et assujetti & la condition 20 du théo-
reme III; _

20 il existe une fonction K(P) assujeftie a la condition 3"
du théoréme III;

3% @(P) est une fonction continue sur Fr(D)—E;

4° a4 tout ¢ >0 correspond un 9=>0 tel que

pour PeE (o).

Alors il existe un solution u(P) du probléme DG pour I'équa-
tion (1) dans D, telle que u(P)=¢(P) sur Fr(D)—E.

Démonstration. Considérons la suite {G.} d’ensembles
G,=E (A/n), le nombre 1> 0 étant choisi de !nam'ére que Fr(D)—E

" contienne des points n’appartenant pas & E(4). On a évidemment

ﬁ(inr—E, ¢’est-a-dire E;(Fr(D)——Gn)————Fr(D)——E. D’aprés le
n=1 n= .

théoréme précité de Lresescue, on peut faire correspondr(? a tout
ensemble fermé F,=F1(D)— G, une fonction ¢,(P) continue sur
Fr(D), identique & @(P) sur F, et telle que |ga.(P)] << My, sur Gn,

.

~
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M, désignant la borne supérieure de |p(P)| sur F,. Il résulie
du lemme qui vient d’étre démontré que |g.(P)| <My (P) pour
toutes les valeurs de n. On en conclut, en tenant compte de I’hy-
pothése 4°, que I'hypothése 5° du théoréme III est aussi réalisée.
Comme les autres conditions de ce théoréme sont également sa-
tisfaites, la suite {u.} de solutions du probléme de Dirichlet pour
Iéquation (1) avec les conditions aux limites u(P)= ¢y (P) sur
Fr(D) converge vers une solution du probléme DG pour (1)
dans D qui- satisfait aux conditions' aux limites u(P)=gp(P)
sur Fr(D)—E.

Remarque I. En particulier, ’hypothése 4° du théordme IV
est satisfaite lorsque la fonction p(P) est bornée.

En effet, si |p(P)[<M pour PeFr(D)—E par exemple,
on a My(P)<<M. D’autre part, on a pour o suffisamment petit
K(P)>M/e sur E(p), c’est-d-dire (21).

Remarque II. On apercoit que les fonctions H (P, k) et K (P)
qui interviennent dans les énoncés des théorémes I-TV jouent un
réle capital dans les démonstrations de ces théorémes. Des fon-
ctions analogues ont éié introduites dans de nombreux iravaux
antérieurs, en particulier dans ceux de M. Piconr et des autres
mathématiciens italiens. La démoustration de chacun de ces
théorémes contient une étape qui peut &tre caractérisée comme
suit: on divise une fonction, dont la valeur absolue tend vers co
quand P sapproche d’un point P,¢E, par la fonction H(P,k)
ou K(P), afin d’amortir sa croissance et atteindre que le quotient
soit borné ou méme tende vers zéro. Clest pourquoi, dans la
suite, je vais appeler de telles fonctions diviseurs amortissants.

En particulier, la fonction H(P, k), assujettie a la condition 4°
du théoréme I, sera dite diviseur amortissant du 1 genre, et la
fonction K (P) assujettic & la condition 3° du théoréme III —
diviseur amortissant du 2me genre,

Propriétés des bornes d’une solution du probléme DG.

6. Passons aux théordmes concernant les bornes des solutions
du probléme DG et dont la portée dans la théorie des proces-
sus stochastiques est évidente. L’un d’eux sera déduit du théoréeme 1
et Pautre, analogue, du théoréme 1V,
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Théoréme V. Admettons que
1° les hypothéses 1° et 4° du théoréme [ sont safisfaites:

20 =0 et f=0;
30 u(_l") est une solution de I'équation (1), réguliére, de classe
(C) dans D—E;

4° il existe deux constantes m et M telles que
(22) mLuP)<M sur Fr(D)—E.
Alors linégalité (22) subsiste dans D.

Démonstration. Sans restreindre la généralité du raison-
nement, on peut admetire que m<C0 et M>>0, car dans le cas
contraire, on introduirait la fonction u{P)=u(P)—Y,(M+m),
qui est une solution de I'équation (1), réguliére dans D —E, et
on aurait

Yom—M) <u(P) <o (M —m).

On peut définir une fonction @(P), continue dans D —E,
telle que lon y ait m<OP)KM et que O(P)=u(P) sur
Fr(D)—E (voir N° 2). On a d’aprés le théoréme I, u(P)=limu,(P),
ol un(P) est, pour n=1,2,..., une solution de (1), réguliére dans
D, et telle que un(P)=&(P) sur Fr(D,). Comme les fonctions
un(P) atteignent sur Fr(D,) leurs bormes supérieures positives
et inférieures négatives, on a m < u,(P) <M partout dans Dn. 11
en résulte que m < u(P)< M partout dans D —E.

Théoréme VA. Admettons que u(P) est une solution de
Péquation (1), réguliére, de classe (€) dans D—E et que les hy-
pothéses 2° et 3° du théoréme III et celles 2° et 4° du théoréeme V
sont safisfaites.

Alors l'inégalité (22) subsiste dans D.

Démonstration. On peut admetire, comme plus haut, que
m<C0 et M>0. La suite {g.(P)} étant construite comme dans la
démonstration du théoréme 1V, et ¢(P) étant remplacé par u(P)
pour PeFr(D)—E, on a m<¢g.(P)<M pour n=‘1.,2,.... Le;s so-
lutions correspondantes u,(P) du probléme de Dirichlet sz?tlsfont
aux inégalités m < u.(P) <M dans D, puisque c¢=0. La'su_lte {un}
converge d'aprés le théordme IV dans D vers une solution de (1),
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régulitre dans D—E et qui se réduit & u(P) sur Fr(D)—E.
Draprés le théoréme 1I, cette limite est précisément u(P). On
a done (22) partout dans D—E.

Cas du domaine non borné.

7. On admettait jusqu’a présent que le domaine D était borné.
Or les théorémes I et II subsistent aussi pour les domaines D non
bornés, & condition toutefois d’ajouter le point & linfini & ceux
de lensemble E. Les domaines D, qui interviennent dans le
théoréme 1 sont alors non bornés et la frontiére de chacun d’eux
se compose de trois parties: a savoir de S, CFr(D), de o), dont
la distance de ’ensemble E tend vers 0 avec n-»co, et de o,
dont la distance de origine tend vers co avec n. :

En méme temps, le diviseur amortissant H doit satisfaire non
seulement & la condition 4° du théoréme I, mais aussi & la con-
dition 1° du théoréme I de mon travail antérieur, cité dans 1'In-
troduction.

De méme, le diviseur amortissant K, qui intervient dans le
théoréme II, doit alors tendre vers l'infini avec la distance du
point P de origine. '

Extension des résultats a I'équation du type parabolique.

8. Bien que ce travail ne concerne en principe que les équa-
tions du type elliptique, il y a intérét de remarquer que la plu-
part de résultats qui précédent s’étendent aux équations norma-
les du type parabolique

) Sag P S 2

=1 0Xi0Xj ' j=1 = oxj ’
les coefficients a;, b; et ¢ étant continus dans un domaine D
(dont il sera question tout a I’heure), la forme mZ_ia,-,-l,-ij étant
supposée définie positive et le coefficient by, safi:%aisalit ala
condition bm<<—p~<<0, ot >0 est une constante.

Le domaine D doit étre, cette fois, de forme spéciale, A savoir
étre borné par deux caractéristiques x™=0 et xm=h (h>0)
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et par une surface S non tangente aux caraciéristiques: en par-
ticulier, D peut étre une couche illimitée

0<xm<<h, —oco<<ay<—oc (i<<m—1)

ou méme un demi-espace xm>>0.

Désignons par X la partie de la frontidre Fr(D) du domaine
D qui n'est pas située sur la caractéristique xm=h. Dans le cas
d’'une couche illimitée, £ est la caractéristique xm==0.

Au probléme DG correspond cette fois celui de trouver une
solution de I'équation (23) qui soit réguliére dans D -(ZX—E),
ot E est un sous-ensemble fermé de la surface X, et qui satis-
fasse sur X—FE aux conditions aux limites analogues a (2).

Rappelons que le "principe concernant les bornes des solu-
tions de Péquation du type (23) s’énonce comme suit: lorsque
c<C0 et quon a f>»0 ou f«{0 respectivement, toute solution
de (1) qui est réguliére dans D3 atteint sur X la borne supé-
rieure, si elle est positive, et inférieure, si elle est négative, re-
spectivement.

Il est aisé de voir que tous les théorémes concernant le pro-
bléme DG pour I'équation (1) s’étendent au probléme qui vient
d’étre formulé pour I'équation (23).

Détermination des diviseurs amortissants.

9. Avant de passer & la construction des diviseurs amortis-
sants (voir Remarque II, p. 100), je vais établir des théorémes per-
mettant de les construire pour certains ensembles E des points
de discontinuité d'une solution du probléme DG, dés quon sait
les déterminer pour un seul point.

Théoréme V1. Soit E=3E,, ot E, sont des ensembles fer-
p=1

més disjoints. H,(P,k) et K,{P) étant respectivement des diviseurs
amortissant du 1° et du 2™ genre, relatifs a I'équation (1) et aux
ensembles E, pour PeD—E, et 0<<k<Ck,, les fonctions

H(P.k)=YH,(P.k) et K(P)=21KP(P)
p=1 p=

sont respectivement des diviseurs amortissants du 1¢ et du 2™
genre, relatifs a I'équation (1) et & l'ensemble E pour PeD —E et
0<<k <<k,

Studia Mathematica. T. XI. 8
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Démonstration. 1l suffit d’établir le théoréme pour le di-
viseur H, la démonstration pour K étant analogue (et méme plus
simple).

Il est évident que la fonction H(P,k) est positive pour PeD —E
et 0<k<k,. Elle tend vers l'infini lorsque 6(P,E)—0, et satis-
fait par conséquent a la condition 4°{) du théoréme I. On a con-
formément a la condition 4°(ii) du méme théoréme

E1H) <=3 o) Hy (P.F),
=
dp(k) étant des fonctions positives de k dans lintervalle 0<2 k <k,
En posant 6(k)=llgnép (k), on a donc
psn
GH]) < —5(k)-H(P, k),
de sorte que la fonction H(P,k) satisfait a 4°(ii).

Reste & montrer que H satisfait a 4°1i). Or le rapport
H(P,k,)/H(P.k,) se comporte au voisinage d’un point Q,e¢E, de
la méme fagon que le rapport H,(P,k,)/H,(P,k.); si k;<<k,, les
deux rapports tendent vers 0 avec §(P,Q,). Le théoréme est
ainsi établi.

Il en résulte en particulier que si I’on sait déterminer le di-
viseur amortissant H(P,k;Q,) ou K(P,Q,) relatif & un point
isolé Qy, on peut déterminer aussit6t le diviseur du méme genre
pour un ensemble E composé d’un nombre fini de points.

10. Passons en second lieu a la construction. des diviseurs
amortissants relatifs a I'ensemble E qui est une courbe I, en
supposant, pour fixer les idées, que m==3. Soient donc

x=0;(f) ou i=1,2,5 et 0LEtLT

les équations paramétriques de I, les fonctions 6; ayant les dé-
rivées d’ordre premier continues. Admettons qu'on sache con-
struire les diviseurs amortissants relatifs & un point isolé Q,eIF'r(D)
et désignons par H(P,k;Q) le diviseur du 1 genre, relatif au
point isolé Q(£,,4,,&,). Soient xy,x5,x, les coordonées - du point
PeD~—T. Considérons P'intégrale curviligne

G (P.K)=[H(P,k; Q) dsq.
y
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Nous allons montrer que, sous certaines conditions, cette
intégrale est un diviseur du 1° genre relatif a I'

Convenons de dire que I'intégrale (P, k) satisfait 3 la con-
dition (G) au voisinage du point Q,el’, lorsqu’'on peut faire cor-
respondre a tout couple de nombres r,>0,¢>>0 un nombre p=>0
tel que, 7, étant la partie de I" située dans la sphére de rayon r,
¢t de cenire Q,, Pinégalité PQ,<<p entraine

24) FJ’H(P,k;Q)dsQ<:u+s>f H(P, k;Q) dso.

Nous allons nous baser sur le lemme suivant sur les inté-
grales définies:

Si les fonctions f(x), plx) et g(x) sont continues dans linter-
palle fermé a<x <b, les fonctions g(x) et g(x) y étant différen-
tes de 0, il y existe un point c tel que

b
Jiwemds
b " gl
f(p(x)g(x)dx e

a

Pour la démonstration, on appliquera aux fonctions

Fa)=[f#lg)dt ot o@=[pdatdt

le théoréme de la moyenne de Cauchy.

Théoréme VIL. ddmettons que

19 la fonction H(P,k;Q) satisfait pour 0<<k-<k, et PeD—1T
(en tant que fonction de P) & la condition 4° du théoréme I avec
E=Q,. en particulier & 4°(iii) uniformément pour Qel;

RS zli“c; PQ-H(P,k:Q)=c< pour Qel';

P>

3" Pintégrale S7(P,k) satisfait & la condition (G) pour Qoel.

Alors la fonction SF(P.k) satisfait a la condition 4 du
théoréme I pour E=T.

Démonstration. Soient M un nombre positif arbitraire et
ro(M) un nombre suffisamment petit pour que Tinégalité PQ<<2r,
entraine
(25) H(P,k:Q}-PQ>M pour Qel.

. ax
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Soient C, une sphére de centre Q,el" et de rayon ry, P un
point de C, et ¥, la partie de I' située dans C,.

En désignant par L(y,) la longueur de I'arc y,, on a d’aprés
le théoréme de la moyenne

TPk Qs> JH(P.k: Qdsa=H(P. ks Q- L),

Q étant un point de y,. Or, L(y0)>2ru>ﬁé, donc en vertu de (25)
[HP,k; Q) dso>H (P, k: Q) PQ>M
Fy

cest-da-dire que SF(P,k) tend vers Tinfini lorsque la distance
&6(P,TI) tend vers zéro.
En outre, si PeD, on a

= IJC[H] dsg <~ — 1[5 (k) H (P, k; Q) dsg—=— 8 (k) FZ(L . k).

Enfin, k, et k, étant deux nombres tels que 0<Tk,<k,<<k,,
on peut choisir le nombre ¢ de fagon a avoir pour PQ,< ¢

FEP.k) TP, k)< (1) JH P, kl,Q)dso/fHP Ky Qdse.

Le lemme sur les intégrales définies entraine alors lexistence
d'un point Q' de y, tel que
D (P,k,)/D(P,ky) <<(1-+¢)-[H(P, ky; Q) H(P, ky; Q)]

Or, on a PQ' <1y~ et on peut choisir ry et ¢ suffisam-
ment petits pour avoir

H(P,k,)'H(P,ky)<<%/a-
On a donc pour e<<1
D(P,k))/D(P,ky) << (1 -+ )tz <<e.

Ainsi la fonction D (P,k) satisfait a la condition 4° du
théoréme 1 pour E=T, c.q.f.d.
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On démontre de la méme fagon le

Théoréme VIII. Si la fonction K(P;Q) safisfait (en tant
que fonction de P) & la condition 2° du théoréme II et si
%i_)quﬁ-K(P; Q)=oc pour Qel, la fonction

o (P)=[K(P; Q) dseo

satisfait a la condition 2° du théoréme II pour E=T.

11. Passons maintenant a la construction effective des divi-
seurs amortissants H(P,k;Q,) et K(P;Q,) relatifs 4 un point de
discontinuité Qy(x,x2,...,x% de la solution du probléme DG,
situé sur la frontiere Fr(D) du domaine D et auquel se réduit
Tensemble E.

Soit d(D) le diamétre de D.

Admettons que les coefficients a;,b; (i,j=1,2,...,m) et ¢
sont continus et bornés dans le domaine D et qu'ils satisfont
a la condition de Lipschitz au point Q,, c'est-d-dire qu’il existe
un nombre 4>0 tel que

Eaii(P)—ax’i(Qo)‘<A‘P60 pour Pe D

Admettons en outre que ¢<0 dans D. On verra plus loin
(N° 12) comment on peut latteindre par un changement conve-
nable de la fonction inconnue, si ¢ devient positif en certains
points de D sans y surpasser un nombre suffisamment petit.

{i,j=1,2,...,m).

Ecrivons Féquation (1) sous la forme

Elul = 3 aa(Qo) 2+ 3 [y (P) — a5 (Qo)] -2

ij=1 3 i OXj =1 oxy Z‘x
m
2
by +-c(P)u=F(P)
=1 " oxj
et effectuons la substitution

@) =2, %

M3
hﬂx‘
=

I
-~
N
g

1

en choisissant ap, de maniére que expression

Za!] 3 u

=1 ox ax,
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se transforme en laplacien
m aZu .
2.
4 ox'

On peut done, sans restreindre la généralité, remplacer
*équation (1) par I'équation de la forme

©28) ¢&'[ul Z‘ dx-+2
les coefficients gi; satisfaisant a l'inégalité
29) |81 (P)|<<uPQy.

ol 1 est une constante qui dépend de A et des constantes ay,
la forme

o' S p 8”+c1’a~f(1’)

5.8, =t

2 (GG liky

ij=1

ol éﬁ:{ 0 pour 1;&]
1 pour i=j,
étant définie positive.
Construction de la fonction H(P,k; Q,). Posons pour 0-<k-<(

r=PQ, et H(P.k:Q)=r—"(log2d "L Lk — (P, ks Q)]

avec

1Pk Q) —exp 29| 3 (s —f) +im-d(p)|,

L(k)—exp2]/m i(k)-d(D)-+1,
A(k) étant une fonction de k qui sera définie dans la suite.

Ainsi définie, H(P,k;Q,) est une fonction continue et posi-
tive du point P#~Q, et qui tend vers l'infini avec r-0. La con-
dition 4(i) du théoréme 1 est donc satisfaite.

La condition 4°(ii) est aussi satisfaite, car
DA\ k1 —ky
H(P,ky: QH(P, ky; Q) =log™?) %E

ol les fonctions &, et £, tendent vers 0 avec r; on a donc
lri_)UolH(PskﬁQn)/H(P: k2§Q0)=

pour k;-<k,,

indépendamment des coordonnées de Q,.
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Nous allons choisir la fonction i{k) de fagon que la condi-
tion 4'(iii) du théoréme I se trouve également satisfaite. Dési-
gnons par B la borne supérieure de b; pour j<m. La forme

m

(68— &) A:d; étant définie positive. il existe un nombre M =>0
ij=1

tel que m—}—Zg,,- M. Comme ¢ L0. de simples calculs permet-

ij=1
tent d’établir I'inégalité
e |
(30) &'[H)<r™ {(k —1) [(m—l)—i—(k ———.l}(logl—q) ]
E o
\ k2 —q
(log"d) _L,-Z' yolu, B) (log d) —['“ZA*(L)—BmA k),

ol yg(u,B) sont des constantes dépendant de u et de B.

Désignons par yp(r.k) le premier sommande du membre droit
de P'inégalité (30). Elle s’écrit alors
(31) &'[H] < yp(r.k)—[M2 (k) — Bmi(k)].

Or, y(r,k) tend vers —oo lorsque r tend vers 0: cette fon-
ction est d’ailleurs continue dans lintervalle 0-<r-<d(D) (pour k
fixe); elle y est donc bornée supérieurement. Soit M(k) la valeur
absolue de sa borne supérieure dans cet intervalle. l.’"équation en y
(32) My —Bmy=M(k)+1
a une racine négative et une racine positive. Soit i(k) sa racine
positive. On a alors, d’aprés (31)

& HI < [plr, k) — M (k)] —1-<20

et par conséquent

E'MH] . (k) —MEI—t

H = —’"“(Iog)d\)l "Lk

(33)

ik
Le produit wp(r)rm2 (log27d) se comporte, lorsque r—0,

o J\—1
comme (k—1)(m—2)r2 (log %:l) ; il tend donc vers —z3; il en

est de méme du membre droit de (33), qui atteint par suite.
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dans Pintervalle 0<<r < d(D), sa borne supérieure, nécessairement
négative. Soit —d(k) cette borne. On a donc

&' [HYHL —6(k).

Ainsi la fonction H(P,k;Q,) qui vient d’étre construite sa-
tisfait & la condition 4° du théoréme I.

Convenons de dire que la fonction @(P) satisfait & la con-
dition (L) au point Q,eF(D), lorsqu’elle est continue dans
D—Q, et gu’il existe deux nombres positifs M et k<<1 tels que

—1
(54 O(P)| < Mr—mt2 (log2d>

On déduit aussitét du théoréme I et des propriétés de
H(P,k;Qq) le

Théoréeme [X. Admettons que

1% les coefficients de I'équation (1) sont continus et bornés
dans un domaine borné D qui satisfait & la condition 1° du
théoréme I;

2° les coefficients a; satisfont a la condition de Lipschitz au
point QgeFr(D);

30 ¢<0;

4° la fonction ®(P) est continue dans D —Q, et satisfait ala
condition (1) au point Q,.

Alors Péquation (1) admet une solution et une seule, réguliére
dans D—Q, et se réduisant & @ (P) sur Fr(D)— Q,.

Démonstration. Effectuons la transformation (27). Elle
fait correspondre au domaine D de diamétre d un domaine D’
de diamétre d’. en méme temps qu'aux points Q,eFr(D) et
PeD —Q, des points QeFr(D’) et P'e D’'— Q;. Ala fonction & (P)
vient correspondre une fonction @*(P’). Désignons par r’ la dis-
tance P’Qj. Il est aisé de voir qu’il existe un nombre 1,=>0 tel

. 2d\—t
que la fonction r“"‘“(log;;) décroit dans Iintervalle ouvert
0<<r<{r,. D’autre part, il existe un nombre §=>0 tel que r3= gr,

de sorte que I'inégalité (33) eniraine

, , 2d’
[@* (P < M (pr'y—m+2 (10g7+logﬂ%—,) pour 07 <<r,.

icm

Sur les solutions de P'équation linéaire elliptique. 121

1l en résulte I'existence d’un nombre M’ tel que
ket
@+ (P) M () *’"‘“(logZd) ‘

On appliquera ensuite le théoréme 1 i I'équation transformée
du type (28), en choisissant pour diviseur amortissant du 1¢ genre
la fonection H(P'.k;Qp).

Construction de la fonction K(P,Q,). Posons

N K(P.Q)=0(r)+L—n(P).
—T"T.-

-+ ar—mt3 pour m>3

pour m=>

ogf~—ar pour m=2,

0(r)— { alogjd

2y md-+1 pour m>>2

!
1 xp2y'md-+6,+1 pour m=2,

9](P)—e\pi.[ Sxp—ap)+V md]
=
a et A étant des constantes qui seront emsuite convenablement
choisies, et @, étant la valeur absolue de la borne inférieure de
@(r) dans lintervalle ouvert 0 <<r<(d. Notons que

/]/md

[\'J's

!
i (x, — x|

=
i

et par suite 7(P)>>1. On a en outre, pour L ainsi défini,
1—O @)+ 9(P) <L, cest-a-dire
K(P,Qo)>1
D’autre part, on établit par un simple calcul Pinégalité
&'[K] < Crm.i (e, pt, B)r—™+ 4 Crm 2 (0,40, B) rom2 - [ONA2—Bmi],

ot Cm,i et Cmp sont des constantes qui dépendent de a, u
et B; en particulier

_[B—m)et+C (u,B) pour m=>3

Cn,1(a. s B)
l-——a—l—C’m (1, B) pour m<{3.
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Chn(u,B) dépendent de u et B. Choisissons a chaque fois de

maniére que Cpn,1=—1, & savoir en posant
{ Cm(u,B)+1 pour m <3
a= ‘
[Cm (. B)+1]j{im—3) pour m=>3, _

par suite de quoi
E'K] < —r "4 Chola, g6 By r 12— [MI2—mBA].

La fonction
. T(,.)z_hr—-m-]-»i_l_ Cm_gr_""'w

tend vers —oo pour r—0; elle est continue cans lintervalle
0<r<d et y atteint par suite sa borne supérieure. Soit M la
valeur absolue de cette borne. Choisissons comme A la racine
positive de I’équation

M22—mBr=M-1.

On a alors
&K< —1<0.

La fonction K(P,Q,) qui satisfait, en tant que fonction
de P, aux conditions respectives des théorémes IT et LIl est ainsi
determinée.

En choisissant pour K(P) cette fonction, on déduit du théo-
réme Il la généralisation suivante du théoréme de Zammmpa (voir
Introduction):

Théoréme X. Si les coefficients de Péquation (1) sont con-
tinus et bornés dans un domaine borné D, alors sous les hypothé-
ses 20 ef 3° du_ théoréme IX, toute solution de Péquation (1), ré-
guliére dans D—Q,, sannulant sur Fr (D)—Qq et satisfaisant
au point Q, a la condition

lim u (P)rm—2 si m=3
r—0

. 2d\—t .
1:_13{1) u(Py (log T) si m=0

est identiquement nulle dans D.

La démonstration ne differe presque point de celle du
théoréme IX.
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Remarques sur la réduction de I’'équation (1) au cas ¢-70.

12. Nous avons supposé (dans le N°11) que ¢< 0 dans
I'équation (1}). On sait que, dans le cas contraire, le probléme de
Dirichlet n’est pas en général résoluble d’une maniére univoque.
Cependant, si la borne supérieure du coefficient ¢ ne surpasse
pas un certain nombre positif (et qui dépend cn général des
autres coefficients de (1) et du diamétre d do domaine D), on
peut transformer cette équation en une autre, du méme type et
dont le coefficient de la fonction inconnue est non positif.

Commengons par I'examen de I’équation (*) (voir Introduction).
Admettons cette fois que le domaine D est situé a lintérieur
d’une sphére & m dimensions (donc d’'un cercle, si m=2), dont
le centre est & l'origine ei dont le rayon R ne surpasse pas le
diamétre d de ce domaine. Soit C la borne supérieure de c(P)
dans D. Posons 3)

(35) u(P)=mw(PYW (P ou W(P)=][]cosuxp.

- p=1
le nombre u étant choisi de facon qu’il existe un 6>>0 tel que
(36) uR < a2—46.

L’équation (¥) se transforme alors en équation
2 vwoll em . "

37 Z = 3T ED (AW e W)y =0.
G7) 10t g5 2 o AT T

AW el =(—mp2+c) W (—mp2+-CO) W
pour avoir AW-cW <0, il suffit donc de choisic le nombre p
de maniére que o
u=>y Cim.
Pour que ce soit possible, il faut et il suffit, d’aprés (50), que

i/

¢est-a-dire que
2
mi=n 2
oM (T o)
“ 22

13) Les transformations de ce genre ont &té appliquées par M. Picone
dans son livre précité; voir p. 701-703, par exemple.


GUEST


124 M. Krzyzanski

Comme le nombre §>0 peut &tre arbitrairement petit, il
suffit donc que

max®
(39) <P

En comparant a (39) les limitations de Picone et Lga (voir
Introduction) on apergoit que la méthode qui vient d’étre expo-
sée est plus avantageuse lorsque m<5.

Reprenons a présent l'équation (1) dans sa forme générale,
en conservant les hypothéses faites sur le domaine D et les mémes
notations que dans le cas précédent. Effectuons encore un change-
ment de Ja fonction inconnue (35), mais en assujetissant cette
fois le nombre 1 & une condition plus restrictive, a savoir
40 =7 __ i =z
(40) uR 2 8 o 0<<é i

On déduit de (40) les inégalités
(41) [tgpai| < v (8) <1 i=12,,....m)

avec 7(d)=tg (% —~6) .

L’équation (1) se transforme en une équation en m, le coeffi-
cient de o étant égal a

(g[W]/W —<2&u+2 = al,tg,uxi tg,ux,) (g‘bjtg‘uxj)lu«}—c_

1

Soient: B le maximum des bornes supérieures des |b; (P)]
pour j<m et PeD, C la borne supérieure de ¢ et, enfin, =0
un nombre tel que

)-'&u (PYAidi > aZ}." pour PeD.
ij=1 =1
On a alors ap,> a pour p<m et par suite

2%‘4‘2 ‘aij i ,—Zag,ﬂl—f— a,, (1—2)>

i=1 ij=1 ij==1

j=1

m
‘12}*2 !1__21(1—1?) =ma pour |}]|<<1 et j<m,
c’est-a-dire =

(S[W’]/Wé—ma‘ug—l—mB,u—]—C. :
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Pour avoir &[W |/ <0, il suffit donc que
{42) C<mplau—Bz).

Comme d’autre part C>0,
doit satisfaire a la condition

B<

ol

Comme 6>0 est arbitrairement petit, il suffit que

Aol

il résulie de (40) et (42) que B

B\.LR

et que, conformément a (40),

C<7r

(Recu par la Rédaction le 21. 1. 1949).

mofar

(55—
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