Sur les coefficients des fonctions analytiques univalentes
a Pextérieur d’un cercle
par

W. WOLIBNER (Wroclaw).

) Soit @ Jensemble de toutes les fonctions analytiques f(z)
univalentes et qui se développent pour |z|=1 en série

Nbﬂ

fa)=z+3

1_=1Z"'

Désignons par B, la borme supérieure des [b,] pour toutes

les fonctions appartenant 3 ®. On a d’aprés un théoréme hien
connu de Bnmeracw

2nlb, <1,
n=i
d’ou il résulte que
B,<- l—

Vn'

D’autre part, on apercoit facilement que

() B>

car les fonctions

_2
n--1’

n+1 =
_E 1 g 2 1
mO=\2 " F | =t S

appartiennent & @ (aussi hien pour n

pair que pour n impair) et
on a pour elles
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L’hypothese que
5
) T
pour tout n naturel parait vraisemblable.

L’égalité (2) est évidente pour n=1; elle a été démontrée
par SCHIFFER !) pour n==2.

Je vais la démontrer pour deux cas particuliers en me ser-
vant de la généralisation suivante du théoréme de BiserpacH, qui
est un cas particulier des généralisations dues & Bmrnackr?) -et
a Goruzin3): ’

Wm(x) étant un polynéme du degré m, f(z) — une fonction
appartenant & l'ensemble @ et ¢, étant déterminés par Pégalité
k

a__ = —
(3) W [Vf (Z)] T=a§ f";kz ¢

ot g est un nombre naturel, on a

pour jz|>>1,

@ L2 klep<o,

lorsque f(z)=0 pour |z|>1 ou bien lorsque g==1.

Jadmets, dans chacun des deux cas particuliers a établir,
que l'une ou l'autre des deux conditions suivanies est satisfaite:

I. f(z)=0 pour |z|>>1,

1I. n est un nombre impair.

Premier cas particulier. L'égalité (2) se présente pour n
lorsque by=>b,=...=bg(»—1)=0.

En effet, aussi bien [ que II a pour conséquence que la

n41 .
fonction f 2 (z) est holomorphe pour 1<<|z|<<oo et s’y développe
en série

ni-1 ntt n—1 2k—n-t n+1 = e
e T n--1 ST -1, = k
Fra=z: 1S bt T 1Y S
=~ nt-1 - k=n+3
keE(57) 3
1) M. Schiffer, Sur un probléme d’extremum de la représentation conforme,
Bulletin de la Société Mathématique de France 66 (1938), p. 48-55. )
% M. Biernacki, Sur les fonctions en moyenne multivalentes, ibidem 70
(1946), p. 5. . )
1) G. M. Goluzin, Uber p-valente Funktionen, Matiematiczeskij Sbornik
8 (1940), p. 277-284,
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ce qui entraine en vertu de (4)

— 0+ [P H s <
d’olt Iégalité (2) en vertu de (1).

et Ib +1

Second cas particulier. L’égalité (2) se présente pour

n lorsque, p étant un nombre naturel, r — un nombre entier
et d — le plus grand diviseur commun de p et de r--1, on a
(5). n=Sp—+r,

6) r#E—1, r>—p, 1S _I_’,j‘___’]’:l:}

. d

et que la fonction f(z) se développe pour |z|>1 en série de
la forme

(@) fo)=2+ 32 b 2 b

25P+7‘

En effet, admetions d’abord la condmon I. On a pour |z|>1,
quel que soit a,

bsnir D(’l)
( Zzspf:ﬂ) _‘1“]‘2 v

{M;} étant la suite croissante de tous les nombres

® M=A4,p-+a,r+1),
ot 4; et a; sont de la forme
s
9) A= y%a, al.=2a,,
s={ s=1 s

s
a (;tant des entiers non négatifs arbitraires tels que y a, >0 et
Di" étant définis par la formule

(10) po_yd-@=atl,,

al gl Uper

«

s
bSp+r’
olt ) sétend a tous les systémes de nombres o,

vy g COLTES-
pondants & M,. On a donc toujours

(11) 4d.>>a>1,

d’oti pour |z|>1

(12) *Za__;_z D(u)za—M,+Z‘ H(B)Z.,_
k—-n—(—"’
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Je vais montrer par induction qu’il existe:

1® une suite finie de nombres {E;}, ot j=0,1,...,], tels que

3 Ej=Gijp+gi(r+1), Ei<Ej.,,
Eo=Go=gy=0 et Gizgiz1 pour j>0,

G; et g étant des entiers;
2 une suite finie de polyndmes {Vi(x)},.,,, . ;- tels que
!
Vi(x) =2 Njsen+1—2E; ol Ny=1,
=)

et que le développement de VVf(@] pour |zl>1 ne contient,
n+1

< s .n—r—1
outre z 2, que des termes aux exposants inférieurs a ‘21_ —E,

w
le dernier polyndéme ¥(x)= Fj(x) ne contenant, outre z * , que des

termes aux exposants négatifs.

Evidement, Vy(x)=x"+. Admettons donc quil existe des
nombres Ej, ot j=0,...,1, et des polyndomes Fi(x), satisfaisant
aux conditions cxigées Alors en vertu de (12)

n+1

1 Vi@ ]-2N [z 2 Ei—{—‘SDi(’%‘Ei)ZT_Ei—Mi_‘_
+§H Sk |

k=n+2
Comme la derniére somme entre crochets ne contient que

. n—+3
des termes aux exposants moindres que M-—i—_—_ et comme
n+1 . 1
—E

s . .n
(outre z 2 ) les termes aux exposants au moins €gaux a —%
disparaissent, tous les exposants positifs dans le développement de

1, sont de la forme

V[V f(z)], abstraction faite de I'exposant nt

~F~—L —M;. Soit Z-lm'-——E,0 —M;, le plus grand d’entre eux

el s01t K le coefficient du terme correspondant. En posant alors
Erp=Ej+M, et Vilx)=Vl (o) —Kacm =214,

Eiss ot Froi(x) satisfont & toutes les conditions éxigées, car le

développement de fi(z), ot t= ——jg_—l-—L‘m ne contient (outre le

terme z!) que des termes aux exposants inférieurs a f.

Studia Mathematica. T. XI.
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Les suites 1° et 2° se trouvent ainsi définies.
Ceci établi, si I'on pose [=] dans (14), on apergoit que, dans
le développement de VIVF@)], les exposants négatils dépassant

n-+3

5 sont de la forme

Pl B M o j=0,1,..,] ot i=1,2,...,

et que le coefficient du terme & I’exposant négatif h>~-—Bj_—3

est égal a ' 2
(Z‘j‘.‘._E.)

(15) 2NDE T,

la sommation étant étendue a toutes les valeurs de i et de j

pour lesquelles

h=’l‘g’1—Ej—-Mi.

Considérons en particulier le terme a I'exposant _ndt
11 vient done 2
n-+1=E;+ M;.
En vertu de (3), (8) et (13),
(16) §—Gi—A4)p=(g+a—1)(r+1);
gi-+ai—1 est donc divisible par p/d. Il est impossible que
g +a>1, car on aurait alors d’aprés (11) et (13)
Gi+Ai>gi+ai>§+1s
d’oti en vertu de (16)
ptr41
S>> d +1,
contrajirément & (6). On a par conséquent

(17) ai=1, g,=]=G]=0 et A;=S8.

Le coefficient cp+s du terme a Pexposant __n—zf—i est done

. . fax}

égal, en vertu de (15), a Di( 2 ), car Ny=1. Aux valeurs a; et 4;
de (17) ne correspond quun seul systtme des a, tel que
as=0 pour s=1,...,5§—1 et ag=1; il en résulte d’aprés (10) que

() _nt1
§ = ba.
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En posant dans la formule (3)
qg=2, m=n-+1, Walx)=T(x), .
il vient d’aprés (4)

—(@n4+1)+n41) in—}—l b, f»ﬁ‘{i(),

2

2
d’olt [bnlén“? et, par conséquent, I’égalité (2) en vertu de (1).

Admettons a son tour la condition II. Pour é&tablir alors
Iégalité (2), il suffit de remarquer que les polyndmes Vj(x),
ot j=0,1,...,J, ne contiennent que des termes aux exposants
pairs et que V'existence du développement de VVF2)] nexige guére
que Pon ait f(z)# 0 pour |zi>>1.

Les résultats établis entrainent immédiatement le corollaire
suivant:

Etant donné une suite des fonctions {fy(2)}p=1,2,.. qui appar-
tiennent a lensemble @, satisfont & la condition 1 et se dévelop-
pent pour |z|>1 en série de la forme

= b.ip)
(18) fold=z+2

3=1

our*—1,
on a o
lim |p b®| < 2/s.

Pree

1l est & remarquer que si ce corollaire était valable aussi
dans le cas r=—1, qui a été excluy, il en résulterait la bien con-
nue hypothése de BiesersacH

laml<m

concernant les coefficients des fonctions p(x) univalentes et dé-
veloppables pour |x|<C1 en série

pl) =+ Zanam.
En effet, on a pour |x|<<1

oo 1 oo
(1 + ng xm—i)—- P=1 + Zlbg(p)xs’
m= 5=

9*
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4

car g(«)/x ne s'annule pas; il en résulte que

log (1 +,,§f’"xm_1) =plinip [1 — (1—};_22&,“ x’"—l)_%] =

=—2"lim (pb,P)xs,
s=1 p~yeo
les lim(pb,?) existant pour tout s==1,2,... et la dernitre série
p-roo
étant convergente. On a done pour [x|<C1
(19) 1—{—2amx”'“‘-—=exp[z~— lim (p bs(ﬂ))x‘].
m=2 s=1 p-ree

La fonction

flz)= Vs
/ol

est univalente et ne s’annule pas pour |z{>>1; elle se développe

pour [z{>>1 en série de la forme (18), mais avec r=—1:
, S )
f(2)= 5= Z‘Jr‘é; i
Done, si le corollaire était valable dans le cas r==—1, on

aurait
[lim (p by/P)| < 2/s
Doy

et, en remplacant ——lifn(pb,"”) par 2/s dans (19), il en résulterait
p—roe )

une série aux coefficients positifs qui seraient des majorantes
pour les |anl:
exp (i gx‘)v—— exp [-—log(iwx)i’] =—*-1—w~=§mx'"—‘-
=18 (1 “"‘x)z m==t ’

on aurait donc |an|<m. .

(Recu par la Rédaction le 21. 11. 1948).
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Sur les fonctions indépendantes (VIII)
(Loi des grands nombres, suites indépendantes, snites aléatoires)
par

H. STEINHAUS (Wroclaw).

§ 1. Il y a plusieurs formes de la loi forte des grands nomb-
res. Nous en envisageons I'une qui ne suppose pas 'existence des
moments, pas plus que l'indépendance des épreuves en bloc. Bien
entendu, la thése classique doit étre abandonnée; elle est rem-
placée par une autre qui n’en résulte pas directement. La forme
en question n’est donc ni plus forte, ni plus faible que la loi
classique, mais elle mérite d’éire envisagée.

Rappelons quelques notions et notations.

Etj{p(t)} désigne I’ensemble des ¢ vérifiant la proposition p(%).

La mesure (L) (mesure de Lebesgue) de 'ensemble E est dé-
signée par |El; si Pensemble E défini par une proposition p(s, 1),
ou d’une autre maniére, est plan, |E| désigne sa mesure (L) plane.
Une suite numérique {a,} et une proposition g(x) étant données,
on peut poser g(x)==1 ou g{x)==0, suivant que ¢(x) est vraie ou
fausse, et évaluer la moyenne

L‘Zn:q(a’i)a

ni=1
que nous désignons par

(1) 1<ef<n{Q(ai)}.

Les limites supérieure et inférieure de (1) pour n—oco sont
désignées par f{g(a)} et f{g(a)} respectivement. Quand elles
sont égales, leur valeur commune f{g(a)} est la fréquence rela-
tive, dans la suite {a,}, des termes satisfaisant a la proposition q (x).
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