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as well suppose f to be equally distributed, which is not equi-
valent with the uniform distribution of a. How are we to know
to which parameter, o or 8, should we to apply the hypothesis
of uniformity?

For problems of quality control the answer is simple: in-
spection by sampling is a game in which good items appear with
probability a, and we have to determine this probability; g is
not a probability. Thus in all problems of quality control a con-
ventional rule settles the question: the unknown quality of the
lot is a priori uniformly distributed.

The same situation prevails in experiments where the toxi-
city of a poison is to be determined by tests, in which the
poison is sprayed on insects, There are different methods to
define the unknown parameter; only one, the probability that
an insect will be killed, corresponds to our conventional rule.
The toxicity changes with the concentration of the poison, and
for every concentration the hypothesis lLas to be made separa-
tely. This remark shows that hypothesis B has nothing to do
with the real distribution of toxicities in nature.
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Nous nous proposons de donner dans cette communication
un apergu raisonné des théorémes ergodiques dans leur variante
discréte, de quelques unes de leurs généralisations et de leurs ap-
plications. Nous y rappelons les théordmes connus, envisagés en
particulier dans les beaux travaux de F. Riesz [20,21] et signa-
lons les résultats récents, surtout ceux contenus dans les travaux
de Ryll-Nardzewski qui se trouvent en préparation pour
Studia Mathematica. Les démonsirations seront ici pour la plu-
part omises ou seulement esquissées; celles des théorémes eonnus
sont & trouver dans les travaux cités (voir p. 122-123), dont les
numéros sont indiqués en crochets.

Cette communication est en méme temps un rapport sur les
études et recherches concernant les théorémes ergodiques,.faites
i Wroclaw par le Groupe des Fonctions Réelles de I'lunstitut
Mathématique de I'Etat. Ce soni justement les travaux précités
de F. Riesz qui ont été-le point de départ de ces recherches.

1. Transformations mesurables. Nous entenderons par I'espace,
et désignerons d’ordinaire par X, un ensemble abstrait fixé, par
ensembles mesurables — les ensembles appartenant 3 un ¢-corps
fixé M de sous-ensembles de X, et par mesure — une fonction
fixée u(E) d’ensemble, définie pour tout EeM, non-négative, finie !)
et g-additive. -

Pour simplifier les énoncés, nous supposons une fois pour
toutes que u(X)=1.

Les fonctions seront entendues partout comme fonctions
réelles définies dans l'espace tout entier. Nous adoptons pour
elles les définitions habituelles de la mesurabilité, de I'intégrale

1} Si l'on admet les mesures o-finies, c'est-a-dire pour lesquelles X est
somme d’une suite d’ensembles de mesure finie, il faut modifier convenablement
les énoncés et les démonstrations.
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et de lintégrabilité par rvapport i la mesure considérée. Le sym-
bole [f dengnera Pintégrale de la fonction f sur l'espace entle
par rapport a cette mesure.

Une transformation y==g¢(x) de I'espace X en lui-méme sera
dite mesurable lorsque I'image réciproque ¢—'(E) de tout ensem-
ble mesurable E est mesurable. Nous dirons que la transfor-
mation u conserve la mesure lorsqu’elle est mesurable et que
ulg™1(E)] == p(E) pour iout ensemble EeM. Enfin, nous dirons
qu'elle conserpe la meeule nulle lorsqu’elle est mesurable et que
@(E)==0 entraine plp—*(E)]=0.

Un ensemble mesural)le E sappellera invariant par rapport
A la transformation mesurable ¢ lorsque ¢~ !(E)=E; il s'appellera
presque invariant lorsque plg~'(E)=-E|==0, le signe -~ désignant
la différence symétrique.

Il est facile de voir que ¢ étant une iransformation qui
conserve la mesure nulle et £ — un ensemble presque inva-
riant, il existe toujours un ensemble invariant E* pour lequel

w(E-=E*)=0. Tel est, par exemple, Pensemble E*=1lim ¢~ (E).

Une transformation mesurable ¢ sera dite indécomposable *)
lorsque tout ensemble invariant par rapport & elle est de me-
sure 0 ou 1.

Pour les transformations ¢ conservant la mesure nulle,
linvariance peut &tre remplacée ici par la presque-invariance,
ce qui implique aisément I’équivalence entre I'indécomposabilité
et la propriété suivante de ¢: toute fonction réelle mesurable |
qui est presque invariante par rapport & ¢ (c’est-d-dire telle que
fle(x)|=F(x) pour presque tout xeX) est constante presque par-
tout.

Envisageons un exemple: X soit intervalle 0<lx<C1, u —
la mesure de Lebesgue et a — la transformation

a(x) =R (x| &),

"la fonetion R désignant le reste mod 1 (fig. 1, p. 121).
Evidemment, la transformation « conserve la mesure. Si, en

outre, le nombre £ est irrationnel, a est indécomposable — ce

qui se laisse déduire facilement du théoréme classique d'apres

*) Terme employé, par exemple, par Halmos (cf. [9], p. 1018). D'auires
suteurs emploient le terme méfriqguement fransitive on ergodigue.

C OMMUNTICATTIOTNS 111

lequel la suite {R(n#)} est dense dans X et du théoréme de
Steinhaus ([22], p. 99, Théoréme VII) d’aprés lequel Iensemble
des distances entre les points de deux ensembles mesurables de
mesure positive contient un intervalle. Cest l'exemple le plus
connu d’une transformation & la fois conservant la mesure, indé-
composable et biunivoque.

F. Riesz [20] a donné le simple exemple suivant d’une
transformation conservant la mesure, indécomposable, mais dont
linverse est essentiellement plurivoque (fig. 2, p. 121):

Blx)=R(2x), c'est-d-dire B(0,c;c50;...)=0,¢5¢5¢,...,
ol ¢; désigne le i-éme chiffre du développement dyadique de x.
L’indécomposabilité de f résulte aussi du théoréme précité de
Steinhaus.

En modifiant une transformation définie par Khintchine
[11], Marczewski a défini la transformation suivante p qui
peut é&re regardée comme une généralisation de §. L’espace X
soit &%, c’est-a-dire celui de toutes les suites infinies x={x,,x,,...}
de nombres réels; la mesure x soit définie dans le corps de tous
les ensembles boreliens dans &% et assujettie a la condition
d’homogénéité:

#(E[{x1,...,xn}eE])=ﬂ(§j[{xg,...,xm)sEJ)
pour tout ensemble borelien EC &™ on n=1,2,... (6" désignant

Pespace des suites a n termes réels). Il est aisé de constater que
la transformation :

P (%15 X K0 ) = 0, Xy %0010} .

conserve la mesure u. En admettant que ceite mesure obéit en
outre & la loi du rectangle, nommée aussi 'indépendance stocha-
stique:

)= e

“pour tout ensemble borelien E;C &, la transformation y devient

indécomposable — ce qui résulte aussitét du théoréme comnu sur
les probahilités égales & 0 ou 1, dii & Kolmogoroff ([17], p. 60;
cf. Halmos [8], p. 201, (3)).
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9, Théorémes ergodiques. L’ainsi dit théoréme ergodique in-
dividuel de G. D. Birkhoff, énoncé d’abord seulement pour les
transformations hiunivoques, a été démontré par I, Riesz [20, 21|
dans la forme plus générale suivante:

I. Si la transformation ¢ conserve la mesure, elle satisfait la
condition

{B) Pour toute fonction intégrable f la suite des moyennes

On ()= YYn{f () + [l @] ...+ lg"~ (=]}
converge presque partout vers une fonction @ intégrable,

Faisant approcher f par des fonctions bornées, on en déduit
facilement le théoréme ergodique moyen de J. von Neumann:

I1. Si la transformation ¢ conserve la mesure, elle satisfait a la
condition

(N) Pour toute fonction intégrable f la suite des moyennes ®n
converge en moyenne.

Il en résulte aussitét que [f=/®. Comme — ce qu'on voit
tout de suite — on a @[p(x)]=@(x) presque partout, le théoréme |
peut étre complété comme suit:

1IL. Si la transformation ¢ conserve la mesure et si elle est
indécomposable, la suite des moyennes ®, converge presque par-
tout vers une constante, & savoir vers [f.

En particulier, si f est la fonction caractéristique d’un en-
semble mesurable £ quelconque, on peut formuler la thése du
théoreme 111 comme suit: pour presque tout xeX les points ¢™(x)
tombent dans Pensemble E avec la fréquence égale & la mesure de
cet ensemble. ) '

* A Paide des approximations faciles par des fonctions bornées,
on parvient du théordme IIl au théortme suivant, qui le compléte
pour les fonctions f non-intégrables:

1V. Si la transformation ¢ conserve la mesure et si elle est
indécomposable, toute fonction mesurable [ & Ulintégrale --co
donne lieu & la suite des moyennes @, qui diverge presque partoul
vers oo 9, '

%) Sans I’ hypothése d’'indécomposabilité de g, on peut constater, en mo-
difiant convenablement la démonstration du théoréme I, que la suite des &@n

converge presque partout vers une fonction aux valeurs finies ou infinies
(c¢f, Dowker [3), p. 1053, Théordme 1').

COMMUNTICATTIONS 113

Sans hypothéses sur I'intégrabilité, on peut aussi énoncer pour
les fonctions mesurables f un théoréme ergodique, modelé sur des
idées analogues de Steinhaus relatives & la loi des grands
nombres: si la transformation p consexrve la mesure et si elle est
indécomposable, la suite numérique {f[¢"(x)]} a pour presque tout
x¢X la méme distributrice que la fonction f. Plus précisément:

V. Si la transformation ¢ conserve la mesure et si elle est in-
décomposable, il existe, pour toute fonction mesurable f & distri-
butrice d(y), un ensemble mesurable U de mesure 1, tel que pour
tout xeU et pour tout y réel les termes inférieurs & y de la suite
{flp"(x)]} apparaissent dans cette suife avec la fréquence d(y).

Pour le démontrer, considérons une suite dénombrable {7},
dense sur la droite et contenant tous les points de discontinuité
de la distributrice d. Appliquons le théoréme III & la fonction
caractéristique de 'ensemble Ei des points x pour lesquels on a
fx)<<np. 1l existe donc un ensemble U de mesure 1, tel que
pour tout xeUr les termes de la suite x, p(x), ¢*(x), ... tombent
dans E; avec la fréquence d(n). Reste a poser U=U, U,-... ).

Fréchet [6,7] a déduit de certains théorémes sur les fonc-
tions presque périodiques un théoréme ergodique (en variante con-
tinue) sans I’hypothése de conservation de la mesure. L’hypothése
adoptée par lui sur la transformation ¢ est trés particuliére, mais
elle donne dans la thése la convergence partout. En suivant lidée
de Fréchet, mais sans faire intervenir les fonctions presque pé-
riodiques, Hartman a remarqué que le théoréme IIT a pour con-
séquence facile le théoréme suivant: :

VI. Hypothéses. X est un espace mélrique compact. M est
le corps des ensembles boreliens de cet espace. La mesure u est
partout positive, c'est-d-dire u(G)>0 pour tout ensemble ouvert
G X. La transformation ¢ conserve la mesure, est indécomposa-
ble et ses itérations g, ¢%, ... sont équicontinues. Enfin, la fonction f
est telle que, pour tout ¢>=>0, il existe deux fonctions g, et g, con-
tinues dans X et pour lesquelles

(%) < flx) < g () | [182(x) — gy ()] dx| <& 2).

4) Cf. le raisonnement de Steinhaus [23], p. 136.

5) Les fonctions f ayant cette propriété pourraient éire appelées intégrables
au sens de Riemann relativement & la mesure p. Lorsque p est la mesure. de
Lebesgue, intégrabilité de Riemann ainsi relativisée coincide avec celle de
Riemann au sens ordinaire.

Colloguium Mathematicum 8

pour xeX,
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Thése. La suite des moyennes @, converge partout vers It

En effet, si la fonction f est continue, la suite des @, con-
verge, en vertu du théoréme 11, vers la constante fr presque
partout — donc dans un ensemble dense dans X, car la mesure
» est partout positive — et par conséquent partout, car les
fonctions @, sont équicontinues. Le passage aux fonclions dis-
continues est facile.

3. Applications: moyennes de Weyl et lois des grands
nombres. Nous supposons dans les ihéorémes VII-1X qui vont
suivre que f est une fonction périodique de variable réelle, de pé-
riode 1. Appelons n-iéme moyenne de Weyl de cette fonction,
relative au nomhre réel £, la fonction

Wa(x) ="/n{f ()4 flx4-& ...+ flx~- (n—1)£]).
Le théoréme classique de H. Weyl [24] est le suivant:

VII. Si la fonction f est intégrable au sens de Riemann et le
nombre & est irrationnel, on a partout

1
(W) lim W (x) ==6ff(x)dx.

Khintchine [12] a établi plus tard le théordgme:

VIII. Si la fonction f est intégrable au sens de Lebesgue, on
a légalité (W) presque partout.

Ce théoréme de Khintchine est un cas particulier du thé-
oréme ergodique III: il suffit de remarquer que les moyennes @,
qui y sont considérées sont celles de Weyl en cas de transfor-
mation o (définie p. 110). Le théoréme de Weyl résulte du thé-
oréme VI, en remplagant I'intervalle 0 <Cx<<1 par la circonférence:
I’espace est alors compact et les transformations «, o ... sont
équicontinues. )

< En appliquant le théoréme ergodique a la transformation
(définie p. 111), on obtient le théordme classique de Borel sur
les nombres normaux et le théoréme suivant, plus général, de
Raikov ([19], p. 377, Théoréme 1):

1X. 8i la fonction f est intégrable au sens de Lebesgue, on
a presque partout

T o)) 4. ] = fi .

icm
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Considérons a présent la distributrice d’une suite {f.} de fon-
ctions mesurables, c’est-a-dire fonction d’une infinité de variables

d(y1,yz,-u)=ﬂ(€1[f1(x)<y1, folx)<<ys .. ])

Il n’est pas difficile de constater que si la distributrice de
{f} par rapport & une mesure u coincide avec celle de {ga} par
rapport & une mesure », il en est méme des auires propriétés
des deux suites de fonctions, telles que leur convergence presque
partout, la convergence presque partout des suites de leurs
moyennes, l'intégrabilité de leurs fonctions-limites ete.

Appelons la suite fi,fs,... homogéne lorsque sa distributrice
coincide avec celle de la suite f5,fs....

Telle est, par exemple, toute suite de fonctions indépendan-
tes ayant les mémes distributrices, la suite de fonctions identi-
ques f,f.... etc. %),

Aprés les explications qui précédent, il n’est pas difficile de
déduire du théoréme ergodique la loi des grands nombres de
Kolmogoroff ([17], p. 56; Halmos [8], p. 205, (7))

X. Si les fonctions fy,fa.... sont intégrables, indépendantes et
ont les distributrices identiques, la suite des moyennes

Fu(x)="/n[fi(x) - falx) 3.+ falx)]

converge presque partout pers ft.

II en est de méme du théoréme suivant de Khintchine
[10, 11] dans la forme généralisée par Doob ([2], p. 291, Theo-
rem 1):

X1. Si les fonctions fy,fa,... sont intégrables et leur suite est
homogéne, la suite des moyennes F, converge presque partout
vers une fonction intégrable F.

Pour démontrer X et XI, nous introduisons une transforma-
tion auxiliaive w(x) de I'espace X (dans lequel les fonctions fn
et la mesure p sont définies) en espace &%, en méme temps
qu'une mesure » dans le corps des ensembles boreliens B de &%

w(x)::{fl(x)’fz(x)s"'}: "(B)=,u[w—1(B)]

% Une communication de E. Marczewski et H. Steinhaus (en prépa-
ration pour Colloquium Mathematicum) contiendra quelques exemples simples
des suites homogénes de fonctions et quelques théorémes sur de telles suites.

8*
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L’homogénéité de la suite {f,} entraine aussitét celle de la
mesure » (au sens défini p. 111). Par conséquent, la transforma-
tion y (définie p. 111) conserve la mesure v. Soit g.(y) la n-iéme
coordonnée du point y=={y,y,,...] de Pespace &%, c’est-d-dire
n(y)=1yn. L6galité gu|w(w)=Ffa.(x) et la définition de la mesure
» impliquent que la distributrice de la suite {f,} par rapport & u
coincide avec celle de la suite {g,} par rapport a ». 11 suffit
donc, pour établir le théoréme XI, de montrer que la suite des
moyennes '/n[g1(y) W) +...4&.(y)] converge presque partout
(c’est-d-dire sauf aux poinis d’'un ensemble de mesurce » nulle)
vers une fonction intégrable par rappol‘t a 2. Mais c’esl une
conséquence du théoréme I, car gu(y)=gly" ~1(y)].

Les hypothéses du théordme XI sont satisfaites en particulier
lorsque celles du théoréme X le sont. La mesure » obéit alors
i la loi du rectangle (cf. p. 111); la transformation y est dome
indécomposable et, en vertu du théoréme 1II, la fonction-limite
est en effet égale presque partout a la constante en question:

4. Théoréme ergodique moyen généralisé. Est-ce que la
conservation de la mesure est nécessaire pour qu'une transfor-
mation mesurable ¢ satisfasse & la thése des théorémes ergodi-
ques I et 1[7?

La réponse est négative: la transformation
— 1
W(x)={ ]2x+l1 pour (I)-<fc< /s
—yx~-'/, pour fy <<t
1® ne comnserve pas la mesure,
2° satisfait aux conditions (B) et (N)
(ce qui est une conséquence facile de V'identilé y*(x)=x),
En modifiant cet exemple, on peut définir comme suit une
transformation indécomposable y ayant les propriéiés 1° et 2
A(x) et Ay{x) étant respectivement les transformations linéaires

c.les segments.<0,1/a> et /4, 1> en segment 0,15, et ¢ — la trans-
formation définie p. 110 (ol § est rationnel), soit

0oy,

1 _ ‘
(%) {12 akap(x)  pour
Yyl <1

Hlaliplx)  pour

(voir fig. 3 et 4, p. 121; les transformations y el  sonl de Mar-
czewski),

icm

C OMMUNTICATTIONS 117

Dunford et Miller [5] ont formulé la condition suivante
pour une transformation mesurable g:

(DM) Il existe un K réel tel que

‘/ggﬁc[¢"’(E)]\<K-y(E)

pour tout ensemble E mesurable par u.

1ls ont constaté, par un théoréme que F. Riesz a qualifié
“most surprising”, que cette condition est nécessaire et suffisante
pour que la transformation ¢ satisfasse a la thése du théoréme
ergodique moyen. Plus précisément:

XII. Pour les ‘transformations ¢ conservant la mesure nulle,
les conditions (DM) et (N) sont équivalentes et entrainent la con-
dition (B).

La démonstration de Dunford et Miller est assez longue
et fait usage des notions et des théorémes profonds de I’Analyse
fonctionnelle.

On peut, évidemment, demander si la condition (B) est en
effet essentiellement plus faible que la condition (N). Dowker
[4] a construit une transformation mesurable p qui ne satisfait
pas & (N), mais qui satisfait & la condition suivante, plus faible
que (B):

(B*) Pour toute fonction f intégrable, la suite des moyennes
&, converge presque partout.

Ryll-Nardzewski est parvenu récemment 3 modifier
I'exemple de Dowker de maniére qu'il satisfasse a (B) sans sa-
tisfaire & (N).

5. Théoréme ergodique individuel généralisé et théorie
ergodique des fractions continues. Comme le font voir les con-
sidérations qui précddent, chaque application des théorémes
ergodiques exigeait gu’on introduise une transformation mesu-
rable, convenablement construite. En vue d’appliquer les théore-
mes ergodiques aux fractions continues, Marczewski a introduit
une transformation 4, analogue a g et y:

d(x)=R({,x), Lestddneé( |—§—|”z\+‘ns+ ) H+|n5+ll+

in

{(voir fig. 5, p. 121) et, cette transformation ne conmservant pas la
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mesure de Lebesgue, il a posé la question, si elle salisfait & la
condition (DM). Au cours de la premiére phase dés recherches
consacrées & ces problémes, Hartman a formulé la condition
suivante, plus faible que (DM):

(H) Il existe un K réel ftel que

lim ‘/n);lulqo"/(lf)] < K-u(k)

pour tout ensemble I mesurable par .

Il résulte des propriéiés convues des [ractions continues
que la fransformation & satisfait & cetie condition.

La condition (H) s’est monirée d’importance pour les géné-
ralisations des théorémes ergodiques. Ainsi Ryll-Nardzewski
a établi récemment le théoréme:

XL Pour les transformations ¢ conservant la mesure nulle,
les conditions (H) et (B) sont équivalentes’).

Le role de la condition (H) par rapport au (héoréme ergo-
dique individuel est donc amalogue & celui de la condition (DM)
par rapport au théordme ergodique moyen.

La démonstration de XIII n'est pas compliguée et le théo-
réme de Dunford et Miller se laisse établir & son aide. La
démonstration de Pimplication (H)-»(B) s’appuie sur le lemme
suivant, lié aux ideés que Dowker a employé dans son travail
[3] précité:

Si la transformation ¢ satisfait & la condition (H) par rapport
d la mesure u, il existe une mesure v telle que

{il) »(E) <K-u(k),
(i} si Pensemble E est invariant par rapport & la mesure p,
on a u(E)=y(E).

(i) ¢ conserve v,

La mesure » esi définie par la formule
[t .
»(B)=Limy - ié'ou[tr“’(h)l},
ot Lim désigne la limite généralisée au sens de Banach et Ma-
zur f). et qui d’ailleurs coincide dans ce cas avee la limite or-
7} Résultat présenté ﬁar Tauteur & la Section de Wroctaw de la Sociéié

Polonaise de Mathématique (séance du 10. ITL. 1950},
8 Banach [1], p. 34.
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dinajre, puisque — comme on le constate au cours de la démon-
stration — la suite considérée est toujours convergente.

Les applications des théorémes ergodiques aux fractions con-
tinues ont pris une marche différente -de celle & laquelle on s’at-
tendait d’abord: on a bientdt constaté que l'on peut y appliquer
les théorémes ergodiques 1-1V, c’est-d-clire ceux sur les transfor-
mations conservant la mesure. [l est vrai que la transformation ¢
ne conserve pas la mesure de Lebesgue, mais on peut — ce qu'a
fait Ryll-Nardzewski en profitant d’une idée de Gauss (cf.
P. Lévy [18], p. 298) — définir sur le segment <0, 1> une. autre
mesure, a savoir .

W1 [.dx i
B=rogz ) ¥
que 6 conserve ®). Il suffit évidemment de le démontrer pour le
segment 0,8, ce qui revient (voir fig. 5, p. 121) & vérifier 'identité

fm 3 [

|E| désignant la mesure lebesguienne de I'ensemble E, liné-
galité évidente

{ -

2Tog 2 Bl <oB) < log?2 B

implique que la classe des ensembles de mesure nulle, celle des
fonctions intégrables et la convergence en moyemne sont les mé-
mes pour la mesure de Lebesgue et pour la mesure » Ajoutons
en passant que la comservation de » par 6-et I'inégalité qui précéde
impliquent immédiatement que & satisfait a la condition (DM) par
rapport & la mesure de Lebesgue. ’
Knopp (15], p. 421-423, Satz 11) a établi un théoréme qui,
traduit en langage de la théorie ergodique, exprime Pindécompo-
sabilité de la transformation & par rapport a la mesure de Lebes-
gue. Cetle transformation est par conséquent indécomposable
aussi par rapport i la mesure ». On peut donc appliquer a la
transformation & et a la mesure » les théorémes ergodiques I-I1L.

% Résultat présenié par Yauteur 2 la Section de Wroclaw de la Société
Polonaise de Mathématique {séance du 31, III. 1950}
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Cest ainsi que Ryll-Nardzewski a établi la généralisation
suivante d'un théoréme de Khintchine (voir [14], p. 279):

X1V. Pour toute fonction f intégrable au sens de Lebesgue, la
suite des moyennes

dn () ="/n{f () flo ()] + ...~ F[5"— " ()]}

converge presque partout, el en moyenne, vers

{ [ )

fog2 ) 1= *:
. ¢
Posons pour tout x irrationnel du segment <0,1)

Ly Ll

[ny(x) ' [rg(acy
En choisissant convenablement la fonction f, on tire de XIV
divers théorémes sur les fractions continues, en particulier les trois
suivants, dont le premier appartient 3 P, Lévy ([18], p. 311-313)
et le deuxiéme est di & Khintchine ([13], p. 376):
Pour presque tout x du segment <0,1):
XV. Tout nombre naturel p apparait dans la suite {ni(x)},. |,
avec la fréquence :
Ly (p+1)*

Tog2 € p(p12)°

&
XVI. likm] ny(x}-ny(x)-... n, (x)=const.

- XVII li;n Ykl (k) Fng () 4. ., n ()] ==~ o0,

Pour démontrer XV, il suffit d'appliquer le théoréme XIV
a la fonction caractéristique f de 'ensemble de tous les & pour
lesquels n,(x)=p; pour démontrer XVI, on n'a qu'd Pappliquer
4 la fonction f(x)=logn,(x); enfin, Hartman déduit XVII en
posant f(x)=n,(x) dans le théoréme X1V, étendu préalablement
a laide du théorgme IV au cas ol [f(x)dx=-co,

Ainsi, Pappareil arithmétique bien compliqué et qui est d'usa-
ge courant dans la théorie métrique des fractions continues
(voir, par exemple, Khintchine [13,14] et Koksma [16]), se
trouve réduit, dans les cas importants qui précédent, au théoréme
précité de Knopp.
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