SUR LES ESPACES A PARALLELISME ABSOLU
DOUES D'UNE CONNEXION SEMISYMETRIQUE
PAR
> W. SLEBODZINSKI (WROCLAW)

1. Soient x' les coordonnées d’un point arbitraire M dans un
espace & parallélisme absolu '). Les équations de structure de cei
espace peuvent étre écriles comme il suit

(n d“’"—_"%;‘sr}' horwf, Sy b8, =0,
les symboles w” désignant des formes différentielles linéaires aux
variables ' et les symboles S;-" — les composantes du tenseur
de torsion. La connexion de l'espace étant, par hypothése, semi-
symétrique, on a

Sr’x' h= STALI _SsAi-' ’
() A — {1 pour h=1i,

1710 pour h+#1i.

Les équations (1) se réduisent dans ce cas aux suivantes

(3) do' = o o",

ot 'on a posé
l(4) w =2S,,w’._

2. Posons maintenant le probléme suivant: étant données n
fonctions §; des variables x*, déterminer P'espace i parallélisme
absolu dont le tenseur de torsion satisfait aunx équations (2).

Ce probléme revient & résoudre dela fagon la plus générale
les équations différentielles (3), les formes " étant des inconnues,

) Dans tout ce qui suit les indices latins parcourent les valewrs de 1
jusqu’da n. Nous ne faisons pas usage de la convention d'aprds laquelle on
supprime le symbole de sommation devant un terme qui contieni un indice
deux fois.
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Or, le systtme (3) nous apprend qu’en vertu du théoréme
de Frobenius chacune des équations =0 doit étre compléte-
ment intégrable; on peut donc poser

(5) ot =a,du",

a, et u* étant des fonctions des variables x'. Comme les formes
cherchées doivent étre indépendantes, les fonctions u doivent
I'étre aussi et on doit avoir a,5#0. En remplacant dans les équa-
tions (3) les inconnues o" par les expressions {5), on trouve

(da,—a, ZS,ar dundu'=0 ou (dloga, —ZSrardu’)du" =().
r r
Les différentielles du* étant indépendantes, on en déduit les
équations

dloge,=2 S a.dw+ a,dut,

les coiéfficients a, étant des fonctions arbitraires des variables x'.
h .
On en déduit les équations

aloga, ;
() 5ot t—8.a, (h=£1),
d’ot
2loga, =E)log a, Ry

aut au
Ceci montre que 'on peut écrire
ay/a,= Uy
le symbole U,, désignant une fonction qui ne dépend que de
deux arguments, u® et u*, Il en résulte facilement que Ion peut
poser
a,=—U,/®, .
U, désignant une fonction de la seule variable u* ¢t @ une fon-
ction arbitraire des arguments u'. En tenant compte de la derniére
relation, la formule (3) devient
wh =—T, du?/®.
On peut évidemment supposer que Up==1; on aura alors

(7) wh==— dut/®
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et a,=—1/@. L'équation (6) devient maintenant
' 90

o = Sr

ce qui peut étre condensé dans la relation
(8) d(D=ZSiclu".
i

Dans la suite, nous allons distinguer trois cas différents.

3. Envisageons en premier licu le cas, ot les composantes S,
sont des fonctions indépendantes. On peuil donc les introduire
dans le systéme (3) comme variables Indépendantes au lieu des
variables x!. L’équation (8) peut alors éire présentée sous la forme

()u
do= 251 )S
[ en résulte que
. e au
©) 58~ 2S5

et par conséquent
o — Y5 2w ul | w
8888, ¥7188e8, T as;
En permutant dans la derniére relation les indices r et s, on
est conduit a I'équation

b _su
88, 88~
On peut donc poser
D= 29
(10) w=_ 5

¢ désignant une fonction des variables 80 assujetlie & l'unique
condition

(11) |

———’1’——‘;&0.

En rapprochant ce résultat de Péquation (9), on est conduil
a la relation
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qui peut s’écrire encore de la maniére suivante

s |38 28 )

On peut donc poser

'e

-

Ces formules donnent la solution la plus générale du probléme
posé, dans le cas od les fonctions données S; sont indépendantes.
On voit que cette solution dépend d’'une fonction arbitraire de n
variables satisfaisant & I'unique condition (11).

4. Considérons maintenant le cas oli parmi les composantes S,
il y a p qui sont indépendantes (p<<n). On peut supposer que ce
sont les composantes Sl,S2,...,Sp et gue 'on a?
(12) S, =x*,

S,.=8,,(xt, x2, ..., xP).

La relation (8) prendra donc la forme

do=Yxdw+ S du’ ou dq5=’_2(2 3”,+2Sx — )
On en déduit
R L)

ax* p" Sy ax"

—§

(13) ”
S' ou

aa?f' ox T “ oxr

?) Ici et dans la suite nous supposons que les indices grecs %, 4,... par-
courent les valenrs de 1 jusqu'a p et les indices »’, 2',... — les valeurs de p~-1
jusqu'a n. '
Collognium Mathematicum 10
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La différentiation de ces équations conduit aux formules

suivantes:
a??;%ﬁ ail:—f'z max*axf'—i—z ¢ ajcl';exfi" Vg;‘;;j%
, 2 o
(14) BP;;%-—_ZQ%;Z'%—%‘SO’ ._zi%xﬁ.' s
6 2ue’ o2
53:725@,?: Juh ~|~2‘5‘§;;$‘;+§S¢ 8;1321,4_%],0%3;1:;”’
& 2 o
é}d;%? Z o d’vgnﬁ‘ +—Z o djﬂ’l;xp

FEn comparant les deux dérivées 2Dfax¥pxt el P*O/axtox?
on trouve .
ZaSg aud
ax*' axt axt 0.

ce qui peut s'écrire
: aS
(15) ( Z < )

toutes les dérivées B2S91/9x1ax"' étant nulles en vertu des équa-
tions ‘(12). Dong, si I'on pose

88y
(16) yh =tk 2

on aura, d’aprés (15) 21p"/3x”=0. Ainsi la fonction y* dépend
‘seulement des variables x%, x%,...,x".

En permutant les indices 4 et w dans la prelmexe des formu-
les (14) et en comparant I'équation ainsi obtenue A la formule
primitive, on trouve

0u”+szgg'c’LL9 ﬁ)ili—l—.:,d& pue

Gk Bar | Db 2% Yokt

ou
8 [ aS(, ) " 85y )
St (w 2 +2 ox
Fn tenant compte de la formule (16), on a done

ay oyt
9xt pak

e
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Comme la fonction ne dépend que des variables «f, x2,..., x7,
on peut ‘déterminer une fonction p de ces variables, telle que
Pon ait y*=25y/ax* On aura donc d’aprés l’équation (16}

” BSP __ 2oy
Nous voyons ainsi que pour trouver l'espace en question
dans le cas considéré, il faut prendre unc fonction arbiiraire p des
variables x%, x2%, ..., %7 et n—p fonctions arbitraires uw?*1, uPt?, .. u®
des variables x!,x2%...,x" et déterminer ensuite les fonctions
ul, 1%, ...,u” au moyen des équations (17).
Comme les fonctions w* doivent étre indépendantes, il faut
choisir y et uP'L, ...,u" de facon que

Dwrtt, ..., u")

’ x"ax""’qeo et D+, x™)

Nous pouvons prendre uw”==x*, ce qui ne restreint point la
généralité de la solution. Par suite I'équation (17) devient.

(18) ul_{_zng oy i

o DX = pxh

#0.

Pour achever la détermination de I’espace il faut maintenant
trouver la fonction @, ce qui peut &tre fait au moyen d’une qua-
drature. En effet, en différentiant 'équation (18), on trouve

aut % _y Sy
gx*  gx*ox* w’ax"ax’I

Si Pon porte cette expression dans la premiére des équa-
tions (13), ot I'on a interverti au préalable le réle des indices x
et 4, il vient

19) 20 S B il Sy

dx"Bx“ o sxraxt

Si 'on tient compte des identités

%y 2 oy ay
a9 . 2 9% 9%
%’x Fa*hxt st ;‘x ox* ox*

et
1.?6"7’ 'dZSQ 2 ZdS" g_zng o

Bx"dac’1 Trar iy axt v 9x*

i

10*
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’équation (19) devient
20 Ny dSQr , : ,)
] ol ) 2 X0 P X0 ),
("'O) 9, dx” ax/’l, e Z.’X‘ +2‘59‘)‘ .

En calculant la dérivée su#/ox* au moyen de ’équation (18)
et en la portant dans la deuxiéme des équations (13), aprés y avoir
remplacé l'indice » par lindice 4, on arrive, par un calcul tout
semblable au précédent, & 'expression suivante

890 _a_( k_a_y)__ —_ l_a.ﬁ(): 0 J g’)
1) o= %’x el %‘xaxﬁ +§éox .

ax¥  ax¥

11 résulte des équations,(ZO) et (21) que lon peut écrire
—y Zx‘d'se x¢ +2S/x9

Les fonctions w, u* et @ etant ainsi determmees, nous pou-
vons calculer les formes ", en tenant compte des expressions (7).

La solution la plus générale -dans le cas traité i présent dé-
pend donc d’une fonction arbitraire v de p variables x* assujettie
a4 I'unique condition

A ¥
(22) 0= ; x E)x"

2y? ‘
’E)x“‘ax’I #0.

5. Supposons, pour terminer, que toufes les composantes S; ont
des valeurs constantes. On aura, d’aprés les équations (8) et (7),

o= 2 Sut
et par conséquent .

I
b duh

ZS i

C’est un résultat bien connu.
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