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La suite {f¥(x)} étant évidemment encore asymptotiquement-
L ST
statistiquement convergente, exirayons-en une suite {f (n)(x)} telle

que
lim| E[| fa(x)— ()] =1/2]|=0.
n-yes x
En répétant ce procédé infiniment et en appliquant la méthode
de Cantor nous parvenons i la suite {‘f(ﬁ’(x)} qui converge asym-
ptotiquement vers f(x).

Soit a présent M une famille satisfaisant aux hypothdses du
théoréme 2. Ainsi, & chaque point x¢<0,1> correspond, d’une fagon
biunivoque, un ensemble Z(x)eM, et on peut défivir unc suiie
{falx)} en posant fu(x)==1 ou 0 suivani que neZ(x) ou non. Les
fonctions fn.(x) ne sont pas toutes mesurables au sens de Lebes-
gue. En effet, la famille M possédant la propriété (i), la suite {fa(x))
converge statistiquement vers la fonction égale identiquement & 1.
Si les fa(x) étaient toutes mesurables L, on aurait en vertu du
lemme 2 une sous-suite {fi,(x)} convergente presque partout vers 1.
Grice au théoréme d’Egoroff ceite convergemce serait uni-
forme dans un ensemble de mesure positive, done dans un en-
semble indénombrable. Soit E cet ensemble. A pariir 'un indice
n suffisamment élevé nous aurions done finl0) =1, ¢’cst-d~dirve
krneZ(x), pour tout xeE. Le produit HEZ(x) contiendrait alors unc

Xely

infinité de nombres naturels, ce qui est impossible, la famille M
jouissant de la propriété (ii).

Puisque ni la démonstration du théoréme de Steinhaus, ni
le raisonnement ci-dessus n’exigent l'axiome du choix, le théo-
réme 2 se trouve démontré.
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La méthode la plus simple d’obtenir des conditions néces-
saires et suffisantes pour que la fonction

plx) =k21&kx‘} a=1,

holomorphe & Iintérieur du cercle |x|<<1, soit dans ce cercle uni-
valente, est d’envisager la fonction de deux variables

x—y 1 yd ™
- = = y -
5 = _ » N 2,5 nm

plx)—oly) k%ak(xk e

ou X s’étend a toutes les paires non ordonnées de nombres entiers
non négatifs n, m. L’univalence de ¢(x) pour |x|<<1 équivaut
a Iholomorphie de @(x,y) pour |x|<<1, |y|<<{; la condition néces-
saire et suffisante pour cette holomorphie est

__ wtm

nﬂgwl/;dei‘

(Z)(x,y):

Un calcul élémentaire donne
(_1)nm+n+m

d, = il @Gi=1.2,...,nm—n-m),

niml

3w =Pla!
OU Uy = gTh1 Fota—a—is

contraire, les entiers non négatifs p,q, g, h étant déterminés par
les conditions
(n+1)m—4-1)—i=p(n1)q,
1) (m-F1)—j=1+g-+Mn-+1)h,

p<n, gsin.

quand p>g et ¢xh, et u,;=0 dans lc cas

En se servant de ces conditions d’univalence, on peut donuer
par exemple & Ihypothése bien connue de Bieberbach une
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forme purement arithmétique: un de nombres complexes de la
suiteefinie

a;=1, a,, a,,...,8¢
satisfaisant & Uinégalité |a,|>k, on a

n+in

i ) il oy

ptmasos ¥ nlm! ’
oit les u, S'expriment par les nombres a, comme ci-dessus.

Ces conditions d’univalence pour les fonctions analytiques
sont compliquées; c’est pourquoi elles ne sont pas fécondes aux
applications; ainsi par exemple Ihypothése de Bieberbach
dans la forme arithmétique en question me parait pas plus facile
A démontrer. Ce qui parait peut-éire plus intéressant, c’est que
dans les cas particuliers odt hypothése de Bieberbach est
démonirée, cette forme arithmétique nous donne un théoréme de
la théorie des déterminants.

Dans ce travail, je vais établir d’autres conditions nécessaires
et suffisantes pour que la fonction f(z) du type

1 f(z)=z—f—§‘bk 2, quand |z|>1,
=1

soit univalente pour |x|=1. Evidemment, les fonctions g{x) holo-
morphes quand |x|<<1 et les fonctions du type (1) se transfor-
ment les unes dans les autres par les formules
1 1

f(z) = — > Z==—

( () x
Il suffit donc de s’occuper dun seul de ces deux types de
fonctions,

) D’aprés un cas particulier des généralisations du théoréme de
Bxgber}aach, dues & Biernacki!) et & Goluzin?®, pour que
la fonction f(z) du type (1) soit univalente quand |z|>-1, il faut
que pour chaque nombre naturel n et pour chaque polyndme
W .(x) de degré n Ton ait
(2) 2 kle, )220,

k==—n

1). M Bier}lacki,,Sur les fonctions en moyenne multivalenies, Bullelin de
la Société Mathématigue de France 70 (1946), p. 5.

% G. M. Goluzin, Uber p-valente Funktionen, Récucil Mathématique
8 (1940}, p. 277284, . ‘
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ou les ¢, sont déterminés par la formule
W, [f(2)= 3 ¢,z quand |z|>1.
k=—n

Je vais démontrer que cette condition est aussi suffisante.

11 suffit évidemment de démontrer que, si la fonction f(z)
west pas univalente dans la région 4,: |z|>r, r>1, il existe
un polyndéme W, (x) tel que

() ;Z k|cel2r 2 >0.
=t
Désignons par R la circonférence orientée |z|=r, et par
C — la courbe analytique fermée de Jordan sur le plan x en
laquelle R est transformée par x=f(z)., La courbe C divise le
plan en un nombre fini des régions D,, i==0,1,...,1. Je désigne
par O%(x) Tordre du point x par rapport a la courbe C:

O% (%)= 2}7; f arg(z—x) dz,
o

et par O¢ — Yordre des points appartenant & D, par rapport
i C. La fonction f(z) ayant un pdle simple & Iinfini, on a O?él,
car le nombre 1—Of(x) indique combien de fois x est admis
comme valeur par f(z) dans 4. La région illimitée que je désigne
par D,, aura lordre Of=0. Il existe une D, — soit D, — qui est
contigiie & D, le long d'un arc de C et qui a un ordre négatif.
En effet, dans le cas contraire toutes les D, contiglies & D, le
long des arcs auraient lordre 1, ce qui est impossible, car les
régions D, qui ont les ordres négatifs ou nuls doivent former
une région; et, évidemment, il existe au moins une région d’ordre
négatif, puisque la fonction f(z) n'est pas univalente dans 4,. Je
forme une courbe I simple, fermée, analytique et satisfaisant
aux conditions suivantes:

1° L est tangente en un point P i Tare de C le long dugquel
D, est contigiie & Dy,

92° outre le point P, la courbe I est contenue dans Dy,

30 outre le point P, la courbe C est contenue dans Vintérieur
de L.

Je désigne par y=w(x) la fonction analytique holomorphe
A lintérieur de L et sur L et transformant Pintérieur de L en
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Pintérieur du cercle |y|<<1. La courbe C se iransforme en une
courbe fermée de Jordan soit G, le sens de G correspondant au
sens de C. La courbe G est tangente au point Q==y(P) i Ja circon-
férence |y|=1; outre le point Q elle est contenue dans lin-
térieur de cette circonférence. La courbe (i divise le plan y en
régions V,, Vi=y(D), i=1,2,...,I et une région illimitée. Fon dé-
signant par Of Pordre de ¥, par rapport & G, on a OY= (). Jo
désigne par G; la frontitre de ¥, pourvue du sens positif, ¢t par
H et H,— les courbes fermées de Jordan sur le plan ¢ qui cor-
respondent aux courhes G et G, dans la transformation ¢=y", m
étant un nombre naturel,
Soit R(z) et J(z) la partie réelle et imaginaire de z. On a

- Hf IOdRH= £ | O”(t)da,—_—_é: 0§ [ 0" t)do,=

1 : 1
SIS
i - 4]

=1

Il existe des nombres g <gy<g, et 9,<<d, tels que I’

I8
i=2,53,....], sont contenues dans le cercle |y|<p, et que V, contient
la région oo <C|y| <oy, ¢ axgy <y, car cest seulement V, qui
touche A la circonférence |y|=1. On a donc

] 1
;:Oglfmz[yig(m_”day<mn2'Oﬂgim,
= : 2

.m
[ [melyiem—ndo, 5 2 5,8, G2m— g2,
v,

Comme Of<<—1, on a
1
- a2 2OF
_— AR (¢ g:__.r_'}. [ J— 2ml1__, g_ﬂ)h T ,v.(‘,@t)“m
[swan 0 <—Z o] 12 = (4],

3

s .
ot il résulte que pour un m suffisamment grand on aura

— [3(HdR () <o0.
H

On peut approcher la fonction [p(x)]™, holomorphe & lin-
térieur de L et sur L, par un polynéme W (x) de facon que

— [S{W,[F @I dR{W,[f2)]}<o.
R
Le polynéme W, (x) satisfait & (3), car?)

fS{Wn[f(Z)]}dm{Wn[f(Z)]}=7z 5 klerr
R N -l

Les conditions (2) ont la forme d’une suite d’inégalités dont
les cotés gauches sont des polynémes homogeénes carrés de 2n -2
paramétres arbitraires, & savoir les parties réelles et imaginaires
des coefficients du polynéme W, (x). Ces c6tés gauches dépendent
de tous les coefficients b, La suite de conditions (2) est mono-
tone, c’est-a-dire que, une d’elles étant satisfaite, toutes les pré-
cédentes le sont de méme,

11 est évident qu'on peut remplacer la suite des conditions (2)
par la suite (aussi monotone) des conditions

n
4 kZ’ kle,F <0,
==l
le c6té gauche de I'inégalité (4) étant un polynéme homogéne carré
de 2n—+2 parameétres arbitraires, comme dans les conditions (2),
et en méme temps un polyndéme de degré 2n par rapport aux par-
ties réelles et imaginaires des coefficients by, b,...., b,, , de f(z).
Bien que moins simples, les conditions (2) ont la superiorité
sur les conditions (4), que toute famille de fonctions du type (1)
qui satisfont a la premiére des conditions (2) est normale dans
4,, r>1, car en posant W,(x)=x, on a

S kb1,
k=1

De cette propriété des conditions (2), il résulte aisément que,
pour chaque r>>1, il existe un nombre n tel que la n-idme con-
dition (2) étant satisfaite, la fonction f(z) est univalente dans 4,.

% G.Pélya und G. Szegd, dufgaben und Lehrsiilze aus der Analysis I,
Berlin 1925, p. 109.
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