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donc
log, 7]

[
1 5 $ /-
Kn)=5 2 (V]2 +[Vn])— logen].
s=1
De la méme maniére, en sommant les nombres (19) et en-
suite les sommes ainsi obtenues pour tous les k satisfaisant & (18),

il vient
Sty== 3 (logenl*+[logun).

k=2

SUR L4 SOLUTION D’UNE CONGRUENCE
EN NOMBRES COMPOSES
PAR
K. MATULEWICZ (GORA SLASKA)

Les recherches sur la congruence 2"=2(modn), poursuivies
depuis plusieurs siécles, se rattachent au probléme de trouver un
théoréme réciproque de celui de Fermat d’aprés lequel, a étant
un. entier quelcopque et n étant un nombre premier, on a
(1) a"=a(modn).

D’aprés Lehmer?), les Chinois, qui ont trouvé ce théoréme
pour a=2, ont aussi formulé, il y a 25 siécles, le théoréme ré-
ciproque que voici: :
(" 8i 2"—2 est divisible par n, le nombre n est premier.

Dickson?) cite les travaux de plus de 25 auteurs, éecrits
entre 1675 et 1913, sur la congruence (1), En 1830, un auteur
anonyme a trouvé l'exemple 2==2(mod341), ol 341=11-31, qui
contredit le théoréme (*).

Sierpifiski a démontré que la congruence 2"=2(modn) est
satisfaite pour tout n qui est d'une des deux formes suivantes:
(a) n=2%11, od k est un nombre naturel quelconque ®),

(b) n=2"—1, si 2°=2(modk), ot k est un nombre impair*).

Toutes les solutions de la congruence

2"=2(mod n)

) D. H. Lehmer, On the converse of Fermaf’s theorem, The American

" Mathematical Monthly 43 (1936), p. 347-354.

%) L. E. Dickson, History of the theory of numbers, I, Washington 1934,
p. 91-96.

) W. Sierpinski, Teoria liczb, Monografie Matematyczne, Warszawa-Wro-
claw 1930, p. 61.

*) Ibidem, p. 66, exercice 15; voir aussi W. Sierpinski, Remarque sur
une hypothése des Chinois concernant les nombres (2" —2)/n, Colloquium Ma-
thematicum 1 (1947), p. 9.
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en nombres composés pour n<2000 ont &té données par
T. Banachiewicz?®): 341==11.31, 560l=3.11-17, 045=73.5.43,
1105=5-13-17, 1387=19-73, 1729=7-(3-19, 1905==3-5-127. J'ui
trouvé toutes les solutions analogues pour 2000 <Cn <4033, & sa-
voir: 2047 =23.89, 2465=>5-17-29, 2821 =7-13-31, 3277==29-113,
4033=737-109. De plus, je donne i laide du théoréme 1 wune
méthode pour obienir des solutions de (1} en nombres composés;
cetle méthode fournit en outre des solutions qui sont dilféren-
tes de celles contenues dans (a) et (b).

Théoréme I S§7l existe, pour les nombres naturels a, r, et
ry, un nombre naturel s tel que

rirg| '™ —1, s—1|r—1, s—1|rg—1,

on a
at=a(mod rim).
Jai démontré ce théoréme pour a==2°%). La démonstration
est la méme pour a quelconque. '

Théoréme I1. 8i p et q>p sont des nombres premiers el
(a,p)==1, (8,q)=1, p—1|g—1 et a’’=a(modpq), alors y|a"'—1.

Démonstration. Compte tenu de ce que & '=1(modp),
a"'==1(mod q) et p—1|g—1, on trouve

@) © a™'=1 (mod pq).
En vertu du théoréme connu d’Euler

(3) aqﬂ(pq)za(p—i)(q—l) Rl (p1)—(g— 1)__1(1110(1 pq

Les congruences (2) et (3) donnent
) a0 V= { (mod pg),
et, ensuite,

pu—t__

& L=a"" 1 (mod pq),

d'oli I'on déduit, en vertu de la relation a’®==a(mod pq), que

a"'— 1=0(mod pg),
donc

qla"'—1.

%} Voir la note citée de W. Siexpinski, p. 9.
% K. Matulewicz, Sur les nombres composés salisfalsanl & la congruence
2"=2 (mod n), Aunales de Ja Société Polonaise de Mathématique 22 (1949),
p. 201,
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Exemples. Soit s=23; alors ot 1—9% {==73.23-89-683.
Un couple quelconque des facteurs imprimés en gros caractére sa-
tisfait aux hypothéses du théordme I pour a=2; nous avons done
9"=2 (mod n) pour n=23-89, n=23-683 et n=89-683. Voici pour
8==2,3,...,10 des valeurs de s pour lesquels la décomposition
en facteurs du nombre a*'—1 permet de trouver, & Paide du thé-
oréme I, des solutions composées de la congruence a"=a (modn):

a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 7 3 7 3 7 3 5 3

‘5
n 341 91 15 217 35 817 21 205 33

Ainsi, par exemple, pour a=8 et s==3, on a 2t —1=063=3"7.
En posant ri==s=3 et rp=7, on trouve r;—1=3(s—1), dolt

gt=8(mod 21), ce que Yon peut dailleurs vérifier directement.

Remarquons encore que les théorémes précités de Sierpinski
se laissent modifier, pour a quelconque, de la maniére suivante:

(i) On a pour tout k naturel
&

a 3
a" ‘=4 a(mod a®* }-1),
ot le signe - est pris pour a pair et le signe — pour a impair.

(ii) Si p est un nombre naturel, (a,p) = 1 et a’=a(modp), on a

&= a" '(mod a¥ —1).
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