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Sur quelques propositions concernant la pulssance
du continu.

Par

Wactaw Sierpiiski (Warszawa).

Dans ce travail je démontre plusieurs propositions de caractére
géométrique équivalentes & 1'hypothése du continu et % des hypo-
théses analogues et je résous quelques problémes qui 'y rattachent,
concernant la puissance du continu, le plan euelidien et I’espace
% trois ou & quatre dimensions.

Ce travail sera suivi d’'une Note de M. Kur atowski qui géné-
ralise certains de mes résultats, ainsi que d’une Note de M. Sikorski
qui donne des généralisations ultérieures.

Théoréme 1. Soient m et 1 deux nombres cardinaux non finis
tels que m>11, et soit M un ensemble de puissance m. L'hypothése
suivante:

(P) le produit cartésien MXMXx M est une somme de irois
ensembles E; (i=1,2,3), tels que, pour 1=1,2,3, Pensemble E; a moins
que n poinis sur toute paralléle & Vaze OX;, dquivaut & Uhypothése:

(H) i n’existe aucun nombre cardinal p tel que m>p>mn

Démonstration. I. P—H.

Admettons que P est vrai et que H ne l'est pas. Il existe
alors un nombre cardinal p tel que m>p>n. Soit M, un sous-
ensemble de M de puissance p. L’ensemble M; X M, X M est formé
de p-p=p paralléles & 'axe OX, et sur chacune d’elles I'ensemble
By est de puissance <n<p. L’ensemble E-(M; X M, X M) est done
de puissance <p-p= p, de méme que la projection de eet ensemble
sur l'axe 0X, Cette derniére étant de puissance m>p, il existe
un élément ¢ de M tel que ’ensemble @ de tous les systémes (z,y,¢),
o we M; et y e M, ne contient aucun point de l’ensemble E;. Or,
comme QCM X M X M=E,+ E,+ B, il vient QCE,+ E,.
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Comme J;=p>n, il existe un sous-ensemble M, de M, de
puissance 1. L’ensemble M, x M, X{c} est contenu dans n paralléles
A l'axe OX, et sur chacune d’elles I’ensemble B, est de puissance <.
L’ensemble 1/, x I, X{c} contient done <n-n=n éléments de F,.
L’ensemble 3, étant de puissance p>mn, il en résulte qu’il existe
un élément b de M tel que M, x{b} X {c} ne contient aucun élément
de E,. Comme M,x{b}x{c}CQCE,+ E,, il vient M, x{b}x{c}CE,.
Lensemble M, étant de puissance 1t, cela prouve que la paralléle
M x{b}x{e} & l'axe OX; contient >n éléments de I'ensemble F,,
contrairement & ’hypothése.

L’hypothése que P est vrai et H ne l'est pas implique done
une contradiction. On a ainsi P—H.

II. H—P.

Supposons que H est vrai. Soit ¢ le plus petit nombre ordina
de puissance m, et g le plus petit nombre ordinal de puissance .
11 existe done une suite transfinie {uglec, formée de tous les élé-
ments distinets ‘de I'ensemble M. u étant un nombre ordinal <gp,
il résulte de la définition du nombre ¢ que l'ensemble de tous les
nombres ordinaux < est de puissance <m, done, d’aprés H, de
puissance <n. Il existe donc une suite finie ou transfinie {1’} du
type <y, formée de tous les nombres ordinaux <u.

Soit p=(x,y,2) un élément de l'ensemble E=MU X M x M. 11
existe des nombres ordinaux a<g, f<¢ et y<gp bien déterminés
par le point p et tels que z=1u,, y= ug, 2=1u,. Posons p= max(a,ﬂ,y)
et distinguons trois cas:

1) p=a. On a done f<Cu et y<Cp et il ems’ce des nmombres
ordinaux <y et {<y tels que f= lﬁ,") et y= l; . S8i y<<g, nous
conviendrons que p e E; et si > —que p e Ej.

2) p=p=Fa. On a done a<<y et y<yu et 11 existe des nombres
ordinaux <y et {<yp tels que a—A%u) et yw/l; 8i 7<¢, nous con-
viendrons que pe E, et si n>L— que peF,.

3) u=y=+a et u==p. On a done a<uy et f<u et il existe des
nombres ordinaux # et { tels que a»_lf,“ et f= /?‘) Si <<, nous
conviendrons que pe By et 51 > —que pe L’

Les ensembles F; (¢=1,2,3) sont ainsi définis,
ment E=F,+ E,+ E,.

Nous démontrerons maintenant que 'ensemble E a moins
que 1t éléments sur toute paralléle & 1’axe OX,=0X.

et on a évidem-
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Soient donc b et ¢ deux éléments donnés de l'ensemble M.
I1 existe des nombres ordinaux f<¢ et y<g bien déterminés (par
b et ¢) tels que b=wug et ¢=u,. Distingnons deux cas:

1° A<y. 11 existe alors un nombpre ordinal {<y, bien déter-
miné par b et ¢, tel que p=Af’.

Soit p=(,b,¢) un élément de I'ensemble E,. Soit « un nombre
ordinal, tel que 5= .. Soit p=max (a,,y). I résulte dela définition
de l’ensemble E, et de (z,b,¢)e E;, que uz=a et, d’aprés 1° on
trouve u=+%. On a donc a<y et il existe un nombre ordinal 7, bien
déterminé pa,r I’élément p, tel que a= ﬂﬁ,:"), On a done y=max/(a, f,7),
a=3, f=13F et, comme (z,b,¢) ¢ By et vu la définition de l’en-
semble E, il vient 5<C¢. Il y a done au plus {41, done, vu que <y
et y=m, moins que 1 éléments (x,b,c) de lensemble E,.

20 B>y. Il existe alors un nombre ordinal £, bien déterminé
par b et ¢), tel que 'y—-f;

Soient p=(x,b,¢) un élément de E; et a un nombre ordinal,
tel que #=1u,. Soit g=max (a,p,y). Comme (z,d,¢) ¢ B, on trouve,
comme ci-dessus, u==a et, d'aprés 2% on a y=§. On a done a<f
et il existe un nombre ordmal <1, bien déterminé par lélément P,
tel que a_l,, On a done f=max (a,f,y), a—lf,m, y= l; et,
comme (x,b,¢) ¢ E; et vu la définition de ’ensemble B, on trouve
<. Iy a done an plus {41, donc moins que n éléments (,b,0)
de ’ensemble F;.

Nous avons ainsi démontré que I'ensemble F, est de puissance
<1 sur toute paralléle y=»5, 2=¢ & l'axe 0X.

De facon analogue, on démontre gue I’ensemble F, est de puis-
sance <m sur toute paraliéle 4 I'axe OY et que I'ensemble Ej est de
puissance <n sur toute paralléle & l'axe OZ.

Les ensembles E; (i=1,2,3) satisfont done aux conditions de
1a proposition P. 11 est ainsi démontré que H—P.

De I et II résulte que P=H, et notre théordme se trouve
établi. ‘

Soit, en particulier, M Dl'ensemble de tous les nombres réels,
done E=M x M X M —1’espace euclidien & 3 dimensions. On a dong
m=2%. Soit n=s,. L’hypothése H devient alors celle du continu.
Le théoréme 1 implique done, comme cas particulier, le théoréme
suivant:

1*
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Théoreme 2. L'hypothése du continu équivaut & Uewisience
d'une décomposition de Vespace euclidien B & 3 dimensions en trois
ensembles By (i=1,2,3), tels que, si Von désigne par 0X; (1=1,2,3)
Tes trois ames de coordonnées de Vespace B, Uensemble By est fini sur
toute paralléle & Vaze OX,;, pour i=1,2,3.

Une démonstration directe de ce théoréme paraitra ailleurs?).

Remarques. 1. On peut demander, dans le théoréme 2, que
les ensembles B; (i=1,2,3) soient superposables (par rotation).
11 suffirait & ce but de remplacer l'ensemble E; par la somme
B+ ¢(By)+y(E;), o ¢ désigne la rotation de Vespace autour de
Taxe OY de I'angle 90° et y désigne la rotation autour de l'axe 0Z
de 'angle 90°. i

2. On utilise dans la démonstration du théoréme 2 la pro-
position suivante:

o étant un nombre ordinal de classe 2, il ewiste une suite in-
finie ay,a,..., formée de tous les nombres ordinaus <a.

Or, nous ne connaissons pas de définition d'une fonction qui
fasse correspondre une telle suite & tout nombre ordinal de classe 2
et, par conséquent, nous ne pouvons pas éviter I'axiome de choix
si nous appliquons la proposition mentionnée pour tout nombre
ordinal « de classe 2. Cependant l’existence de la correspondance
en question peut &tre déduite de I’hypothése du continu sans in-
termédiaire de I'axiome de choix. Nous allons démontrer, en effet,
la, proposition S suivante:

S. 8i f(a) est une fonction ctablissant une correspondance biu-
nivogue entre les mombres ordinauw o< et les nombres réels z, ou
0<a<1, on peut définir (& Uaide de la fonction f) une fonetion ¢(a)
qui fasse correspondre & tout nombre ordinal « de classe 2 une suite
infinie ay,ay,..., formée de tous les nombres ordinaur <a.

Démonstration de la proposition S. Nous dirons que le
. oo
nombre ordinal § jouit de la propriété P,, si, en désignant par > b,-27"
n=1
1) Dans les Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. Cf. aussi ma

Note dans les Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris, t. 232,
p. 1046 (Mars 1951).
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le développement dyadique du nombre f(8), contenant une infinité
de chiffres b, non nuls, les nombres ordinaux

ax =f‘1(1§1’ byr—1r1y°27) (k=1,2,...)

forment une suite infinie composée de tous les nombres ordinaux
distinets <a.

Soit o un nombre ordinal de classe 2. Il existe des nombres
ordinaux jouissant de la propriété P.. En effet, comme o<<a< Q,
il existe une suite infinie ay,a,,..., formée de tous les nombres ordi-
naux <a. Soib fcﬁf’-?‘" le développement dyadique du nombre

=1

réel f(az), contenant une infinité de chiffres non nuls. Posons

oo o oo

k) o—2k 1211 .

r=7 ZCE)'.? C-D_yp,-27"
= n=1

A
~
[

X

Comme  byk~1(g—y =c® pour k et I naturels, on vérifie sans
oA (21-1) p ’

peine que le. nombre ordinal Ag=jf" Yz) jouit de la propriété Pe:

. Irexistence des mombres ordinaux f< £, jouissant de la pro-
priété P,, est done établie. Seit, pour un nombre ordinal donné
a de classe 2, y le plus petit de tous les nombres ordinaux f jouissant
de la propriété P, soit fc,,-?z"‘ le développement dyadique du

r=1

nombre f(y), contenant une infinité de chiffres non nuls. Posons

o0
ap=f" (I_ZI Cok—d(21_1) 97 pour k=1,2,...

La suite infinie ay, a,, .. est ainsi bien déterminée par le nombre
ordinal o. Le nombre y jouissant de la propriété P., cette suite
est formée de tous les nombres ordinaux <ea. La fonction ¢(a)=
= (ay,ay,-..) satisfait done aux conditions imposées et la propo-
sition S se trouve établie.

Soit, comme auparavant, M —1’ensemble de tous les nombres
réels, done m=2%, et so0it n=4y,. L'hypothdse H veut done dire
qu'il n’existe aucun nombre cardinal p tel que g, <p<2®, ce qui
équivaut, comme on le voit sans peine, % T’hypothése que ML Ry,
Le théoréme 1 donne ainsi le
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Théoréme 3. L'hypothése que 2%y, dquivaut & Uewistence
d'une décomposition de Uespace euclidien E & 3 dimensions en trois
ensembles E; (i=1,2,3), tels que, si Uon désigne par OX; (i=1,2,3)
les trois axes de coordonnées des Uespace E, Uensemble E; est aw plus
dénombrable sur toute paralléle ¢ Vaxe 0X;, pour i=1,2,3.

11 est intéressant de rapprocher le théoréme 3 du théoréme
suivant:

Théoréme 4. L'hypothése dw continu équivaus & Uexistence
d'une décomposition du plan en deux ensembles dont Uun est au plus
dénombrable sur toute paralléle & Vaze d’ordonnées et Uautre est au
plus deénombrable sur toute paralléle & Uaxe d’abscisses?).

Sans faire usage de I'hypothése du continu, on peut démontrer
que le plan est une somme &2 deux ensembles, dont 1'un est de
puissance <2 gur toute paralléle & I’axe d’ordonnées et l'autre
est de puissance <2% sur toute paralléle & l’axe d’abscisses3).

Dans cet ordre d’idées nous allons établir le théoréme suivant:

Théoréme 5. 8i M est un ensemble dénombrable et N un en-
semble indeénombrable, le produit cartésien M XN n’est pas une somme
de deux ensembles dont Uun serait fini sur toute paralléle & Uaze
d’'abscisses el Uautre aw plus dénombrable sur toute paralléle & Uaze
d’ordonnées.

Démonstration. L’ensemble I étant dénombrable, ran-
geons-le en une suite infinie wg,u,,..., formée d’éléments distincts.
L’ensemble N étant indénombrable, il existe un sous-ensemble N,
de N de puissance §;, ef il existe une suite transfinie du type Q,
{ve}ece, & termes distincts formée de tous les éléments de N.

Supposons que M X N=FE,+ E,, ol 'ensemble B, est fini sur
toute parallele & I’axe d’abscisses et l'ensemble F, est au plus dé-
nombrable sur toute paralléle & I'axe d’ordonnées. Il existe donc,
pour tout nombre ordinal £< 2, un nombre fini de nombres naturels
7 tels que (un,ve) e By. 11 existe, par conséquent, pour tout £<£,
un nombre naturel m; tel que (umg,zg) non e #;,, donc que
(Umgvg) € B,. Lensemble des nombres ordinaux £<Q étant indé-

%) Voir ma note du Bulletin de I’Académie des Sciences de Cracovie,
séance du 21 février 1919; ainsi que Fundamenta Mathematicae 5 (1924), p. 179.

®) Voir mon livre Hypothése du continu, Monografie Matematyezne, t. 4,
Warszawa-Lwdéw 1934, p. 9.
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nombrable et ’ensemble des nombres naturels étant dénombrable,
il existe un nombre naturel m tel qu'on & mg=m pour une infinité
indénombrable @ de nombres ordinanux &<Q. Il vient (um,v:) € By
pour £eQ. I’ensemble E, a donc une infinité indénombrable d’élé-
ments sur la paralléle w=uwu, & 1’axe d’ordonnées, contrairement
4 I'hypothése. Le théoréme 5 implique aussitot le corollaire suivant:

Corollaire. Le plam‘ n’ést pas une somme de deuxw ensembles
dont Tun serait fini sur toule paralléle & Vaxe d'abscisses et Uauire
au plus dénombrable sur toute paralléle & UVaxe d'ordonnées®).

. Plus encore: on peut démontrer que le plan n’est pas umne
somme de deux ensembles dont I'un serait fini sur toute paralléle
3 l'axe d’abscisses et ’autre contiendrait moins que 2% points sur

A

toute paralléle & 1’axe d’ordonnées.

Citons encore sans démonstration les théorémes suivants:

L’hypothése du continu équivaut & la proposition swivamte: tout
ensemble plan qui n'est pas de puissance du conlinu est une somme
de deux ensembles dont Uun est fini sur toute paralléle & Vaxe d’abscisses
et Vautre est fini sur toute paralléle & Vaxe d’ordonnées ®).

Pour qu'un ensemble X de nombres réels soit au plus dénom-
brable, il faut et 4l suffit que son carré cartésien X XX soit somme
de deux ensembles dont Dun est fini sur toute paralléle & Uawe d’abscisses
et Vautre est fini sur toute paralléle & Uaxe d’ordonnées. s

11 existe des ensembles indénombrables X de nombres réels, tels
que Vensemble X X X a deuz poinis au plus sur toute droite paralléle
& lo droite x-+y=0. Telle est, par exemple, une base hamelienne.

Pour qu'il existe un nombre cardinal n< 2% el que le plan soit
somme de deux ensembles dont Uun soit de puissance <n sur toute
paralléle & Vaxe d’abscisses et Vautre soit de pwissance <n sur toute
paralléle & Vaxe d’ordonnées, il faut et il suffit qu'on ait 28— Ko g
(o% « est un mombre ordinal).

1) Cette proposition fut démontrée par H. Tietze dans Mathematische
Annalen 88 (1923), p. 291.

) Pour la démonstration, voir ma note dans le Bulletin~ de. la Société
Royale des Sciences de Litge 1951, p. 297.
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L’'hypothése gque 2% x, dquivaut & la proposition suivanie:
toui ensemble situé dans Uespace euclidien & 3 dimensions et qui n’est
* pas de puissance du continu, est une somme de trois ensembles By, B, et B,
tels que st Uon désigne par 0X; (1=1,2,3) les trois azes de coordon-
nées de Vespace, Vensemble E; est fini sur toute droite paralléle & U'axe
O0X;, pour i=1,2,3.

Appelons image géomeirigue d'une fonetion j(z) d’une variable
réelle 'ensemble de tous les points (z,y) du plan tels que y={f(»).
Appelons courbe tout ensemble plan qui est superposable (par trans-
lation ou par rotation) avec l'image géométrique d'une fonction
d’une variable réelle.

Nous allons démontrer sans faire appel
tinu le théoréme suivant:

4 I’hypothése du con-

Tout ensemble plan de puissance <8, est contenu dans la somme
d'ume suite infinie de courbes.

En effet, si 3%=gy,, ce théoréme est une conséquence immsé-
diate du théoréme 4, et si 2%>x,, notre théoréme résulte tout de
suite du théoréme suivant que nous démontrerons sans faire appel
& hypothése du continu:

B diant un ensemble plan el que E< a% il existe une courbe
qui passe par tous les points de Uensemble E.

Démonstration. Soit Z un ensemble plan tel que i< 2%,
L’ensemble & de tous les nombres réels (3 —ys):(m—a,), oll 2=,
(2,9,) € B et (3y,y,) ¢ B est, comme on le voit sans peine, de puis-
sance <2%. Soit o un nombre tel que a<@.

Toute droite D paralléle & la droite y= ax contient tout au plus
un point de l’ensemble E. En effet, soient D une telle droite,
(#1,51) « BD eb (24,9,) ¢ BD. Done y;=am-+b et yy=az,+b. Bn
supposant que (2,y,)==(2q,Ys), 00 surait ==z, d’olt = (4—yo) :(0—15,),
contrairement & I'hypothése que a € G.

Prenons maintenant la droite y=uaxz comme nouvelle axe
d’ordonnées. Dans ce nouveau systéme de coordonnées, il existe, pour
tout nombre réel #, an plus un point de l’ensemble B & 1’ abselsse .
8’1l existe un tel point (z,y), posons f(#)=y, sinon — posons f(x)=0.
On voit sans peine que la courbe y=f(z) passe par tous les points
de ’ensemble E. Notre théoréme est ainsi établi. )

Le probléme s’impose de reconnaitre si la proposition: Ie plan
est une somme d'une suite infinie de courbes — entraine I’hypothése
du continu.
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En admettant que 2% est un aleph dont I’indice est un nombre
ordinal de premiére espéce, on démontre facilement que le plan
est une somme de moins que 2% courbes.

Nous allons démontrer d’autre part que si 8%= =Np, le plan est
une somme de &, courbes.

En effet, en admettant que 2%=gq, on a 2% = Y'y,. Le plan

a<,~

est donc une somme de , ensembles dont chacun est de puissince
inférieure & 2%. .

D’aprés la proposition démontrée ei-dessus, il existe pour chacun
de ces ensembles une courbe qui passe par tous ses points. La somme
de ces x; courbes remplit le plan.

Reste ouvert le probléme si on peut démontrer, sans admettre
aucune hypothdse sur le nombre cardinal 2%, que le plan est une
somme de moins que 2% courbes.

En résolvant un probléme posé par M. A. Mostowski,

démontrerai maintenant le

Théoréme 6. m éant un nombre naturel, Uespace euclidien E
& 3 dimensions n’est pas une somme de irois ensembles By, E, et B,
tels que Vemsemble E; ait au plus m poinis sur chagque parallile
& Vave OX, Vensemble E, ait un nombre fini de points sur chague
paralléle & Vaze OY et Vensemble B, ait moins que 2% points sur
chaque paralléle & Vaxe OZ.

Démonstration. Supposons que l'espace E soit somme de
trois ensembles E,, E, et E;, o E; a au plus m points sur chaque
paralldle & I'axe OX, H, est fini sur chaque paralléle & 1'axe 0¥
et B, a moins que 2% points sur chaque paralléle 4 I'axe 0Z.

Désignons, pour % naturel et ¢ réel, par Q(k,c) I'ensemble de

tous les points (%,y,¢) de E, I’ensemble Q(k,c) est (pour tout & na-
m+1

ZQ(kc

existe done, pour tout ¢ réel donné, un nombre naturel Y. qui esbt
plus grand que toute coordonnée y d'un point de I'ensemble S(e).
L’ensemble de tous les mombres naturels étant dénombrable et
I’ensemble de tous les nombres réels étant de puissance 2%, et vu
que (d’aprés le théoréme de J. Konig) le nombre cardinal ok n’_esﬁ
pas une somme d’une série infinie de nombres cardinaux plus petits,
nous concluons qu'il existe un nombre naturel g tel que y.=g pour
un ensemble N de puissance du continu de mombres réels c.

turel et ¢ réel donné) fini, ainsi que ’ensemble S(e¢
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Si, pour un nombre naturel k< m+ 1, un nombre réel ¥ et un
nombre ¢ de ¥, on a (%,y,¢) ¢ By, alors (k,y,¢) e S(¢), done, d’apres
Ia définition des nombres 7. et du nombre ¢,y<g. Il en résulte
que, pour k=1,2,...m+1 et ceN, on a (kq,c)noneB, donc
(k,q,0) e By + Es.

Soit, pour k=1,2,...,m+1, Ty Pensemble de tous les points
(%,q,2) de By, ot z¢ N. D’aprés 'hypothése faite sur Ey, 1'ensemble
Ty (k=1,2,...,m+1) est de puissance <2%, de méme que I'ensemble
m+1
kZ,; Ty et sa projection @ sur l'axe OZ.

I’ensemble N étant de puissance 2%, il existe un nombre ¢
de N tel que (0,0,¢) non e G. 11 en résulte que (%,¢,¢) non ¢« E; pour
k=1,2,..,m-+1. On a donc (k,q,c) e By pour k=1,2,...,m-41, ce
qui prouve que la droite y=g¢, 2=c¢, paralléle a4 'axe OX, a au moins
m~+1 points communs avec l'ensemble F), contrairement & 1’hypo-
these.

Le théoréme 6 est ainsi démontré.

D’aprés une remai'que de M. Sikorski, on peut généraliser
le théordme 6 (sans modifier sa démonstration) comme suit:

_ Le produit cartésien M XN XQ, o% M=m+1 (m naturel)
N=y, et Q=2, ot 1 est un nombre ordinal >0, non confinal avec w,
n’est pas une somme de trois ensembles By, E, et Ey, ot By aurait au
plus m élements sur chaque paralléle & Vave OX,, E, moins que 8,
éléments sur chaque paralléle & Uaxe OX, et B, moins que R éléments
sur chaque paralléle & Uaxe 0X,.

Théoréme 7. m et n étant des nombres naturels, U'espace eucli-
dien B & n dimensions n'est pas une somme de n ensembles E;
(t=1,2,...,n) tels que Vensemble E; ait au plus m points sur chaque
paralléle & Vawe 0X;, pour i=1,2,...,n.

Le théoréme 7 est une conséquence immeédiate du lemme
suivant:

Lemame. m et n diant des nombres naturels, soient: g=mn+1,
Q={1,2,...,q} et T Pensemble de tous les points (@y,%y,...,4,) de Vespace
E & n dimensions, o% %,¢Q pour i=1,2,...,n.

These: 'ensemble T w'esi pas une somme de n ensembles E,
(=1,2,...,n) tels que Vensemble E; ait au plus m points sur chaque
paralléle & Vaxe 0X;, pour i=1,2,...,n.
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Démonstration du lemme. Supposons que l'ensemble T

soit somme de n ensembles B, (i= 1,2,..,n), tels que ’ensemble E;

@ au plus m points sur chaque paralléle 4 I'axe 0X;, pour i=1,2,...,n.
Le nombre de ces paralléles qui passent par les points de I'en-
semble T' étant évidemment ¢n—1, I’ensemble E; a au plus mgn1
éléments, d’otll il résulte que l'ensemble 7 a au plus nmgti=
=(¢—1)¢"'< g éléments, ce qui est impossible, puisque, par défi-
nition, I’ensemble T a ¢" éléments.

Théoréme 8. L’hypothése du continu, H, dquivaut & la pro-
position Q suivante:

Q. L'espace euclidien B & 3 dimensions est une somme de trois
ensembles E; (1=1,2,3) tels que, pour i=1,2,3, V'ensemble By est au
plus dénombrable sur tout plan perpendiculaire & Uaze 0X;.

Démonstration. I. H—-Q.

Admettons I'hypothése H. 1 existe alors une suite transfinie
{ttgdece du type Q, formée de tous les nombres réels. Soit E, l'en-
semble de tous les points p=(ug,ug,1,), 0%l a2 f et a=yp, B, —P'en~
semble de ceux, ou a<f et f>y, et E;—'ensemble de ceux, ol
a<y et f<y. On a évidemment E=E,-+ E,+ E,.

L’ensemble E,; est au plus dénombrable sur tout plan perpen-
diculaire & I'axe 0.X;=0X. Soit, en effet, #=a un tel plan. Soit a un
nombre ordinal <2 tel que z=u,. Soit p==(a,y,2) un point de E,.
11 existe des nombres ordinaux <2 et y<(, Dbien déterminés par
le point p, tels que y=1yp et 2=u,. Comme p ¢ E,;, on déduit de la
définition de ’ensemble E; que g<a et y<<a. Comme a< 2, ’ensemble
de tous les systeémes de nombres ordinaux 8, y, tels que f<Ca et y<a,
est au plus dénombrable. Il en résulte que I’ensemble de tous les
points (a,y,2) de I’ensemble E; est au plus dénombrable. Nous gvons

" ainsi démontré que ’ensemble E, est au plus dénombrable sur tout

plan perpendiculaire & 1'axe OX.

De facon analogue, l'ensemble E, est au plus dénombrable
sur tout plan perpendiculaire a 1’axe OY et 1’ensemble Ej; est au
plus dénombrable sur tout plan perpendiculaire & I'axe 0Z. :

Les ensembles E; (i=1,2,3) satistont done a la propesition Q.
11 est ainsi établi que H—Q.

II. Q—H.

Admettons la proposition Q et supposons que I’hypothése H
ne soit pas vraie, done que 2%>x,. Soit ¥ un ensemble de nombres
réels de puissance x,. Pour tout nombre a e N, 'ensemble de tous
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les points (a,y,0) de E, est au plus dénombrable. L'ensemble G de
tous les points (a,y,0) de Fy, ot aeX, est donc de puissance
<Rty =8, < 2% de méme que la projection I de G sur I'axe OY.
1l existe done un point (0,5,0) de 'axe OY qui n’appartient pas
4 T. I1 en résulte que le plan y=> n’a aucun point commun avec
l’ensemble &. Done, pour zeXN, on a (#,b,0)noneB;, dou
(z,b,0) ¢ B+ E,. L'ensemble des points (2,5,0), ol @ ¢ N, ébtant in-
dénombrable, I'un au moins des ensembles F, et H; contient une
infinité indénombrable de points (,b,0). Or, chacun de ces points
étant situé sur le plan y==5 et en méme temps sur le plan z=0,
cela est incompatible avec les hypothéses faites sur les ensembles
E, et H,.

L’hypothése que Q soit vrai et H faux implique donc une
contradiction. On a ainsi Q—~H.

Théoréme 9. L'espace euclidien B & 3 dimensions n’est pas
une somme de 3 ensembles E; (i=1,2,3) o, pour i=1,2, 'ensemble E;
serait fini sur tout plan perpendiculaire & Vaxe OX; et Vensemble Hs
aurait moins que 2% points sur tout plan perpendiculaire & U'aze 0.X,.

Démonstration. Supposons par contre que l'espace F s0if
somme de trois ensembles E; de ce genre. Soit G I’ensemble de tous
les points de F; situés sur les plans e=4%, ol k=1,2,3,... Sur chacun
de ces plans, ’ensemble E, est de puissance <2% et il résulte (d’aprés
le théoréme de J. Konig) que l'ensemble @ est de puissance <2,
de méme que sa projection T sur le plan 0X, X,. Soit (a,b,0) un point
de ce plan qui n’appartient pas &4 7. Aucun des points (a,b,k), olt
k=1,2,..., n'appartient donc & E, et par suite chacun d’eux appar-
tient & E;+ E,. Un au moins des ensembles E, et E, contient done
une infinité de points de la droite z=a, y=> située & la fois sur
les plans z=a et y=>0. Mais cela est incompatible avec les hypo-
théses faites sur E, et E,.

Le théoréme 9 est ainsi démontré.

D’aprés une remarque de M. Sikorski, le théordme 9 peut
étre généralisé au cas du produit cartésien M XN x@, oi ?)zxo,
M=N=g; et ol 1 est un nombre ordinal non confinal avec w.

Ajoutions qu'on peut démontrer facilement le théoréme suivant:

L’ensemble de tous les points de Uespace euclidien E & 3 dimen-
mensions dont les coordonnées sont rationnelles est une somme de trois
ensembles B; (i1=1,2,3), tels que, pour i=1,2,3, Vensemble E; soit
fini sur tout plan perpendiculaire & Vaxe 0X;.

icm
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Citons finalement le théoréme suivant:

)

Théoréme 10. L’hypothése: 2% <n, dquivaut & Uewistence
d'une décomposition de Uespace euclidien E & 4 dimensions en 4 en-
sembles By (i=1,2,3,4) tels que si U'on désigne par OX; (i=1,2,3,4)
les 4 ames de coordonnées de V'espace E, Uensemble E; est fini sur touie
paralléle & Vaze OX;, pour i=1,2,3,4.

Pour la démonstration, on pourra consulter la note citée de
M. Kuratowski.
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