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Thus our Theorem is established.

(Regu par lo Rédaction le 5. 2. 1950).

Sur les séries de Taylor
par

¢. RYLL-NARDZEWSKI et H. STEINHAUS (Wroctaw).

I’objet de cette Note est le phénoméne appelé coupure: le cer-
cle de convergence d’une série ne présente que des singularités. Pour
des classes étendues des séries de Taylor ce phénoméne en est la
régle, Vexistence d’un prolongement analytique une exception.

On trouve au §1 le théoréme général et des exemples les plus
typiques, au §2 les détails de la démonstration et au §3 quelques
renseignements sur l'histoire du probléme.

1. Généralités, résultats et exemples.

Soit f(z,#) une fonetion de la variable complexe z, définie
pour |z|<1 et pour xeX, X étant un espace de Banach?'). Par
hypothése, f(»,2) soit

1° pour tout xeX une fonection holomorphe en 2z pour lz]<1,

20 pour tout 2 intérieur au cercle |z|=1 une fonctionnelle k-
néaire en = dans X.

Pour en avoir des exemples, écrivons

1 f@,e)=>a,e, w=la}, a, complexe (n=L,2,...)%),
n=1

1) Voir par exemple S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Mono-

_grafie matematyczne I, Warszawa 1932, p. 53.

%) La suppression de n=0 est sans conséguence pour les résultats.
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en choisissant comme X un des quatre espaces X, (k=1,2,3,4),
4 savoir

X, — ensemble de tous les x tels que
le%lp<°°, llwll=(211 a,P)7,  p=l;
n= n=

X, — ensemble de tous les x tels que

@) sup| 4, [ <o, llol|=sup |a,[;
X, — ensemble de tous les « tels que
lima, existe, |#|=sup]|a,l;
n—»oo

X, — ensemble de tous les & tels que

sup|a, | W<oo, [lo|=sup|a,|n°e".
n n

Il est facile de vérifier qu'en définissant f(z,2) par (1) et en
prenant pour X un espace (2) quelconque, on est d’accord avee
10 et 2°. En effet, il est évident que, pour X=X, (k=1,2,3 ou 4),
1° est vrai ainsi que, pour tout z intérieur au cercle-unité ¢ (]2|=1),
la série (1) est uniformément convergente dans la sphére |z[|< M,
quel que soit I réel, et chaque terme de cette série est linéaire
en .

En revenant au cas général, énoncons le résultat & démontrer:

Théoréme 1. Moyennant les hypothéses 1° et 2° ci-dessus, le
cercle O (|z|=1) peut étre décomposé en un ensemble ouvert G et som
complémentaire fermé H (C=G+H, GH=0); de méme, Uespace X
peut éire décomposé en un ensemble 8§ qui est un F, de premiére
catégorie dans X, et son complémentaire R qui est rdsiduel dams
X (X=84R ,8R=0), de manitre que tous les points de¢ G (ze@)
soient réguliers pour f(z,2), quel que soit © dans X (xeX), e que
tous les points de H (z6¢H) soient singuliers pour f(x,2), quel que
soit x dans R (x€R).

Ce théoréme sera démontré au § 2. Pour faire voir sa portée,
introduisons 1’hypothése suivante:

30 A.tout % du cercle € (|#|=1), correspond un =, dans X, tel
que le point z, soit singulier pour f(z,,z).

On peut énoncer maintenant le résultat suivant:
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Théoréme 2. Moyennant les hypothéses 1° 2° et 39 le cercle
entier C (|2|=1) est une coupure pour f(my,2), quel que soit Vélé-
ment ©, de R, R étant certain sous-ensemble résiduel de X.

Oe théoréme est une conséquence immeédiate du théoréme 1.
En effet, 39 implique que I’ensemble & dont parle le théoréme 1
est vide, ce qui fait que son complémentaire H est identique a C.
Tn remplacant H par O dans la thése du théoréme 1, on obtient
celle du théoréme 2.

Pour comprendre le théoréme 2, il faut se rendre compte de ce
que X, étant un espace métrique complet, est de deuxitme caté-
gorie, done que R est un ensemble non vide de deuxitéme catégorie
et S—X—R un ensemble de premidre catégorie. C’est seulement
pour x,68 qu'un prolongement analytique de f(o,2) au deld de C
est possible (sans que son existence soib assurée) ; cela justifie la re-
marque qui commence cette Note.

Remarquons maintenant que la suite

it
(3) 2= {15

appartient & X, (k=1,2,3,4), quel que soit le nombre réel &. La
série f(,,2) que Pon obtient de (1) en y remplagant  par @ défini
par (3), aura C pour cercle de convergence. Or, en posant z=6",
tous les termes de cette série deviennent réels et positifs, ce qui
montre que le point z,=e' est singulier pour cette série. Puisque &
est arbitraire, notre remarque montre que T’hypothése 3° g’applique
4 X=X, (k=1,2,3,4). Nous savons déja que 1° et 20 §'y appli-
quent aussi; le théoréme 2 fournit dome immédiatement le résultat
que voiei:

Théoréme 3. Lespace X, (k=1,2,3,4) conbient um SouUS-
ensemble résiduel Ry, tel que, pour meRy, le cercle O est une coupure
pour la série (1).

Te cas k=4 du théordme 3 mérite d’dtre souligné: les suites
{a,} appartenant & X, donnent lieu aux séries D a,2" convergentes
absolument, done uniformément, sur le cercle ¢ (|z]=1), et par-
tagent cette propriété avec leurs géries dérivées de tous les or-
dres. La fonction L(9)=1Lm Y a,r"", pour r—~1, existe pour tous
les © véels et est infiniment dérivable; néanmoins le cercle |2]=1
est, en géneéral, une coupure pour >a,?. En séparant la partie
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réelle de cette série, on obtient une série de Fourier qui représente
une fonction infiniment dérivable de & dans lintervalle réel tout
entier; néanmoins cette fonction est, en général, non-analytique
dans le voisinage de tout point 4.

2. Définitions, lemmes et démonstrations.

Définition 1. Un arc ouvert du cercle C, dont les extrémités
¢ correspondent aux ¢ rationnels, sera appelé arc tout eourt.

Définition 2. Un arc A est régulier si, pour tout » dans X,
1a fonction f(z,2) de 2 est régulidre en tout point z de A.

Définition 3. L’ensemble de tous les ares réguliers sera
désigné par AR.

Définition 4. On appelle &' la somme de tous les arcs régu-
liers et H’ le complémentaire de G': @'=3 4, H'=0—@"

AR

Définition 5. On désigne par D,(4) le domaine du plan
complexe # défini par

1 1
(4) - = <lel<lt = —od.
n n |2]
Définition 6. On désigne par E,(4) Pensemble de tous les
z de X, pcnhx\r lesquels f(z,2) est prolongeable au domaine D,(4)
de telle maniére, qu’en désignant ce prolongement par f,(2,2), on ait

(8) [fal@,2)[<n pour 2eD,(4),  weB,(4).

. Lemme 1. Afin que f(z,,2) soit réguliére en z=z,, 2,60, il faut
et il suffit qu’il ewiste un arc A et un entier positif n tels que wyc¢ B, (4)
et zgeA. "
» Ce n’est que la néeessité de la condition qui exige d’étre démon-
trée. Or, la régularité en 2, implique Pexistence d*un are A’ conte-
na..nt %y, dont tous les points sont réguliers pour f(z,,2); il existe
éx,qdemment un arc 4, partie de A’ et contenant 2,, tel qu’a partir
du1.1 ™ assez grand, |f,(@,,2)| est borné dans D, (4) par un M
entier qui ne dépend pas de m; on voit que, pour n=m-M, on
awra |f,(2,2)|<n pour zeD,(4), ce qui implique 2,6 B,(4). ,

. .Lemm.e' 2. B (A) est fermé dans X, quel que soit Varc A et
entier positif n.
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Soient meE,(4) (k=1,2,...) et Hm zy=wu,; le lemme dit
k>0
qualors #,6B,(4). Or, tous les termes de Ia suite

(6) {falmies?)}
sont bornés en module dans D,(4) par n. D’autre part, Limz, =,
entraine, en vertu de 29

(" Hm f,,(,,2) = lim f(,,2) =f(20,2) pour zeD,(4) K,
k>0 k> o0

en désignant par K Vintérieur de C. On voit done que les fonetions
congtituant la suite (6), holomorphes et uniformément bornées
dans tout le domaine D,(A), convergent vers f(z,,2) dans un do-
maine partiel; d’aprés le théoréme de Vitali la suite (6) converge
dans tout le domaine D,(4) vers une fonction holomorphe identique
A f(2,,2) dans la partie de D,(4) intérieure 4 C, et bornée en module
par n dans D,(4). Cela implique, Q’aprés Ia définition 6, mye B, (4),
c. q. f. d.

Lemme 3. B,(4) est non dense dans X pour AeAR (n=L12,...).

Supposons que @, soit un point intérieur de E,(4); nous allons
démontrer la régularité de f(z,2) dans 4 pour tout » dans X. En
effet, x, étant intérieur, il existe, pour chaque z, un nombre réel
positif » tel que zo+ruel, (4); on aura done, en vertu de 2°,

1
{8 fle,2)=— [H@o-+7m,2)—F(@0,2)]-

Te second nombre de (8) est régulier pour zed, il en est done
de méme pour f(x,2), ce qui contredit T'hypothése du lemme, que
A mest pas régulier. Cette contradiction montre que B, (4) est
privé de points intérieurs, c. g.f. d.

Démonstration du théoréme 1. Soib

R'=X-8

00

9) §'=3 X B,(4),

n=1 dedR
En vertu des lemmes 2 et 3, 8’ est un F, de premiére catégo-
rie dans X,; rappelons ici la définition 1 pour constater que la somme
(9) est dénombrable. Il s'ensuit que R’ est un ensemble résiduel
dans X. Nous allons montrer que pour #,¢R’ eb 2,¢H' le point
#=2, est singulier pour f(s,,7). Supposons le contraire. En vertu du
lemme 1, il existe alors un arc 4, et un m, maturel tels que

11*


GUEST


164 C. Ryll-Nardzewski et H. Steinhaus

y GE”D(Ao), 2,64,. Puisque #,¢H’, la définition 4 implique que 4,
n’est pas un are régulier; il s’ensuit que EnD(AO) se trouve parmi
les termes de la somme (9), ce qui donne z,¢8’, relation incompa-
tible avec x,eR’.

D’antre part, il est évident que, pour x, quelconque (z,eX), la
fonection f(x,,2) est régulidre dans chaque point 2z de G; c’est une
conséquence immédiate des définitions 2 et 4.

I1 est aussi évident, en vertu des définitions 1 et 4, que @' est
un ensemble ouvert, donc H' un ensemble fermé.

On voit que les ensembles ¢/, H', R’, 8’ ont toutes les proprié-
tés que la thése du théoréme 1 attribue aux ensembles &, H, R, §
respectivement, ce qui constitue la démonstration de ce théoréme.

Il a été expliqué au §1 comment on déduit les théorémes 2 et 3
du théoréme 1; ayant démontré ce théoréme tout & I’heure, nous
avons done établi tous les résultats de motre Note.

Il y & une remarque & ajouter au théoréme 1. En appelant
régulier tout court chaque point z tel que f(z,2) est régulitre pour
2=2,, quel que soit # dans X, on peut définir Pensemble @, de tous
les points réguliers. Or, ensemble ¢ dont parle le théordme, ne
contient que des points réguliers; d’autre part, B n’étant jamais
vide, il existe un ,eR; tous les points # de H sont singuliers pour
f(@,2), ce qui fait que H, complémentaire de @, est privé de points
réguliers. Il s’ensuit que G est identique & G. Nous avons vu que
G’ a les propriétés attribuées par le Théoréme 1 4 @, done & est
identique & Go: la somme de tous les ares réquliers est identique
& Vensemble de tous les points réguliers, un fait assez intéressant.

3. Renseignements sur I'histoire du probléme.

E. BOREL®) a été le premier & affirmer que existence d’un
p?olongement analytique est une exception. Il y a plusieurs ma-
niéres de concevoir cette conjecture. M. G. POLYA 4) considére Ila
classe des fonctions holomorphes dans le cercle-unité comme wun
espace dans lequel il établit une sorte de topologie; les fonctions
prolongeables y forment un engemble non denge. On peut donner &
la these de M. Borel un sens stochastique: la probabilité de Pexis-

%) Cf. J. Hadamard, La série de Taylor, p. 33-36.

Y) G. Pélya, Uber die Potenzreihen, deren K. is 4 i
. ; s ) onvergenzk R ir~
liche Grenze ist, Acta Mathematica 41 (1916-18), p. 99-11g8. i
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tence d’un prolongement est nulle. En suivant la conception de
M. Pélya, MM. KIERST et SZPILRAJIN °) ont obtenu des résultats re-
marquables sur les fonctions uniformes; leur mérite était, entre au-
tres, d’avoir remplacé Lespace de Pélya par un espace (L) de Fré-
chet, espace qui se préte mieux & ces recherches; on trouve dans
leur article une liste de travaux antérieurs. En choisissant linter-
prétation stochastique, comme I'a fait un des auteurs de cette Note
en 1929°¢) et plusieurs autres mathématiciens, notamment PALEY
et ZYGMUND "), on rencontre la conjecture de M. BLACKWELL qui
précise DI’énoncé de M. Borel: toute série de puissances a coeffi-
cients aléatoires et indépendants présente avee probabilité 1 une
coupure quand on en retranche une série appropriée & coefficients
constants®).

La voie prise par notre Note différe des deux chemins caracté-
risés tout & I’heure, quoique elle approche la direction indiquée
par M. Pélya. La différence essentielle est que l'espace X agsocié
au probléme est un espace quelconque de Banach.

Quant & la méthode, elle rappelle celle que Saks a employé
pour généraliser et préciser le principe de la condensation des sin-
gularités: dans le soi-disant théoréme de Saks intervient aussi la di-
vision de intervalle en deux ensembles G et H et de 'espace X en
R et S; on ne peut pas appliquer ce lemme immédiatement, car il
est 1ié au phénomene de divergence des séries, tandis que notre
objet ne lest pas ®).

5) 8. Kierst et E. Szpilrajn, Sur cerfaines singularités des fonetions
analytiques uwniformes, Fundamenta Mathematicae 21 (1933), p. 276-294.

8y H. Steinhaus, Uber die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Konver-
gengkreis einer Potenzreihe ihre natiirliche Grenze ist, Mathematische Zeitschrift
31 (1929), p. 408-416.

7 R. E. A. C. Paley and A. Zygmund, On some series of functions,
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 26 (1930), p. 337-357.

8) Cette conjecture a été confirmée par l'autre auteur de cette Note;
sa démonstration paraitra dans les Studia Mathematica.

%) Voir par exemple 8. Kaczmarz und H. Steinhaus, Theorie der
Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne VI, Warszawa-Lwéw 1935, p. 19-26.

(Regu par la Rédaction le 15. 12. 1950).
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