Sur les fonctions exponentielles du calecul opératoire

par
J. G.-MIKUSINSKI (Wroclaw).

§ 1. Introduction. Dans le mémoire Sur les fondements du calcul
opératoire'), j’ai exposé une méthode qui permet d’attribuer aux
symboles de Heaviside un sens mathématique direct. Dans le
travail présent, je vais étudier une classe de fonctions exponentielles,
fournies par cette méthode, qui joue un réle important dans les
applications aux équations aux dérivées partielles.

8i keC 2), toute série

A2 k2
"‘2"!“’ _I_..A

représente une fonction exponentielle ). En remplacant & par 1, la
formule (1) devient

’ F)
) =1+ +

YRR
L DR S
@) =1t 5+ 55t
ce qui est le cas de la fonction exponentielle classique; celle-ci
existe aussi dans le caleul opératoire et garde son sens inaltéré.

Plus intéressantes sont les trois fonctions exponentielles sui-
vantes 4): :
ek, e—ﬁi et e{nt)s

remarquons que la série analogue & (1) est, pour ¢, divergente;

1) Studia Mathematica 11 (1949), p. 41-70.
?) Ci. loc. cit., p. 43.

3) Cf. loc. cit., p. 64.

4 Cf. loe. cit., p. 59 et 60.
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la démonstration de la convergence dans le cas des deux fonctions
restantes n’est pas élémentaire 5).
Nous étudierons ici les fonetions exponentielles de la forme

e——s“l

olt a est un nombre réel donné; pour a=0,%,1, on se trouve dans
I'un des cas précédents.

Nous démontrevons que, A dant réel, la fonction ¢ ** existe
pour a1 ef n'ewiste pas pour a>>1. Lorsque A est complexe (non réel),
la fonction =% -existe pour a<<1 et Wewiste pas pour a=1.

§ 2. Généralités. Rappelons la définition de la fonction expo-
nentielle: Rtant donné un opérateur w, nous désignons par e
(A réel) la fonetion opératoire qui

1° est régulierement dérivable dans tout intervalle fini a<<A<CB;

2° satisfait & 1’équation différentielle
3) #'(A)=we(d);

3° admet la valeur 1 pour A=0.

La fonction exponentielle ¢**, si elle existe, est univoquement
définie par Vopérateur w. Or, elle peut ne pas exister pour certaines
valeurs de w, comme nous allons le montrer dans la suite.

Le critére suivant nous sera utile:

Pour qu'il existe €, ot w=bla (a,beC, as0), i faut et il
suffit quil existe dans un domaine

<AL Ay, t>=0
une fonction de deux variables z(2,t), non identiquement nulle, possé-
dant dams ce domaine la dérivée partielle continue z,(1,t) et satisfai-
samt & Végquaiion intégro-différentielle

fta(i-—r)ml(l,t)dr:fb(t—r)av (A,7)dr.
] 0

La nécessité de la condition. I’existence de ¢“* entraine
celle d’une fonction paramétrique non nulle y(4) qui posséde une
dérivée y’(A) étant encore une fonction paramétrique, telle que

ay'(A)=by(2).

%) J. G.-Mikusinski et C. Ryll-Nardzewski, Sur UVopérateur de
{ranslation, ce volume, p. 205; C. Ryll-Nardzewski, Sur les séries de
puissances de Vopérateur différentiel (& paraitre dans Studia Mathematica 13).

Studia Mathematica. T. XTI. 14
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La dérivée y'(A) n'est pas continue en général. Or, en posant
w(4)=ay(4),
on a encore
aw’ (1) =bx(2),

et la dérivée 2'(1)=>by(A) est évidemment continue. La nécessité
de la condition se trouve donc démontrée.

La suffisance découle aussitdét d’un critére analogue, démon-
tré dans le mémoire précités).

Nous ajouterons encore quelques remarques générales.

8%l existe 6%, on a ¥t gh=¢¥1t4) pour tous A, et A, réels.

Sl existe deux fonctions €% et e“*, la fonction elerertagen?
existe, quels que soient les nombres réels a; et a,, et elle est égale
au produif 4. g,

En particulier; 8'il existe ¢“* et ¢™* il existe ¢™* pour tout g
complexe. Dans ce cas, il y a lieu de considérer la fonction e** dans
le domaine complexe de A.

§ 3. L’existence de ¢ pour a<<0. Sia<<—1, on a s*=1""¢(
et l1a fonction exponentielle ¢* peut s'écrire sous la forme de la
série convergente, pour tout A complexe,

. e l2z—2u
—s%_1__ MR
(4) e 4=1 T + a1 F...
8i —1<Ca<0, la série (4) est encore convergente pour tout 2
complexe, c'est ce qui résulte du lemme général suivant:
Lemme 1. 8i le rayon de comvergence de la série aum coeffi-
cients numériques
D(A)=ap+a; Ata, 2.,
nest pas nul et si k={k(f)} est une fonction continue pour 1 positif
et telle que
[E(@) <t (n<1)
au voisinage de t=0, alors lu série

D(k)=ay -+ a, b+ a2k ...
%) Cf. loc. cit., p. 56. Ce critére ne différe du précédent que par ce que

la 'suppositiou de continnité de m'(i)={m(l,t)} y est supprimée. L'énoncé dn
présent article est commode dans les applications.
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converge pour tout A complexe; on a en outre
[P(AE)) =ik + 20, AP+ .. .,
et la derniére sérig converge encore pour tout i complexe.

Dans le cas, oll k est continue pour tout £>0, ce lemme a été
démontré dans le travail précité (page 63). Si k n’est pas continue
au point {=0, il existe un nombre naturel n tel que k*eC. En
effet, si k*={k,(f)}, on a au voisinage de 0

Id—g"
I(n—mnn)

tn—mr—-l

[E@) <

ot I' désigne la fonction gamma d’Euler; il suffit évidemment de
prendre pour 7 un entier tel que n—ny—1>0.

Eerivons
o0 n—1 00
O(Ak)= 3 a,(3k)’= 3 [o,(Ak)"+ (k)" _Z; IV
v=0 =0 =

©0
chacune des séries Ya,, (A (u=0,...,n—1) est convergente,
y=1

oo

car k"eC et chacune des séries 3, a,,.,4 & un rayon de convergence
v=1

non nul. Il g’ensuit que la série D(Ak) ‘converge. On voit aussi faci-
lement que la formule pour [@(Ak)]’ a lieu, ce qui compléte la dé-
monstration.

Ce lemme peut aussi. étre démontré directement.

Si enfin a=0, la série (4) se réduit & la formule classique (2).

Nous avons ainsi démontré que si a<<0, la fonction e existe
pour tout A complexe et peut éire représentée par la série con-
vergente (4).

Remarquons encore que, dans le cas a<C0, on peut écrire ex-
plicitement

a oo . t———m—l
e 1=1+{§(—1) W!T(—va)}‘

§ 4. L’existence de ¢ pour 0 <a <1, Nous démontrerons
le théoréme suivant:

§i 0 <a< 1, la fonction emponentielle 6" ewiste pour tout A com-
plexe. Pour A réel et positif, elle se réduit & wne fonction pormmetrique
réelle {F(1,1)}; les dérivdes partielles 0"F(3,8)/0t" (n=1,2,...) ewis-

14*
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tent pour tout t=0 et elles § annulent toutes au point t=0, ainsi que
la fonction F elle-méme; dans ce cas on peut dorire emplicitement

-]

1
) F(z,t)=—fexp(_m~z cos ar - u). sin(Asin - 4%) du.
™
0

La démonstration s’appuyera sur la transformation de Laplace.
Fixons o arbitrairement dans Pintervalle 0<<a <1 et considérons
la fonction ‘des trois. variables réelles A>0, u et t>0, définie par
I'intégrale

1
1) 5= [ explet—sA) s
Zn'LL
prise le long de la droite R(é):l. Cette intégrale converge absolu-
ment et uniformément dans tout domaine
(6) <A<t  p<po, O<t<h;
on a en effet pour R(z)=1
|2 exp (2t —2"A) | < |2} exp [l — |2]" cos (awhe/2)]
et 'intégrale
1zl expT t— |2|° cos (anko/2)]dz
L
converge. 11 g’ensuit que la fonetion f(4,u,t) est continue. De plus
elle est rdelle, car Pexpression sous le signe d’intégrale admet les

valeurs conjuguées pour celles de z.
On a les formules suivantes:

(M) 3tnf(l,#, =14, utn,1),
a—l
o
a
9) 51/ o= —F(d, p+a,1).

Les formules (7) et (9) sont évidentes; pour démontrer (8),
Temarquons que

f ~f(2, f)dt=er+e oxp (— ),
0
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o
f G =T (a),

0
o

[ 12,1y @t—s" exp (—2);
0
cela étant, la formule (8) s’obtient facilement & I’aide du théoréme
connu de Borel sur le produit de composition.
Bn posant f(4,u)={f(4,u,t)} et revenant i la notation du
caleul opératoire, on tire de (8) et (9)

U2, m)=—1(4,1)

f2(A, p)=—sF(2, ),

ce qui prouve lexistence de la fonction exponentielle % pour
2 réel (et 0 <a<<1).

D’aprés une remarque que je dois & C. RYLL-NARDZEWSKI,
cette démonstration peut é&tre étendue aux valeurs complexes de A
de la manidre suivante. Supposons, un moment, que A soit réel eb
posons

ou bien

1
(10) 900 a,t) = 5= [ #exp (et —eme) 2,
L

oll w est un nombre positif. On a pour R(z)=1
|2*exp (et —e"%2%A) | = | 2| exp [f— | 2|4, €08 (an/2 +0)]

dans le domaine (6). En choisissant o assez petit, 'intégrale (10) sera
absolument et uniformément convergente dans (6). De la méme
facon que tout 4 Iheure, on démontrera l'existence de la fonction

exponentielle ¢~*“*, Or, I'existence des deux fonctions

5% et e—e“’is"}.,
entraine Dexistence de ¢~*% pour tout ¢ complexe. En effet, on
peut éerire ¢=£&-F7ne”t, ol £ et 7 sont réels, et

e—ts“l ——a“& ——ams“nz

Iexistence de ¢ (0<a<1) se trouve done démontrée poar
tout 4 complexe.
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Remarquons maintenant que pour A réel et positif la fonection
% (0<a<<1) se réduit & une fonetion paramétrique réelle 7). En
effet, en vertu de (9), on a dans ce cas

(11) e ={f(1,0,1)} = {z—ihfexp(zt—zal)dz } .

Cette fonetion est réelle, car Iexpression sous le signe d’inté-
grale admet des valeurs conjuguées pour les valeurs conjuguées
de 2. On peut facilement obtenir pour
F(A,t)=f(,0,i) une formule réelle. Remar-
quons d’abord que la ligne d’intégration

A . . c
peut &tre remplacée dans ’intégrale (10) par '
I'axe imaginaire. En effet, I'intégrale
fexp (et —2"2) dz >
0 1

prise le long du contour ABCDEFA est

nulle. 8i le rayon du demi-cercle DE dé- E
croit indéfiniment, l'intégrale correspon-
dante s’annule. Pareillement, les intégrales
le long des segments BC et FA tendent

vers zéro, lorsque ces segments s'éloignent F 4

indéfiniment. On a done

+io0

F,t)=— [ exp(a—)as (20, 10).

—ioo

N

En séparant les parties réelle et imaginaire sous le signe d’intégrale,
on en tire sans peine la formule (5)8).

11 reste & démontrer que la fonction F ainsi que toutes ses dé-

rivées "F[0t™ (n=1,2,...) sont nulles pour i=0. En vertu de (7)
il suffit évidemment de montrer que

f(2,p,0)=0

i

) Cf. loc. cit., p. 51.

®) La ligne @’intégration dans la formule (11)

eut encore &t ifi
de diverses facgons; s re modifie

on peut ainsi parvenir & diverses formules pour F(4,t).
Nous nous bornerons & en reproduire (sans démonstration) la suivante:

1 (o]
F(l,t):;ofexp(—ui—u"/l cosar) -sin (u%isin ar)du.
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- pour tout A>0 et u réel. En effet, I'intégrale
[ 2*exp (—2"4) de,
ABUA

prise le long du contour formé du segment AB de la droite L et
de Parec BCA du cercle de centre 2=0, est nulle et on peut écrire

f= [. Lorsque le rayon du cercle croit
4B 4B0
B indéfiniment, l’intégrale [ tend vers zéro
ACB
et, par conséquent, il en est de méme de

Pintégrale [, ce qui prouve I'égalité (12).
AB

o 1 c ] _am

§ 5. La non-existence de ¢ pour
a>1. Nous démontrerons d’abord que la
fonction e+ wlemiste pas, lorsque a>1 et A
est réel. Dans ce but il suffit de montrer
que, pour ’équation intégro-différentielle (en-
tendue au sens ordinaire)

i
T —o 1,
(12) Of e L D) (a>1)

considérée dans un rectangle B: (1,<<A<{A,, 0<i<E,), toute §olu-
tion continue x(4,f) possédant la dérivée partielle z,(1,7) continue,
est identiquement nulle. )

Nous nous appuyerons sur le lemme suivant:

Lemme 2. Si les fonctions f(t) et g(t) (réelles ou complexes) sont
¢
sommables dans Vintervalle (0,T) et si h(t)= of f(t—7)g(v)dz ?), alors
on a

fTa_"‘h(t) dt= fT (1) dit- fTe’”‘g(t)dt—e“"T-llI(o-),
0 0 0

M(o)=[[e @D f(u)g(v) dudv,
D
le domaine dintégration D étant défini par les inégalités
0K T—u<<o<T.

9) La sommabilité de f et g entraine celle de h; voir J. G.-Mikusinski,
L'anneaw algébrique et ses applications dans Panalyse fonctionnelle, Annales
Universitatis Mariae Curie-Sldodowska, Lublin, A I (1947), p. 9.
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Ce lemme est une modification du théordme connu de Borel
et se démontre facilement par la substitution w=t—7v, v=r.

Supposons maintenant que «(1,%) soit une solution de (12)
pourvue -de dérivée partielle x,(A,t) continue. Posons

(%)
X(d,0)=[ TP Ag) t)dt,
1]
ot T(i) est une fonction continiment dérivable et non-négative

dans lintervalle [1,,4,] tel que T(1)=T(4,)=0.
D’aprés le lemme 2, on a alors

(1)
(13) A, 0)- Of Ty (4,0 di+-X (X, 0)=M (4, 0),
ol
(2 a—1
A(2 = ot
(2,0) fe i @
0
et
a1
M, o)= [ [o—oturoe—Tin®™__ .
(4, 0) ffe T Salhr ) dud;

D)
le domaine d’intégration est iei défini par les inégalités

0K T(A) —u< o< T(R).

(?n voit facilement que la fonction M(4,¢) est bornée dans le
domaine 620, 1,<<A<A,, car

ua—l
iM(l,v)lééfmlwa(l,v)ldudv,
ot D est le carré 0 <Cu,v< Max [T(A)].
) AL Ay
1 est aisé de vérifier que
Xl(l,cr)=1”(/1)-m(l,T(l))—}—aT’(Z)X(/l,a)+a}zé“[T<‘)‘t]ml(l,t)dt.
0
On a donc, en vertu de (13),
A(2,0) Xo(R,0)+[1—0T" (1) A(2,0)] X (4, 0)
=M (4,0)—T"(A)(2,T(2).

(14)
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En vertu de linégalité

Pt 1
0< AR, 0)< fe‘“-~dt= =,
P I'(a) o
il existe done un nombre § tel que
(15) 1—eT'(A)A(4,0) >3

pour ¢>8.
Fizons arbitrairement o >>8 et désignons par 2, le point de I'in-
tervalle [4;,4,], oll le module de X(1,0) atteint son maximum.
On a alors X,(4,0)=0, car X(i,,0)=X(1,,0)=0. D’aprés
(14) et (15), on a done

[ X(2,0)|<| X (A5 0) <2 M (4, 0)—T' ()0 (%, T(2,)) IS N,

oil le nombre N ne dépend que du choix de la fonction T'(4).
En écrivant cette inégalité explicitement,

I(a)
|f et T—tg(a, 1) at| <N (e>8),
0

on conclut d’aprés un théoréme des moments'®) que z(4,1)=0
identiquement dans le domaine

W<ISh,  OSIST(R).

Or, la fonction 7(1) peut &tre choisie arbitrairement, domec
#(4,t)=0 identiquement pour 4, <<i<4,, =0

La démonstration de la non-existence de ¢** pour a>1 et
1 réel est donc achevée.

Il est maintenant facile d’étendre la démonstration pour tout
A compleme mais mon imaginaire, c'est-i-dire pour tout i de la
forme A,-}4d;, olt 4, et 1, sont réels et 1,7 0.

1) Voir J. G.-Mikusifiski, Remarks on the moment problem and a theo-
rem of Picone, Colloquium Mathematicum II. 2, p. 138-141 et J. G.-Miku-
sifski, A theorem on moments, ce volume, p. 191-193. Remarquons que les
inégalités

T b
[Ty A<N et [2°fl@)do<<H
0 1

sont équivalentes par la substitution eT—t=w, b=eT, g{f)=f(a).
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Supposons par contre quexiste la fonetion #(1)=e™* pour un
certain f=p;+4 if,, ot f1550 (a>1, A réel). Cette fonction satisfait
& Péquation différentielle

@' (A)=Ps°w(A)

avec la condition 2(0)=1. Or, la fonction conjugude w(A) %) satis-
fait évidemment & 1’équation

&()=psE(3),
et on a encore x(0)=1; x(1) est donec la fonction exponentielle
& oft, par conséquent, il existe
PP o572 B

ce qui est en contradiction avec ce que nous venons ds démontrer,
car B4f est réel.

Le théoréme de non-existence de ¢** (a>1) est encore valable

pour les valeurs imaginaires de A, mais la démonstration exige une

autre méthode. Nous la présenterons au §7; elle s’appuyera sur
 un théoréme des moments que nous allons énoncer maintenant.

§ 6. Un théoréme des moments et son application au caleul
opératoire, Voici le théoréme:

(L) Soit f(x) une fonction (ai sens ordinaire) sommable sur Vin-
tervalle donné 0<a<w<b. Soit » un nombre posstif <1 et u un
nombre positif quelconque. 8'il existe, pour tout ¢>a, un nombre M
tel que

(15) | fbw"f(_m) dw|< Mc*

a

(n=1,2,...),

on a f(z)=0 presque partout dans (a,b).

1) Tout opérateur a se laisse représenter sous la forme a=(p +ig)/r,

ot p, g et 7 sont des fonctions réelles de 0. On pose par définition G= (p—1iq)/r;
les opérateurs a et @ sont dits conjuguds. 8i, en particulier, ¢=0, I’opérateur a
est réel. L’opérateur s¢ est réel, car il peut &tre représenté sous la forme

{Ta+1)}
e}

80= .
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Ce théoréme, démontré dans l'un de mes articles antérieursz),
entraine le théoréme suivant:

(IT) Soit g une fonciion de C. Soient » un mombre positif <1
et p un nombre positif quelconque. 8’1l existe pour tout e=>0 une fone-
tion heC telle que
J

(16) < h-exp (en”) (n=1,2,...),

%

8

on ¢ g=0.

Remarque. Les notions de module et d’inégalité n’ont pas
été introduites, jusqu’s présent, pour les opérateurs. Or, les opé-
rateurs qui paraissent dans P’inégalité (16) ne sont que des fonctions
et les deux symboles (de module et d’inégalité) sont & entendre au
sens ordinaire.

Si fg est le produit de composition de f et g, il est aisé de voir
que on a généralement |fg|<|f|-|gl, ol |f|-]g| est le produit de
composition de [f| et [g].

Ferivons inégalité (16) sous la forme

4 L
(17) |[em gt —v)de|<hE)e™ (1205 n=1,2,...).
0
Fixons ¢ > 0 arbitrairement et posons
(18) =6, He)=g(t—1), a=1, b=é
et

o= 8‘7 M:h(t> H
alors 1'inégalité (17) se transforme en I’inégalité (15), ce qui prouve
le théoréme (II).
Le corollaire suivant sera utile au §7:
Corollaire. Soit g une fonction de C. §i

g
§%— um

(19) <wh (m=1,2,...),

o% a>=1, u>0, =0 et hel, on a g=0.

12) J, G.-Mikusinski, 4 theorem on moments, ce volume, p. 191-193.
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On a en effet

15 | 1—punl®
(20) L e N N
s=Vun! s—ypn 1T
il est facile de vérifier que
1—punl® o n o a__
— =(1—,unl“){exp l/pmt}z{ﬁ— fexp [~]/,Lm(t——t)]-z"‘1d1:}:
s—Vun Tla)
p7
d’olt
1—unl® un * a
0<—E < {1:(;) Jexp[—Va <r~t>1-r°—ldz}
s§—Vun t
(21)

= {,T’z% exp (V1) Je(= Vi) wm} <

s—Vau
Si o, p et » sont donnés, il existe, pour tout £>0, un
nombre y tel que
(22) W< y-exp (el )
&

D’aprés les inégalités (19), (20), (21), et (22), il vient

A ! h —
| L P ykexp(e]/,un)

|s—Vm| sV

En vertu du théordme (II), on a done I"g=0, et, par consé-
quent, g=0, ce qu’il fallait démontrer.

(n=1,2,...).

(n=1,2,...).

§ 7. La non-existence de ¢** pour a>1 et 4 imaginaire.

11 suffit de démontrer que toute fonetion paramétrique satisfaisant
& 1’équation

(23) @' (A)=—1is"(1) (a=>1),

ol 2 est réel, est nulle.

Sur les fonctions exponentielles du caleul opératoire. 221

Soient 4; et 1, (1,<<1,) deux nombres réels quelconques. Multip-
lions Pégalité (23) par %% ol w,=2nx/(d,—A1,), et intégrons la
entre les limites A, et A,:

Ay Ay
[ exp (i, ) &' (1)@= —is" [ exp (iw,A) w(1)dA.
A 2

En effectuant ’intégration per partes, on a

Zﬂ
[ exp (iw,2) ' (A)dA
It

e

= exP (1w, 5) (Ag) — €D (i, hy) 2(Ay) —iw,, [ €XP (i, A) 2(2) dA.
2

Or, exp (iw,A,)=exp (im, ;) pour n=1,2,..., done
Ay
exp (10, dg) [ (As) (1) ]=—1i(s*—0w,,) [ exp (iw,1) () di
et
kA
=— e~k [ exp(iw,A)2(2)dl,

X

o(4;) —2(4)

a
$*—aw,

d’ol

2
<f|m(1)ldl-
2,

@(Ay) —2(Ay)
s 20w |
I

En vertu du Corollaire du § 6, on a done
@(Ag) —#(4,)=0;

comme A, et A, sont arbitraires, il s’ensuit que la fonction (1)
est constante, done, en vertu de (23), identiquement nulle.

§ 8. Le cas limite a=1. Si 1 est réel, 1a fonction ¢** repré-
sente Dopérateur de tramslation bien connu. Si A est imaginaire,
cette fonction n’existe pas, d’aprés le paragraphe précédent. Pour
compléter la discussion il reste & considérer le cas: A=aA;+ 94,
oll A, et A, sont réels et non nuls. Or, dans ce cas la fonction ex-
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ponentielle n’existe pas. En effet, si elle existait, alors existerait
aussi la fonction
6—1’,31, =g / P (2.1+M,)’

ce qui n’a pas lieu.
§ 9. Tableau d’existence. Les résultats principaux sur l'exi-
stence de ¢~*"* peuvent &tre illustrés par le tableau ci-dessous:

8% 4 réel A non réel
a<l1 Domaine d’existence

a=1 B
a>1 Domaine de non-existence

§ 10. Fonctions exponentielles composées. Nous démontre-
rons encore le théoréme suivant:

Boient ay,...,0, n nombres réels distincts et fy,...,5, n nom-
bres complexes mon nuls. Pour que la fonction exponenticlle

(24) exp[(f18% ...+ B,s™) ]

ewiste (pour A réel), il faut et il suffit qu’ existe (pour A réel) chacune
des fonctions exponentielles
exp (B,8%4), ..., exp(B,sri).

Démonstration. La suffisance de cette condition est &vi-
dente. Il reste donc 4 démontrer sa nécessité. Soit ¢ un nombre
positif supérieur & a,...,a,. Si (24) existe, alors existe dans un
domaine
(25) h<ALh, 120,

une fonction de deux variables wz(1,f), non identiquement nulle,
possédant dans ce domaine la dérivée partielle Z;(4,1) continue et
satisfaisant & 1’équation

i

t n
1 an t—z)yt
T(a) J(t‘—r) llm(l,r)drzz,ﬁvf Tlaza) 2(4,7)dr.

=1 0
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Soit 6 un nombre positif, fixé arbitrairement. En posant
2(4,1/6)=y(4,t),
on. auras

(t _T)a—a,—l

|2 2 3
1 _ _
o of =l = D of ey Yk

dans le domaine (25), ce qui entraine lexistence de la fonction ex-
ponentielle

(26) exp[ 3y, (810,45 + ...+ B8, ") 2],
=]

quels que soient les nombres réels yy,...,%,.
On peut choisir les valeurs de 4,,...,6, de manidre que le
déterminant

EATr

|

soit différent de zéro. Il est alors possible de déterminer les
valeurs de y,,...,», de maniére que

n n
Dv0i=1 et Yy, %=0 pour x=2,...,n.
v=] p=]1

Cela étant, la fonetion (26) se réduit & exp(B,s%?), d’ol, par
raison de symétrie, le théoréme.

§ 11. Notice historique. La discussion compléte de la fonc-
tion ¢7** a réussi gréce & ma collaboration avec I’école italienne
de MAURO PICONE qui s’occupe des équations aux dérivées partielles.
A savoir, la démonstration de la non-existence de e se réduit,
dans certains cas particuliers, aux problémes d’unicité de ces équa-
tions.

Si 2 est véel et a=2,3,..., 1a non-existence de ¢~*** résulte d’un
théoréme d’unicité pour 1’équation

—8a;

ox %
oA a2
qui peut étre déduit d’une méthode de Mauro Picone, présentée
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dans son mémoire Nouvelles méthodes de recherche pour la determi-
nation des imtégrales des équations linéaires auw dérivées pariielles™s).
Notre démonstration du § 5 n’est qu'une modification de cette
méthode.
La non-existence de ¢—™* pour A réel équivaut au théordme
d’unicité suivant:
8i la fonction x(A,1) satisfait dans Te domaine D(0<<A<L, 1220)
o Véquation
*x
o ot
L oy .
avec les conditions initiales (—a-ﬁ)::oo (j=0,1,2,3), on a x(1,1)=0
identiquement dans D.
Jai posé ce théoréme comme hypothése dans une leftre a
M. Picone; la réponse positive a été donnée par GAETANO FI-
CHERA 14). Notre démonstration du §7 n’est au fond qu'une mo-
dification et extension de la méthode de G. Fichera. Cette ex-
tension a réussi grice i lintroduction du théoréme des moments
(au §6) qui joue dans la démonstration un réle capital.

13) Annales de la Société Polonaise de Mathématique 19 (1946), p. 36-61.

14) G. Fichera a renforeé le théoréme en remplagant le domaine D par
le domaine: 0<CAC L, 0<t< T, ot T peut &tre fini ou infini. Son travail n’a
pas encore été publié.

PANSTWOWY INSTYTUT MATEMATYCZNY
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ETAT

(Regu par la Rédaction le 15. 1. 1951).
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Certains théorémes des moments

par

C. RYLL-NARDZEWSKI (Wroctaw).

1. On connait le théoréme suivant:

Soit la fonction f(z) sommable dans Vintervalle [0,b] et soit
0<<ah. 8i

b
Jorf(@)aw=0(am),
0

on a f(x)=0 presque partout dans [a,b]?).

Nous présenterons ici une généralisation de ce théordme.

2. Soit I' un are simple rectifiable situé damns le plan complexe
et o un nombre tel que I" a au plus un point eommun avec le cercle

|2]<<g. Soit de plus f(z) une fonction définie et sommable sur
Pare I. Cela posé on a le théordéme suivant:

Si
(1) [enf(0rar=0(e™),
r

on a f(z)=0 presque partout sur I.
Démonstration. Posons

Fle)= f gdc.

La fonction F(z) est holomorphe en déhors de I' et pour 2z assez
grand se développe en série de Laurent

o 1
@ Fe)== ) o [ 1012
r

n=0

1) Voir J. G.-Mikusinski, Remarks on the moment problem and a the-
orem of Picone, Colloquium Mathematicum II. 2, p. 138-141.
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