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geems to be an appropriate tool for treating duality theorems of
the kind studied above. The same homology theory has been de-
veloped also by P. Alexandroff in: A general law of duality jfor
ron-closed sets in n-dimensional space, Doklady Akad. Nauk SSSR
(N. 8.) 57 (1947) pp. 107—110 (Russian).

Using the Kaplan-Alexandroff homology, theorem III may
be formulated as follows

Theorem IIXa. Let F,,F,,.. be a sequence of closed sets not
meeting A and such that there is a point p é A with F;- F;C(p), 7.
Then 3~0 in 8o— 2Ty if and only if each F; is a 0-Lk-set.

The proof of Miss Mullikin’s theorem utilizing this homology
concept remains verbally the same.

AMathematisch Instituu;;t der Rijksuniversiteit te Utrecht.

Enden und Primenden *).
VYon
H. Freudenthal (Utrecht).

Ein nichtkompakter Raum kann immer auf vielerlei Weisen
kompaktifiziert werden; eine Gerade z. B. durch einen oder durch
zwei ,unendlich ferne” Punkte, die Ebene durch eine uneigentliche
Gerade zur projektiven Ebene oder durch einen uneigentlichen Punkt
zur funktionentheoretischen Ebene (zweidimensionalen Sphiire), Sucht
man nun eine ,natiirliche” Kompaktifizierung, so kann bei diesen
Beispielen die Wahl nicht schwieiig sein: Die Gerade besitzt zwei
deutlich unterschiedene Unendlichkeiten — warum sollte man die in
einen Punkt zusammentallen lassen? Die Ebene dagegen steht nicht
in einer topologisch eindeutig bestimmten Beziehung zu einer etwa
hinzugefiigten Geraden; die Einfiihrung eines uneigentlichen Punk-
tes befriedigt hier das Kompaktifizierungsbediirfnis.

Man wird die ,ideale” Kompaktifizierung [2-5] durch zwei
Forderungen erzwingen:

1. Die hinzugefiigte Punktmenge soll mbglichst ,diinn” sein
(z. B. kein Kontinuum, wenn ein Punkt ausreicht).

2. Die Menge der neuen Limesrelationen soll moglichst klein
sein (nicht jede divergente Folge soll zu einer konvergenten ernannt
werden, wenn man sich mit bescheideneren Festsetzungen begnii-
gen kann).

De Groot [5] hat diese Forderungen folgendermafen pré-
zisiert:

Das Kompaktum F heiBt ideale Kompakiifikation des separa-
belen metrisierbaren Raumes R, wenn

*) Der Inhalt dieser Arbeit ist auf der Topologischen Tagung des Mathe-
matischen Centrums in Amsterdam (1948) vorgetragen worden. Bei der Aus-
arbeitung habe ich von kritischen Bemerkungen des Herrn R. Lijdsman dankbar
Gebrauch machen kionnen.
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10 dim B\R=0 ist,

20 jede andere Kompaktifikation, die 1 erfiillt, mehr konver-
gente Folgen beansprucht.

Es zeigte sich [4], daB solch eine ideale Kompaktifikation
maoglich ist fiir die separabelen Riaume R, die biindig?!) und semi-
kompakt 2) sind.

Wir lassen in dieser Arbeit nun die Forderung der Semikom-
paktheit fallen. Dabei miissen wir aber den Begriff der Kompakti-
fizierung erweitern. Dal das ndtig ist, sieht man an folgenden
Beigpielen:

1. Offene Kreisscheibe plus drei Randpunkte — wiinscht man,
dafB die Kompaktifikation eindeutig bestimmt ist, 50 muB man die
drei Randpunkte in einen Punkt zusammenwerfen, der als Limes
aller divergenten Folgen auftritt.

2. Offene Kreisscheibe plus zwei getrennte Bogen auf dem
Rand — man muB} jeden der auf dem Rand fehlenden Bogen auf
einen Punkt zusammenziehen; es entsteht das topologische Bild
einer Kreisscheibe.

3. Offene Kugel plus Meridian auf der Kugeloberfliche — die
Kompaktifikation ist eine dreidimensionale Sphiire.

Diese Beispiele zeigen, daB man bei der ,idealen” Kompakti-
fikation wobhl Identifikationen zulassen mufB, wenn man die For-
derung der Semikompaktheit fallen 14Bt.

Andererseits mufl man auch bei der Konstruktion der Kom-
paktifikation neue Wege einschlagen. In [2,3] wurden wesentlich
absteigende Folgen offener Mengen in R mit kompakter Berandung
betrachtet und mit ihrer Hilfe die Punkte von R definiert. DaB
diese Methode nun nicht ausreicht, sieht man an den Beispielen 1-3
und noch deutlicher durch die folgende Uberlegung:

R sei aus dem Kompaktum & entstanden durch Weglassung
einer diskontinujerlichen Menge R’\R (d. h. einer Menge, die kein
Kontinuum enthilt); wir wollen B aus R zuriickerhalten. Das kann
geschehen, indem man einen Punkt = von lr%v\R definiert durch eine
absteigende Folge von Umgebungen von = in R. Um zu entschei-
den, welche offenen Mengen und welche Folgen offener Mengen

1) R ist .bindig, wenn sein Quasikomponentenraum kompakt ist, d. h.
wenn R nur abzihlbar viel Teilmengen besitzt, die sowohl offen als auch ge-
schlossen sind.

2) R heiBt semikompaki, wenn jeder Punkt beliebig kleine Umgebungen
mit kompakter Berandung besitzt [8].
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in B man bei der Erzeugung von Punkten von E zuldBt, mul man
hauptsichlich wissen, welehe Inklusionen offener Mengen OCP star-
ken Inklusionen 5@? in B entsprechen, oder (was auf dasselbe
hinauskommt) welche offenen Mengen O, P aus R sich in R nicht
und welche sich in B wohl berithren. Ist = soleh ein Beriithrungs-
punkt und @, eine absteigende Folge von zusamzﬁenhiingenden Um-
gebungen von = in R, so bemerkt man, daB in R abgeschlossene
Mengen @, existieren, die O mif P verbinden und deren Durch-
schnitt in R leer ist.

Diese heuristische Betrachtung fithrt zu folgender Definition:

OMNP (O bleibt entfernt von P) bedeutet: Jede absteigende
Folge abgeschlossener Mengen Z,, die zwischen O und P zusammen-
hingen, besitzt in R\OuP einen nichtleeren Durchsehnitt 3).

‘Wir nennen nun eine stetige Abbildung ¢ von R in ein Kom-
paktum S eine A-Kompaktifigierung, wenn 9(R)=S ist und fiir
jedes Paar offener Mengen O* und P* aus § mit O*n P*=0 gilt:
#7H0* A9 (P*) (d. h. wenn @ keine neuen A-Relationen einfithrt).

Ist R bindig, so gibt es unter den A-Kompaktifikationen
eine schwdchste, 5, mit #(R)CE (d. h. zu jeder A-Kompaktifizierung
HR)CS gibt es dann eine stetige Abbildung Z(I?)::S, so daBl {n=19).

Der Konstruktion dieser Kompaktifizierung ist der grofite Teil
dieser Untersuchung gewidmet. Fiir Ridume R, die auBer der Eigen-
schaft der Biindigkeit noch die der Semikompaktheit besitzen,
stimmt diese Kompaktifizierung mit der von [3] durch Endpunkte
iiberein. Die Hauptschwierigkeit ist auch hier wieder, die Separa-
bilitit von B einzusehen. Hierbei braucht man wesentlich die Biin-
digkeit. Wie ein Beispiel in [3] gezeigt hat, kann man eine derartige
Voraussetzung nicht entbehren, wenn man eine eindeutig bestimmte
Kompaktifizierung sucht.

Andererseits kann man nach Verzicht auf die Semikompakt-
heit von R die Theorie der Primenden unserer Kompaktifizierungs-
theorie unterordnen. Nach Carathéodory [1] haben Kaufman [6]
und Mazurkiewicz [7] Primenden fiir Gebiete in n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten definiert. Ist @ solch eine Mannigfaltigkeit, so
kann man in @ erst eine neue Metrik o* statt der alten, o, einfithren
durch die Festsetzung

) Die Voraunssetzung, dass O und P in E keinen gemeinsamen Bertihrungs-
punkt besitzen, nehmen wir in die Definition nicht auf; sie diente nur zur heuri-
stischen Motivierung. Die Bedeutung dieser Definition erhellt, wenn man sie
auf die Beispiele 1—3 anwendet.
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¢*(w,y)=untere Grenze der Durchmesser der z and y ver-
bindenden Bégen.

In dieser neuen Metrik kann man die vollstdndige Hiille R
von @ bilden. Die Kompaktifizierung nach unserer Definition, E,
von R stimmt nun, wie sich zeigt, tiberein mit der Mazurkiewicz-
schen Kompaktifizierung durch Primenden, von der die Carathéo-
dorysche der zweitllimensionale Spezialfall ist. HEss cheint uns, da
unsere Methode (nicht nur allgemeiner sondern auch) einfacher ist
als die von Mazurkiewicz.
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Bezeichnungen.

O = leere Menge.

v, U Zeichen fiir Vereinigung.

n, 0 . » Durchschnitt.

A\B = Menge der z mit xed, 2¢B.

Es werden stets separabele metrisierbare Riume vorausgesetzt.
E[f<a]=Menge der Argumente von f, fiir die f<a ist.

1. Der Begriff /.

1.1. Das Paar Zy, Zw heiBt eine Zerlegung der Menge Z zwi-
schen den Mengen ¥ und W, wenn

Z=ZyuZy, (ZruV)n(ZwoW)=0

ist und ZyoV und Zwyo W offen in ZuV o W sind.

1.2. Z heiBt zusammenhingend zwischen V. und W, wenn keine
Zerlegung von Z zwischen V und W existiert.

1.3. Ist Z zusammenhéngend zwischen ¥V und W, und ist
Z'DZ so ist auch Z' zusammenhingend zwischen ¥ und W.

1.4, Ist Z zusammenhingend zwischen ¥ und W, und ist
V'OV, so ist Z auch zwischen ¥V’ und W zusammenhingend.

Denn ist Zw, Zw eine Zerlegung von Z zwischen ¥’ und W,
8o ist ZwnV, Zw eine zwischen ¥V und W.

1.5. Ist Z zusammenhangend zwischen V=7, 0¥, und W, se
ist entweder Z'=Z\V, zusammenhingend zwischen ¥; und W oder
Z*=Z\Y, zwischen ¥V, und W.
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Beweis. Sei Z%,, Z% cine Zerlegung von 2" zwischen V, und W.
Wir schreiben
Gy=10Y 0 %%, Zw="Zwn Ty
Dann ist
ZDZy o Zwd 2y, (Zr,n D) v (L 0 L)
D2y, u T =2"=2Z\V,

und ebenso Zyu ZwdZ:=Z\Vy, also Z=(ZyuV)u Zw; ferner

(ZyoV)n(Zwo W)= (Zy,u 230V [(Zy%0 Zw) v W]
=[(ZYuT) v (20T [(Zw o W)~ (Z5uW)]=0;

schlieBlich Z% U, offenin Z0V,uW, also anch Zyu¥ =ZRuV,0V,
offen in Z'uViuV,u W=ZuFuW, also auch Z%,uV offen in
ZuV oW, und ebenso ZyuV offen in ZuVuW.

Ebenso ist ZwuW offen in ZuVuW.

Also wire ZyuV, Zy eine Zerlegung von Z zwischen ¥ und w.
Existiert die nicht, so muf auch eine der vorausgesetzten Zerle-
gungen nicht existieren.

1.6. Eine abgeschlossene Menge Z, die zwischen den offenen
Mengen O, P zusammenhingt, heifit auch Bricke zwischen O und P.

1.7. Eine absteigende Folge von Briicken Z;27,0... zwischen
0 und P heiBt Scheinbriicke, wenn NZ,COuP ist.

1.8. OAP bedeutet: Es gibt keine Scheinbriicke zwischen 0
und P.

1.9. Ist 0,CO, AP, so ist O AP
Folgt aus 1.4.

1.10. Ist O,AP (v=1,2), 80 ist (Oyu Oy) AP, )

Beweis. Sei %,DZ,D... eine Folge von Briicken zvilsehen
0=0,00, und P. Ist Z\0; nicht fiir alle n znsammenhéingend
zwischen 0, und P, so gibt es ein 2, so dass Z\0, nicht zusamrrtep-
hiingt zwischen 0, und P fiir alle n>n,. Dann ist (nach 1_._5) AN
zusammenhingend fiir alle » >, also (nach 1.3) sogar fiir alle S
Wire nun N Z,CO u P, 50 wire ﬂ(Z,.'\Og)=(ﬁZn)\02C01UP m
Widerspruch zur Voraussetzung. Ist Zx\U; wohl fir alle n zusam-
menhingend zwischen 0, und P, so schlieBt man analog.

13
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111 Ist Oy APy (v=1,2), 50 ist (0y00,) A (P, P,).
Folgt aus 1.9-10.

1.12. Sel 0,00,=0 AP, E\P=0;00,, 0;nC,=0, 0, abge-
schlossen in R, 0,C0,. Dann ist O, A O,

Beweis. Sei Z,07,D... eine Folge von Briicken zwischen 0,
und 0,. Wire Z,0, Zsp, eine Zerlegung von Z, zwischen O und P,
80 Wire Zno0,=Zz0n Oy Zno,=Znpu (Znon 0,) eine Zerlegung
zwischen 0 und 0, im Widerspruch zur Annahme. Also ist Z, zu-
sammenhingend zwischen O und P, also NZ, nicht in OuP, also
auch nicht in 0,uv0,. Also 0,4 0,.

2. Biindige Riume.

2.1. Brocken eines Raumes heiBt jede Teilmenge, die zugleich
offen und abgeschlossen ist.

2.2. Unter Quasikomponenten von R verstehen wir die mini-
malen Durchschnitte £=0O von Brocken von R. Sie bilden eine Menge,
die wir Q(R) nennen. Dje den Punkt p enthaltende Quasikompo-
nente heiBt or(p). Die Menge aller or(p) mit p €« M(CR) heiBt or(M).

Q(R) wird topologisiert durch die Festsetzung: Die oz(B),
wo B alle Brocken von E durchliuft, bilden eine Basis der abge-
schlossenen Mengen von Q(R).

2.3. Q(R) ist nulldimensional.

2.4. Sei dim T'=0. T ist dann und nur dann kompakt, wenn
es nicht mehr als abzihlbar viel verschiedene Brocken besitzt.

Beweis. Sei Uy, U,,... eine Basis der offenen Mengen von T,
und sei jedes U, abgeschlossen. Jeder Brocken B von T ist Ver-
einigung gewisser Up,. Ist 7 kompakt, so ist auch B kompakt, also
bereits Vereinigung endlich vieler U7,. Aus Uy, Uy,... kann man nur
abzéhlbar viele endliche Vereinigungen bilden. Also gibt es nur
abzdhlbar viele B. Ist T dagegen nicht kompakt, so gibt es eine
divergente Punktfolge ay,a,,... in 7. Es gibt Brocken U,, die bzw..
Umgebungen von &, sind, und 80, daB UunU,=0 (fiir alle u=+v)
und lim Durchmesser Up=0 ist. Dann ist N7, abgesehlossen und.

£
fir jede Teilfolge n der natiirlichen, Zahlen ist auch NU,, offen

und abgeschlossen, also ein Brocken. Hs gibt deren also Kontinuum.
viel verschiedene.
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2.5. Sei U eine abgeschlossene kompakte Teilmenge von R.
Sei T eine Basis der offenen Mengen von R, die mit zwei Mengen
auch ihren Durchschnitt und ibre Vereinigung enthilt. Dann gibt
es zu jeder Umgebung 0 von M ein T % mit
MCTCO.

Beweis. Sei I’ eine Teilmenge von T, die besteht aus den T
mit T'CO. Dann ist
MCTU TCO.

Teg!

M ist aber kompakt und darum bereits in der Vereinigung
endlich vieler TeX', also in einem T %’ enthalten; 7,CO.

2.6. R heilt biindig, wenn Q(R) kompakt ist, oder (nach 2.2-1)
wenn R nur abziblbar viel Brocken hat.

2.7. Sei R biindig, 0, PCR und ¢ ..P. Danmn ist omp(0) kom-
pakte Teilmenge von Q(R" P).

Beweis. Zu einer in QR P) divergenten Punktfolge aj ¢y, ...
aus op p'0) konnte man eine Folge von Brockenumgebungen Uy, U, ...
in Q(E“P) finden mit abgeschlossener UU,. Setzen wir

=]
—1 Tyl —
UR\P;SRF"\ —Bn.

0 ist B, eine absteigende Folge von Brocken von R\P mit B,n0==0
fiir alle » und NB,=0. Wir zeigen, daB dies unméglich ist.

Wegen OJ/.P kann nicht jedes B, Briicke zwischen O und P
sein. Nach 1.3 konnen wir annehmen, da8 (fiir alle #2 > ny) Bn nicht
Briicke zwischen O und P ist.

Bp= Bn,OU Bn,P-
(Brow 0) 0 (BapuP)=C.
Bpov® und B,puP offen in B,u0OuP.

Also auch B, offen in B,u P, also auch in R.

Analog: B,p offen in R. Also B, abgeschlossen in R.

n

Die B,o sind also Brocken von R, und die Bpo= 1213"’0

bilden sogar eine absteigende Folge von Brocken, die wegen
Bron0O=Bnon0%£0

nicht leer sind, wihrend ihr Durchschnitt wohl leer sein sollte, im
Widerspruch zur Biindigkeit von R.

Damit ist jene Unmoglichkeit erwiesen.
13+
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3. Der Raum.

3.1. @ sei im Folgenden die Menge der auf B definierten reel-
len Funktionen mit:

. f=0,
inf f=0,
. | stetig,
- fiir alle 0<a<f gilt Hf<a] AE[f>p]
3.2, f&g (asymptotisch groBer) bedeutet:
Aug lim f(w,)=0 folgt lim g(x,)=0 (fiir jede Folge #,). Oder:
Zu jedem &>0 gibt es ein ¢rg>0, s0 daBl aus f(»)<o folgt
glz;<e.
3.3. Aus fe&g&h folgt F&h.
3.4 f&f.
3.5. f~g bedeute f&g& 7.
Diese Aquivalenzrelation besitzt die gebriuchlichen Eigen-
schaften.

3.6. h=nmin (f,q) resp. max (f,g) bedeutet:

He QO LD

[

h{(z)=min (f(x), g(x)) resp. max (f(z), g(x)).

3.7. Sind f,ge®, s0 ist min (f,g) e .
Hierbei ist insbesondere 3.1.4 erfiillt wegen

Elh<a]=E[f<d]u E[g<a],
Efh>p]=E[f>p]n E[g>p]
und wegen 1.11.

3.8. Bind f,g « @, so geniigt max (f,g) den Bedingungen 3.1 bis
auf evtl 3.1.2.

3.9. Ist ,0 € D, s0 ist max (f,g) ¢ & dann und nur dann, wenn
E[f<1]n]n Blg<1/n]+0 fir alle n.

3.10. min f(,9) < f,g < max (f,g).

3.11. Ist =< f,g, so B <min (f,g).

Ist f,4 < h, so max (f,g)< h.

3.12. Ist FCP, so bedeute h&F: h - fir alle feF.

3.18. F& @ bedeute: Aus he® und h&F folgt h & G,

3.14. Aus FCG folgt F& Q.

3.15. Aus F& G & H folgt P& H.

3.16. F&F.
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3.17. F~@ bedeute: F>G&>F.

Diese Aquivalenzrelation besitzt die iiblichen Bigenschaften.

3.18. F heiBt gebunden, wenn F==0 ist und fiir jede endliche
Teilmenge fy,fs,...,f» von F gilt:

MAaxX (fy,foy.eesfat € D.

3.19. F heiBt stark gebunden, wenn F==0 ist und mit f.f,e F
auch max (f,f,) ¢ F ist.

3.20. Zu jedem gebundenen F gibt es ein fquivalentes stark
gebundenes.

3.21. Gibt es kein fe @ mit f&F, so ist F& & fir alle GCP.

3.22. Gibt es ein fe® mit f&F, so ist F gebunden.

3.23. Ist FC® ungebunden, so ist F&G fir alle GCP.

Folgt aus 3.21-22.

3.24. F heiBt mazimal, wenn es gebunden ist und fiir jedes
gebundene ¢ mit G F gilt G~F.

3.23. Ist F maximal, & gebunden und G~F, so ist @ maximal.

3.26. Ist F maximal, s0 heiBt die Menge der gebundenen @
mit @~F auch zz. Fir ein gebundenes G verstehen wir unter Ag
die Menge der mp mit F& G fiir ungebundenes GCP sei 4g=0
gesetzt. Bestehen F' und G aus genau einem Element f resp. g, so
sagen wir =y statt mp und A, statt Ag. Die wr betrachten wir als
Punkte und die 4¢ einsehlieBlich ¢ als abgeschlossene Mengen
eines Raumes K.

Existiert ein oy ohne ein f mit 7&F, so ist nach 3.21 F& G
fiir alle g, also mach 3.24 F~f fiir alle mg, also ap=ng. Dann
besteht £ aus genau einem Punkt. Diesen uninteressanten Fall
schlieBen wir jetzt (bis 3.36) aus, so daB also gilt

3.27. Alle Punkte von R haben die Form 77, fe®.

328, Ist g=9, so ist A,=R.

3.29. Aus G, =G, (beide gebunden) folgt A4 CAdg,.

3.30. Aus Gy~6, (beide gebunden) folgt dg=dg,.

3.31. Aus @=Uf, (r durchliuft eine beliehige Menge) folgt
dg=Ndg,.

1. 4gCN.dg, ist nimlich trivial, wenn ein @, oder ¢ unge-
bunden ist und folgt andernfalls aus 3.14 und 3.29.

2. 4gDN4g, ist trivial, wenn ein @, ungebunden ist. Sonst
schlieBe man: Aus f& 6, (alle ») folgt f& UG, =G
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3.32. Sei @ stark gebunden. Dann und nur dann ist apé dg,
wenn e ein g e @ gibt mit max (f,g) ¢ . l

Beweis. 1. Sel np¢ Ag. Nach 3.14 ist (f) G & (f). Nun ist
(f) v G~{(f) unméglich, da dann (f)&>(f)uGDQ@ wire im Wider-
spruch zu 7p¢ Ag. Wegen der Maximalitdt von (f) bleibt also nur
die Mﬁglichkeit: (f)v @ ungebunden. Aus der starken Gebunden-
heit folgt die Existenz von ge @ mit max (f,9) ¢ @.

2. Bei wye dg. Dann ist f& @G, also f& (v, also fu@ ge-
bunden und daher max (f,g) ¢ @ fiir alle ge G

3.33. Seien @; und @, stark gebunden und G, die Menge aller
Ge=Tin(g;,g,) mit ¢; ¢ Gy, gy ¢ G,. Dann ist dg=Ag udg,.

Beweis. 1. G],,z >G3, Eh]SO, naeh3.29,A Gl,zCAGEJ also AGXUA (;,,UAGQ.

2. Sei @7¢ Ag,udg, Dann gibt es nach 3.32 ein gy e, ¢, ¢ G,
mit max (f,g,) ¢ D.

Sel g;=min (g;,g,). Dann isb
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max (f, g;)=min (max(f, g1), Max (1,90)) ¢ @,
also 7r¢ Ay, nach 8.32, also erst recht wpédg,.

3.34. Aus 3.20, 3.28, 3.31 und 3.33 folgen die Axiome fiir ab-
geschlossene Mengen. Obendrein bildet jeder 7r eine abgeschlossene
Menge 4. Auch gilt das Trennungsaxiom: Ist =r;¢ Ag, so gibt es
zueinander fremde Umgebungen von z; und Ag.

Beweis. Wir diirfen nach 3.20 @ stark gebunden annehmen.
Nach 3.32 gibt es ge@ mit max (f,g) ¢ D. Also ist

inf max (f,g9) =y > 0.
Wir setzen =y

f'=y—min(yf), ¢ =y—min(y,g);
9 €D,
min (f,¢')=y —min (y, max (f,g); =0,
max (f,g') =y > 0.
Also (nach 3.28 und 3.33)

(4} Apudy=F,
und (nach 3.31)

(2) Apndy=c.
Weiter

max (f,f) ¢ 6, max(g,9')¢0,
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also (fiv{f), Gu(g') ungebunden, also (nach 3.31)
(3) .Aff"‘..if=;19nﬁgl=c.

Wegen (1)-(3) sind die Komplemente von Ay und 4, die ge-
wiinschten Umgebungen.

3.35. B ist sogar bikompakt.

Wir deuten den Beweis an. Man braucht nach 3.31 nur zu
zeigen, daB zu jedem gebundenen G ein maximales F& G existiert.
Ist G noch nicht maximal, so gibt es ein G;& G — wir diirfen sogar
@ D@ annehmen {sonst gehen wir zu Gy u & iiber). So entsteht eine
aufsteigende wohlgeordnete Menge gebundener G, deren Vereini-
gung immer noch gebunden, aber maximal ist.

3.36. Von 3.35 machen wir keinen Gebrauch. Wohl haben wir
noch einige Formeln nétig, die leicht zu beweisen sind. (Wir setzen
von f jetzt nur 3.1.134 voraus.)

3.37. Amuwiman " dominygsn =0 fir a<f.

~

A max { f—e, ) Y A—minii—u.ﬁ) =I.

3.38. U dmax(pan ™ d—min(z—p0 =C-
a3
U4 wax(f—a,0) Y N A _min {f~e,00 = k.
alg o<l

Folgen aus {3.31,33.)
3.39. O A _min(f—a,0r = A —min(/~21

ald
denn wenn g & min (f—a,0) fiir alle a< § gilt, so folgt aus lim g(z,)= 0:
i_nf (Ff{rn)—a) <O fir alle a<fB also auch inf (f(z,)—p)=0.

3.40. U Amux(pan WA A_min(p—g sind komplementir.
3

o<

Folgt aus 3.38-39.

4. Abzihlbare F.

4.1. Wir beweisen in 4: Ist F gebunden und abzéhlbar, so ist
es dquivalent einem F', das aus genau einem Element besteht. Wir
konnen F als unendliche Folge, F=(fy,f;...), annehmen und sogar
i< i Tiir alle ¢ voraussetzen. Wir konstruieren ein f¢® mit f&7;
(alle ) und f<g fir alle ge® mit f;<g fir alle 4.

4.2, Wir setzen U,=E[f,<1/n] und U,=R.

4.3. TUpy'CT,.
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4.4. Wir setzen
o1y
f= max fn,m) in U \Upys,
] in NU,.
4.5. In U,,\UH_H g‘ﬂt

fa< " \ (wegen 4.2),
also
1
f<ﬁ (wegen 4.4)
und
1
f= P (wegen 4.4)
also
1 1
ariSI<y
4.6. Ist umgekehrt
1 1

m<f(-”)<;s
80 ist # ¢ Un\ Umts unmoglich fiir m==« (denn sonst wire wegen 4.5
Jja 1/(m +1)< f(wj<1/m); und anch z e NUn ist unméglich (denn
da ist f= 0). Also .'EEU,,\U,,.H.
1 1 .

4.7. E[m <f< H] = Un\\['n-{-l .

Folgt aus 4.5-6.

48, U,,=E[f< %]

Folgt aus 4.7 und 4.4.

4.9. Sei ¢> 0. Wir wihlen » so, daB 1/(n+1)<a<l/n.

Sei f(#) <a. Nach 4.8 ist dann »eU,. Wir haben zwei Fille:

L 2eU\Unpa. Dann ist f,(0)<< f(x) wegen 4.4, also auch
fn(®) <a.

2. % eUppr. Danm ist frpa () <1f(n-+1) wegen 4.2, also erst recht
@) <l/(n+1)< a

Also aus f(m)<a folgt f, (#)<a« filr Y+l <a<i/n.

4.1‘0. Sei a>0. Wir wihlen # so, dass n+1) <a<l/n,

Sei f(#)>a. Nach 4.8 ist dann 2 ¢ Upys. Wir haben zwei Fille:
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1. e U\Upya-
Dann ist fn(w)>a wegen 1.4,

2. 2eUh.

Dann ist wegen 4.2 fo(2)>1/n, also > u.

Also: aus f(x) =« folgt falw) Za fiir 1/(n-+1) <a<1/n.

411, Fir 1/ (n+1)<a<lin ist Ef <a]l=E[fe<al.

Folgt aus 4.9-10,

412, Sei 1'(n+1)<3<1/n. Ist (o)< B3, 50 ist f(v)<<a firalle a
mit g<a<1/n, also nach 4.9 auch f,(#)<a fir alle ¢ mit f<a<1/n,
also fo(#) < B.

Analog: wenn f(r) >3, so auch f,(x)> 3.

Also: Fiir 1/(n+1)<p<1/n ist E[f> 3]=E[fa>7].

4.13. f>=0. (Trivial).

+14. inf /=0,

Denn sei 7,el,; dann ist wegen 4.4 jlu,)<1/n.

415, F stetig.

Denn nach 411 ist E[f<al=E[fa<u] (fiir gewisses ), also
offen wegen der Stetigkeit von f,. Ebenso ist wegen 1.12 E[f> f]
offen. Also ist das f-Urbild jeder offenen Menge offen.

4.16. E[f<a]A E[f > f] tir 0<a<j.

Beweis. Sei 1/(n-+1)<a<1,/n Nach Voraussetzung ist
Elf.<al L E[fa> fB]. Zwei Fille:

1. p<i/n.

Dann folgt die Behauptung aus £.11-12.

2. 821/

Dann  E[f > p] = E[fm >3] fir gewisses m<<n wegen 4.12,
also CE[f,> ], und hieraus folgt die Behauptung.

+.17. In 14.13-16 ist bewiesen: f < @.

118, f,<f fir alle «.

Beweis. Sei lim f(x,) =0, also fla,)<1/m fiir fast alle ». Nach
4.11 ist fm(m)<1/m, also auch fa(2,)<1/m fiir fast alle » und n <m.
Also limy, fp(a,) =0, w.z. b. w.

4.19. Bei f,<ge® fiir alle ». Dann ist 7 <y.

Beweis. Sei lim g(#,) =0. Dann ist lim,f,(r,) =0, also f,(2.)<1/n
fir fast alle », also nach 4,11 auch Fx)<<1/n fiir fast alle », also
im flr)=0, w.z. b. w.

+.20. In 4.17-19 ist die Behauptung von 4.1 bewiesen.


GUEST


202 H. Freudenthal:

5. R ist ein Kompaktum.
5.1. R wird nun als biindig vorausgesetzt.

5.2. U sei eine abzithlbare Basis der offenen Mengen von R,
und es sei mit je zwei Mengen auch ihre Vereinigung und ihr Durch-
schnitt in U enthalten.

5.3. Wir definieren ein Mengensystem 9B': Zu je zwei Mengen
U,U' X mit TAT’ bestimmen wir (siehe 2.2) omo{U’), das nach
2.7 kompakt in Q(E\U) ist. In @(R\U) bestimmen wir gemifl 2.5
eine Folge von Brocken 7, als Umgebungen von ormo(U’), derart
daB in jeder Brocken-Umgebung von omgy(U’) ein T, liegt. Zu
dem Paar U,U’' gehoren dann Brocken By”=omy(Ts) von R\T,
die U’ enthalten und derart, daB jede Brockenumgebung von U’
in R\U ein BZ” enthilt.

Die Menge aller BZY (U, U’ durchlaufen alle zulissigen Paare)
heilt B’.

5.4. Die Menge aller Brocken von R heiBt 8.

5.5. Die Menge aller V' UV’ mit ¥’ e B, 7« B" heibt B.
B ist abzihlbar. -

5.6. Sei f¢® und 0<p<y. Dann gibt es ein U el mit
UCE[f<f<y], und so, daB R\U nicht zusammenhingt zwischen
E[f<p] und E[f>y].

Beweis. E[f<f<y]ist offen, also von der Form Ulp, Upell,
‘wobei wir nach 5.2 noch U,CU,C... voraussetzen diirfen. Wire B\U,
zusammenhingend zwischen E[f<(26--y)/3] und E[f > (B+29)/3]
fiir alle &, so bildeten die B\ U, eine Scheinbriicke zwischen diesen
Mengen, im Widerspruch zu f e @. Also ist ein gewisses B\ U, nicht
zusammenhiingend zwischen diesen Mengen und a Forfiori nicht
zwischen E[f< f] und E[f>y].

5.7. Sei f ¢ ® und 0<a<y. Dann gibt es ein ¥ e B (siebe 5.5)

mit
Elf <« CTCEff<y).

Bewels. Wir wihlen g, mit a< g, < By << f3<<f4<<y und nach 5.6

U, U’ <l mit ‘
UCE[f<f<B, U'CEla<f<py],

B\U nicht zusammenhiingend zwischen Ef<ps] uwnd E[f>8],
R\U' » i ” E[f< (l] und E[f>/31]'
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Sei B ein Brocken von R U mit
E[f<p]CBCE[f<y].
Wegen U'CE[f<#]CB gibt es nach 5.3 einen Brocken 77" ¢ B’
von E\U mit T'CT'CEB.
Nun ist B'=B.\J' gleichfalls Brocken von E\U und fremd
zu T’. Weiter gibt es einen Brocken ¢ ven k.U’ mit
E[f< a]CCCE[f< Bl
B'vU und Cul” sind offen in R, ihr Durchschnitt V"'=B'n(
also auch; B’ und C sind abgeschlossen in R, ihr Durchschnitt ¥
also auch. Daher ist 7" Brocken von R, also V' ¢ B’ (siehe 5.4).
Nun ist T=F1"oT" ¢ B (siehe 5.5).
TCBu(B n()CBCE[j<s,
V=T"G({EF1nC)DBACDEf<al
T leistet also das Gewiinschte.
5.8, Sei FC. Unter P(F) verstehen wir die Menge der 7" ¢ B
mit
Eff<piCT
fiir geeignetes f ¢ F und > 0.
5.9. Ist V'OT, T7'eB und Ve P(F), so ist auch V' e P(F).
5.10. Aus P{F)CP(F") folgt F<F".
Beweis. Sei g& ' fiir alle f'eF'. Wir miissen heweisen
gej fiir alle jeF.
Nach 5.7 gibt es 17,¢ B mit
(1) Elf<1;(n+1}]CV,,C E[f<1/0].
Nach 5.8 ist T,e¢P(F), nach Voraussetzung also T ,eP{F').
Nach 5.8 gibt es also ein j, e F' und ein c,>0 mit
(2) E[fn<an)CT,.
Wegen g5 f, gibt es ein f,>0 mit
(3} Elg< Br) CE[fa< ozl
Aus (1-3) folgt g&f, w.z. b. w.
5.11. Aus P(F)=P(F") folgt F~F".
Folgt auns 5.10.
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5.12. Existiert zu V,7' ¢ B ein fe ® mit
VCE[f=0]CE[f<1]CV",

80 wihlen wir eines unter ihnen und nennen es fvw.

5.13. Sel FC®. Die Menge aller fy,pr mit Ve P(F) heilit P,.
Wegen 5.5 ist @, abzihlbar.

5.14. P~F,.

Beweis. Nach 5.11 miissen wir beweisen: P(F)=P(F,).

Sei zunichst V' e P(F). Dann gibt es nach 5.8 ein feF und
y>0, so daB .
Elf<yICy".

Wir wihlen ¢, § mit 0<a<ff<y und nach 5.7 ein VB (also
auch e P(F)) mit

Blj<a]CVCE[f< .
»  max (f,8)—p .
= T —F 2,

VCE[f*=0]CE[f*<1]CV".

Also gibt es nach 5.12 ein fyp «F,. Demnach ist V' e P(F,).
Sei nun umgekehrt W € P(F,). Dann gibt es nach 5.13 und 5.8
ein f=frp ¥, mit ¥ e P(F) und ein §>0 mit
Effy.v < F1CW,
also nach 5.12
VCE[fyym=0]CW.

Nach 5.9 ist auch W e P(F).

5.15. Aus 3.14, 5.13 und 4 folgt nun: Jedes gebundene F ist
dquivalent einem F’, das aus genau einer Funktion besteht. Ins-
besondere ist also 3.27 von selber erfiillt,

3.16. Wir ordnen die Elemente von @, in einer Folge ¢y,q,,...
an. Ist fe®, so finden wir ein maximales g&f folgendermaBen:
Wir setzen fi=f und fni.=max (fo,¢n), wenn dies ¢ @ ist, andern-
falls f.41=f,. Dann ist entweder Fut1 & @ 0der MaX (fria,@n) ¢ B. Wir
wahlen gé®, ¢&f, (alle n) (siehe 4). Dann ist fiir jedes n entweder
9& @, oder max (g,¢,) ¢D. Sei hs g, hed. hish dquivalent einer Teil-
menge H von &, (5.14). Fiir jedes ¢ ¢ H gilt max(g,¢)<max(h,¢) P,
also g&¢. Also g&H, also g&h. Also ist ¢ maximal.

Hieraus folgt wegen 5.15: Zu jedem gebundenen G gibt es

ein f, so daB mrcAg. Wegen 3.31 folgt hieraus die Bikompaktheit
von B von Neuem.

Qo &
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5.17. Wegen Adp=dAp=nN4; bilden die 4, mit fe®, eine
JeE, ~
{abzéhlbare) Basis der abgeschlossenen Mengen von R.
3.18. Aus 5.16-17 folgt: & ist ein Kompaktum.

6. Charakterisierung von %.

6.1. Ist a e R, so sei F, die Menge der fe® mit fla)=0.

6.2. Ist f<ge® fiir alle feF,, so ist g maximal und g ¢ Fa.

Beweis.

I{x) =max (g(r)—g(a),g(a)—g(z)).
ha)=0, also he®d, heF,, also < g,

Ans lim g(z,)=0 folgt dann lim g(o)—g(a)=0, also gla)="0,
also geF,.

Ist g=<g'<«D, so ist f<g' fiir alle feF,, also ¢’ eF,, also g’ < g,
also ¢ maximal,

6.3. Das maximale geF, bestimmt ein =,, das wir anch s(a)
nennen.

HR)CE.

6.4. y(r) e 4, dann und nur dann, wenn f(w)=0.

Beweis. y(#)=m,, g(x)=0, g maximal. Ist flx)=10, 50 ist
7=y also myed;. Ist g e 4y, so ist j<g, also fz)=0.

6.5. y(x) eﬁ\A; dann uond nur dann, wenn f(z) > 0.

6.6. Das #-Urbild jeder offenen (abgeschlossenen) Menge ist
offen (abgeschlossen), also # stetig.

6.7, J(B)=R.

Beweis. d;=y5(K). y(r)ed; fiir alle , also nach 6.4 f=0,
also 4;,=R.

6.8, Ist ¢ in E stetig definiert, so geniigt ¢ den Fcrdernn-
gen 3.1.3_4.

Beweis. 3.1., folgt aus 6.6.

Sel 0<u<p. El¢(n)<a] und El¢(x)>F] sind abgeschlossene
Mengen 4, und 4,. 4,0 4,=0, also nach 3.9 und 3.31 fiir gewisses
»>0:

Elf<y] M Elg<yl.
Agi(#) <a]Cy{dy) =B[f = 0]CE[f <]
Elgrix) > ] Co(4,) =By = 0]C E[g<y],

und hieraus folgt 3.1., fiir ¢.
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6.9. Zu jedem in R definierten, beschrénkten und 3.1.,_, be-
friedigendem f gibt es ein in R definiertes stetiges ¢ mit f(w)=pn(a).

Beweis. Wir setzen

p(m)= infw
€ Amax(f—a,0)
Ist z=1(®), so ist (nach 6.4) =€ Amax (j—z0 dann und nur dann,
wenn max (f{(#)—«,0)=0, also wenn f(z)<a ist. Also ist dann
¢(z) = inf a = ().
)<
Algo gy=T.

Allgemein ist @(7)<y dann und nur dann, wenn # € 4max(r—a0
fiir alle «>y. Also Elgp<yl= O Amax(—e0 2bgeschlossen.

Ferner ist ¢(w)<y dann und nur dann, wenn es ein a<y gibt,
50 daB 7 e Amax (}—a,0) ist.

Also _

Ble<yl =Y Amax(r-e=E\A—nin¢—0
aly
wegen 3.40. Also
Elpz y]1= Aning—0
Demnach ist ¢ stetig.

6.10. Eine stetige Abbildung ¢ von R in ein Kompaktum §
heiBt eine A-Kompakiifizierung, wenn 9(& P(&)=4S fund fiir jedes Paar
offener Mengen P, von § mit P,nP,=0 gilt 19"1(1’ )Aﬁ‘I(P)

6.11. 7 ist eine A-Kompaktifizierung von R (zu R).

Beweis. Fiir die erste Hialfte der Behauptung siehe 6.7._

Sei nun P,nP,=0C gegeben. Bs gibt eine stetige Funktion ¢
in B mit 1<p<2 und o(P,)=» (v=1,2).

P,CElp<4/3], P,CEl¢>5/3].

abgeschlossen.

Nach 6.6 sind
U PY=E[gn<4/3], T (Py)=E[gn>5/3]
offen. Nach 6.8 ist
Efpn<£/3]A Elpy>3/3],
also auch
5Py A (Py).

6.12. Ist ¢ eine A-Kompaktifizierong von B zu 8§ und ist ¢
stetig in 9, so erfilllt ¢9 die Forderungen 3.1.3-4.
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Beweis. Elgd < a]=9"E[g<a],

Elg9>l=9""E[g>p].
Da Elg<a]nElg>p]=0 fir a<f gilt, gilt nach 6.10 auch
El¢9<a] L E[gd>73].

6.13. Ist & eine J»—Kompakﬁiﬁzierung von B zu S, so gibt es
eine stetige Abbildung { mit {(£)=8 und &p=79.

Beweis. Sei p eine in § definierte stetige Funktion. Nach 6.12
erfillli »# 3.1.3—. Nach 6.9 gibt es also eine in R definierte stetige
Fonktion ¢ mit gy=y¢d.

Seien y, (v=1,2) stetig in S, y»>=1, pd=g¢,. Sei ferner
Efy,=0]CE[y,=0]. Dann gibt es zu jedem &>0 ein >0, so daB
Efp, < 8T Elyp-<e].

Dann ist auch

Ely,d < 5]C Elyat< €],
also auch

Efg < 0]CE[gan<¢]
fiir jedes ¢>0 und geeignetes 6> 0, also
Elp, = 0]CE[g,=0].
Hieraus folgt: Jeder abgeschlossenen Menge
A =E[p=0]
von S entspricht eindeutig eine abgeschlossene Menge
A*=Elp=0]

von F. Hierbei zieht 4;C4, nach sich: 4#C4%. Da zu max(y;,v,)
auch max{¢,,¢,) gehort, entspricht dem Durchschnitt der Durch-
schnitt. Durch [(4*)=4 wird die gesuchte Abbildung bestimmt.

6.14. Sind 4, (vr=1,2) zwei A-Kompaktifizierungen von R
zu Sy, und gibt es eine stetige Abbildung i(S;)=S, mib IBy=1=,,
80 heiBt 9 schwacher als 9, (oder gleich).

6.15. Wir kénnen nun das Vorangehende zusammenfassen in

den Satz: Unter den A- KompaLt:ﬁzwrungen eines biindigen R gibt
es eine schwichste, nimlich 5(R\C cE.
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7. Beziehung zu den Resultaten von Mazurkiewiez ¢).

7.1. Sei Q cine topologische Mannigfaltigkeit mit einer Metrik
o(z,y), so daB o(w,y)= untere Grenze der Durehmesser der » und y
verbindenden Kontinua.

7.2. Sei R die vollstandige Hille von ¢. Eine Folge aus @,
die nieht in @, aber wohl in R konvergiert, heiBt eine a-Folge; eine
Folge aus @, die in R keinen Haufungspunkt besitzt, heiBt eins
B-Folge.

7.3. Zwei Folgen #, und %, aus @ heifien komuqzert wenn
in @ Bogen Tl v exnheren, so daf alle Folgen 2y € Tally Y» a-Folgen
oder alle Folgen 2,eo, J,, 8-Folgen sind.

7.4. Bine topologische Abbildung = von @ in ein Kompak-
tum 7 heiBt eine M-Einbettung, wenn

o(q)=T
und fiir je zwei konjugierte Folgen xy, ¥, e gilt:

aus der Existenz von lim z(z,) folgt die von lim z(y,).

7.5. Von den M-Einbettungen 7. (v=1,2) von R heiit die
erste schwicher (oder gleich), wenn aus der Existenz von lim z()
die von lim 7,(w,) (fiir jede Folge z, ¢ @) folgt.

7.6. Satz von Mazurkiewicz: Unter allen JM-Einbettungen
von @, gibt es eine schwichste, 74(@)CT,.

Wir zeigen die Ubereinstimmung zwischen A Kompaktifizie-
rung und M-Einbettung (unter den Voraussetzungen von 7.1).

7.7. Sei Z Briicke zwischen den offenen Mengen O, und O,
in R. Dann gibt es in der §-Umgebung U von Z rel  einen O, mit O,
verbindenden Bogen.

Beweis. Sei W, die Vereinigung aﬂer Bégen in U, die mit O,
einen nichtleeren Durchschnitt besitzen. W, ist offen und abge-
sehlossen in U.

W,=U\W,,
=2 Wy, Z=Z, 0%,

Gabe es einen Punkt p € Z,n Z,, 50 gibe es p? « W, mit lim pl=

=lim p% und es gibe wegen 7.1 fiir Bogen pip? in U fast alle », im

4 7.1-7.6 enthilt im Wesentlichen die charakteristischen Definitionen
und Resultate von Mazurkiewicz [71.
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Widerspruch zur Definition von W;. Also ist Z,nZ,=0 und da Z
Briicke ist, Z,=0. Also W,=0 und W,=U. Hieraus folgt die Exi-
stenz des verlangten Bogens.

7.8. Jede M-Einbettung z(¢)CT induziert eine A-Kompaktifi-
kation von R zu T.

Beweis. 7 kann auf die vollstindige Hille B von @ stetig
fortgesetzt werden; die Fortsetzung heifle 7. Wir beweisen.

—1(P,) AT(P,)
fiir jedes Paar offener Mengen P, von R mit
P,nP,=0.

Sei Z, eine absteigende Folge von Briicken zwischen den T-1(P,).

Wir bestimmen nach 7.7 Bogen a,,anC 1/n-Umgebung von Z, rel @,
von denen wir voraussetzen konnen, daf} sic za 7 (P;) uT{P,) iremd

sind,und daB an im Rand von t—(P,) liegt. Ist ey capah und lime, =c,
50 gibt es dy e Z, mit lim dy,=e, also ce N Z,, cé7HP,) uTHPy).

Wire NZ,C7HPy)uT 1(P o ware jede Folge 0neana,, dlvelgent
also wiren die Folgen aj unJ. a konjugiert, also lim Tlap) =1im 7(af)
im Widerspruch zu P,nP,=0. Z, kann also keine Scheinbriicke
sein, und hieraus folgt die Behauptung.

7.9. Jede A-Kompaktifizierung ¢(R)CS von R, die in @ topo-
logisch ist, induziert eine IM-Einbettung von @ in §.

—
» - 1 2 . . » .
Beweis. Sei anu, eine Folge von Bogen in €, so dafl jede
Folge enealas eine o-Folge ist. Dann konvergiert ¢, in 8, also auch
iy

lim o{ay)=1im o(a2). Sei nun jede Folge Cnetbal eine p-Folge und
lim o(an) = ¢*; wire al==a2, so gibe es Umgebungen P, in B ~von e
mit P, n P,=0 und dann wire o—1{P;) A oL P,). Zn=Uapa? ist Briicke
zwisehen o-1(P,) und o—%(P,), und O Z;=0. Aus diesem Wider-
spruch folgt, daB konjugierte Folgen in Folgen mit demselben
Limes abgebildet werden, w. z. b. w.

7.10. Bs ist klar, daB 5(R)CE auf @ topologisch ist. Ferner
ist klar, daB die Definitionen von 6.14 und 7.5 &quivalent sind.
Hieraus und aus 7.8-9 folgt die Aquivalenz der schwichsten A-Kom-
paktifizierung und der schwichsten M-Einbettung (unter den Voraus-
setzungen von 7.1).
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Products of Abstract Algebras.
By
R. Sikorski (Warszawa).

There are four known operations on abstract algebras of a fixed
type, each of which permits the construction of new algebras from
given algebras. These operations are:

10 the taking of a subalgebra of an algebra,

2% the forming of a homomorphic image of an algebra by
means of a congruence relation,

3% the forming of the direct union of algebras,

40 the forming of the limit algebra of an inverse or direct
system of algebras.

In case of certain special algebras we also make other opera-
tions different from those in 19, 29, 39, 40, For instance, fields and
o-fields of sets may be considered as abstract algebras with respect
to the set-theoretical operations. In Measure Theory we form some
products and o-products of fields or of o-fields of sets respectively 1);
the forming of these products is different from the operations 1°, 20,
30, 4% These products have been generalized by me for the case
of Boolean algebras?). Topological spaces may also be considered
as abstract algebras, called closure algebras3). The operation of for-
ming of the Cartesian product of topological spaces is different
from the general operations mentioned in 19, 29, 30, 40,

In this paper I shall define a new general operation on ab-
stract algebras: the forming of the product of a family of abstract
algebras of a fixed type (§ 3). In the case of fields of sets or o-fields
of sets this definition yields the usual products from Measure Theory.
However, it may also be applied to groups, rings, lattices, Boolean
algebras, etc. The notion of the produet is related to the notion

1) See e.g. Halmos [1], Chapter VII.
2) Sikorski [5}
3) See e.g. Sikorski [6].
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