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Sur les types ordinaux
dont tous les vrais restes sont égaux.

Par

Wacltaw Sierpifnski (Warszawa).

Soit ¢ un type ordinal. Nous appelerons vrai reste de ¢ tout
type ordinal ¢==0, pour lequel il existe an moins un type ordinal
&40, tel que g=£&+p.

On sait que les seuls nombres ordinaux >2 dont tous les vrais
restes sont égaux, sont les nombres w% olt ¢ est un nombre ordinal
quelconque ==0. Pour chacun de ces nombres x il existe un seul
nombre ordinal dont tous les vrais restes sont égaux & u.

Or, il se pose la question quels sont les types ordinaux donf
tous les vrais restes sont égaux et combien il y a de types ordinaux
distincts dont tous les vrais restes sont égaux & un type ordinal
donné.

Il s’agit bien stir des types non finis. Le type 1 n’a aucun
vrai reste. Le type 2 a un seul vrai reste, & savoir 1. Le type =,
ol # est un nombre naturel >2, a comme vrais restes les n—1>1
© mombres 1,2,...,n—1.

Théoréme 1. Pour qu’il existe pour un type ordinal ¢ au
moins un type ordinal non fini dont tous les vrais restes sont égauwm
a @, i faut et il suffit qu'on ait p=w® 0%t « est un nombre ordinal
quelecongue == 0.

Démonstration. Vu ce que nous avons dit ci-dessus sur
les nombres ordinaux, il suffira de démontrer que, si tous les vraig
restes d’un type ordinal non fini ¢ sont égaux & @, ¢ est un nombre
ordinal. L
Supposons, pour démontrer, que ce n’est pas le cas. Soient
E un ensemble ordonné du type y et ¢ un élément de B, qui n’est
pas son élément premier (un tel élément existe, puisque ’ensemble E,
en tant que du type v, est infini). L’ensemble @, formé de a et de
Fundamenta Mathematicae. T. XXXIX. 1
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tous les éléments de B qui suivent @, en tant que vrai reste de K,
est du type g; done, d’aprés Phypothése que ¢ n’est pas un nombre
ordinal, il n’est pas bien ordonné. Il existe done une suite infinie
@y, iy, .. A’61éments de F, telle que a4y S0y >33 ... > a. Soit H Ven-
semble de tous les éléments » de E, tels que s<a, pour n=1,2,...
TPensemble E—H n'est pas vide, puisque a; e I—H. Si # ¢ B—H,
il existe un nombre naturel » tel que non (v~ an), done ow &= ay,,
ou bien a,<z. En toub cas, on-a G2 ef, puisque Gny ¢ H—H,
il existe pour tout élément x de E—H un élément de H—H qui
précéde ©. L'ensemble B—H n’a donc pas d’élément premier. Or,
Pensemble E—H est un vrai reste de B, il est done du type ¢, de
méme que Vensemble &. Maiy ceci est impossible, Pengemble &
possédant un élément premier a et I'ensemble E—H ne possédant
pas d’élément premier.

Nous avons ainsi démontré que ¢ est un nombre ordinal.
Le théoréme 1 se trouve ainsi démontié.

Théoréme 2. Pour que ¢ soit un type ordinal dont tous les
vrais restes sont du type w®, o a est un nombre ordinal donné >0,
il faut et il suffit quw’on ait ouw p=w® ou bien

(1 o= .4 Byt ot B+ %

ot fn (n=1,2,...) sont des nombres ordinauxw tels que 0<fn<ow®
pour n=1,2,...

Démonstration. Soit F un ensemble dont tous les vrais
restes sont du type w® Si F est un ensemble bien ordonné, il est,
comme nous le savons, du type w*. Supposons done que 'ensemble E
n'est pas bien ordonné. Il existe donc une suite infinie ay,a,,...
d’éléments de E, telle que a,>a,> ..., et il n’existe aucun élément
de E qui précéde tous les éléments de la suite ay,d,,..., puisque le
vrai reste de B formé de tous les éléments de F qui suivent un. tel
élément, serait un ensemble qui n’est pas bien ordonné et par con-
séquent ne pourrait pas étre du type w®.

Désignons par E, lensemble de tous les éléments » de H,
tels que ou &=a, ou bien a,41<x-<a,; s0it B, Pensemble de tous
les éléments » de E, tels que ou w==a, ou bien a<3». On a évi-
demment
). ' B=..+ B+ B+ B,

et chaque- élément de FE, précéde chaque élément de
O <m.
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Pour n=0,1,2,..., Pensemble E,+ Ep—1- ...+ Ey, en tant que
vrai reste de B, est du type o® et, pour n=1,2,..., 'ensemble E,,
en tant que segment de lensemble Ep+En—1+...+E, est bien
ordonné, du type f.<w® D’aprés (2) on a donc I'égalité (1).

D'autre parb, fy,fs..- étant une suite infinie quelconque de
nombres ordinaux positifs <% on démontre sans peine que tous
les vrais restes du type (1) sont égaux & % puisque tout vrai reste
du type (1) est ou un reste du nombre »®, donc égal & w* ou bien
est un nombre ordinal de la forme yn+ fa—i- fn-zt ...+ i+ 0%
ot n est un nombre naturel et y,<f.. Or, puisque &4 %= w"
pour £< w® on en déduit facilement que ce nombre est =w*.

Le théoréme 2 est ainsi démontré.

Il est 4 remarquer qu'on peut démontrer sans difficulté que,
dans le théoréme 2, Ia formule (1) peut &tre remplacée par la formule

p=...+ 0%+ 0%+ o

ol @, (n=1,2,...) sont des nombres ordinaux >0, tels que
G <La Ko< <a.

Soit, en particulier, a=1. Les nombres f. dans la formule (1)
sont dans ce cas tous <o, donc ce sont des nombres naturels. On
a donc

p=... Byt fot ht o=0a"t 0.

Il existe donc seulement deux types ordinaux distinets dont
tous les vrais restes sont du type w; ce sont les types o et w*+w.

Soit ensuite a=2. On démontre sans peine qu’il existe seule-
ment trois types ordinaux distinets dont tous les vrais restes sont
du type o?; ce sont les types o?, 0¥+ w? et wo™+ w?.

On démontre pareillement que, pour # naturel, il existe seule-
ment n-+ 1 types ordinaux distincts dont tous les vrais restes sont
du type o7; ce sont les types o et wfw*+ o7, o k=0,1,2,..,n—1.

Examinons maintenant le cas a=aw.

I'ensemble de toutes les suites infinies fy,f,,... formées de
nombres ordinaux <w® étant de puissance du continu, on conclut
que lensemble @ de tous les types ordinaux distinets dont tous
Jes vrais restes sont du type w®, est de puissance < 2% Pour dé-
montrer que D= o% il suffit done de définir s¥ types ordinanx

distinets de D’ensemble @.
1*
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Taisons correspondre & tout nombre réel positif # le type

1 .
w(z) =23 @2 Bt | e
n==oa

ot Bt désigne l'entier le plus grand <.

On vérifie sans peine que, pour x>0, tous les vrais restes
du type =(w) sont = w®. Il suffira done de démontrer que (s) ==7(y)
pour & ef y réels positifs distinets.

Soient # et y deux nombres réels positifs, x<y; soient X un
ensemble ordonné du type () et ¥ un ensemble ordonné du type
z(y). On a donc

Xom b Xy X+ X, of Y=ok Yyoh Yy Yy,

Xo"‘?o:w"’ et Xn___a)Z"(ZEn.\'—FI)’ j?n_,__w2"(zr~‘,n,,+1)

pour n=1,2,... _
Supposons que v(x)=1(y), donc X=2Y. Les ensembles 1\,

{n=1,2,...) sont bhien ordonnés; soit «, le premier élément de X,.-

Puisque X=7Y, dans la correspondance qui établit la similitude
des ensembles X et ¥, & I'élément a, de X correspond un élément
b, de Y. Il n’existe aucun élément de X qui précdde tous les élé-
ments ay,a,,... Par conséquent il n’existe aucun élément de ¥ qui
précéde tous les éléments by,b,,..., et il en résulte tout de suite qu’il
ne peut pas étre b,e ¥, pour n=1,2,.., puisque, par exemple,
tout élément de ¥, précéde tout élément de ¥,. Il existe done un
nombre naturel m tel que bme ¥, et ainsi by ¥, pour k>=m. Soit p
un nombre naturel tel que

1
3 } —_—
(3) p>m et p>y_m.
On a donc bye ¥, et, puisque b,eY, il existe un nombre naturel
q tel que bye Y.
Or, Tensemble Z de tous les éléments b de ¥, tels que ou
=Dbpq1 O bien b,y 1<3b<b,, est semblable 3 Vensemble de tous
les éléments a de X, tels que ou a=ap ouw bien arpj.1<u<ar,,,
c'est-3-dire 4 Densemble X,15. On a done Z= o2 P@E(G+Dx+Y.
D’autre part, puisque bpe ¥, et bp+1<bp, 0N a bpiye ¥y, ol 132 q.
Lensemble X,y1 est donc semblable & une portion de l’ensemble
¥ +¥rt+..+7,. Ce dernier étant du type o?@Ere+d 4 ,2"CEg+)
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et Pensemble ZY, étant, d’aprés bpy1e ¥,, un reste (non vide)
de Pensemble Y., donc un ensemble du type «2 @B nous con-
cluons que ’engemble X,y est du type

¥ @ErpD) 1 0, ot o< ¥ @Erg+1),

On a done

WP TCEGH ) = B g ol g < ¥ @B,

ce qui donne
w? TR = 2@ Eryt)
d’on
2PH (2R (p+1)a+1)=27(2Bry +1),

ce qui donne p+1l=r et EB(p+ 1)z =Ery=E(p+1l)y, dou
(p+1)(y—&) <1, contrairement & (3).

L’hypothése que z(%)=1(y) implique donc une contradiction.
On a donc =(z)==t(y) pour 0<z<y, c q.f. d.

Nous avons démontré ainsi que Uensemble de tous les types
ordinaux distincts dont tous les wrais restes somt du type o® a la
puissance du continy. )

Soit maintenant « un nobre ordinal tel que w<a<w,, Ol
w, désigne le plus petit nombre ordinal de la quatridme classe, et
soit &, D'ensemble de tous les types ordinaux distinets dont tous
les vrais restes sont du type »® On démontre comme ci-dessus
que les types

1
”
E w2 (2Enx+1)+ W

n=o0

pour # réels positifs sont tous distincts et que tous les vrais restes
de chacun de ces types sont du type «% Il en résulte que Bg =2,

Dantre part, puisque o <a<wz, on a R<o*<R. Puisque
ab=wo=2% il existe 2% suites infinies de nombres ordinanx <w®
et il en résulte d’aprés le théoréme 2 que Ve 5% On g done @,=2%.
Nous avons ainsi le

Théoréme 3, Si n ost un nombre naturel, il existe seulement
n+ 1 typee ordinauw distincts dont tous les vrais restes sont du type o,
et si o<a<w,, Uensemble de tous les types ordinaux distincts domt
tous les vrais restes somt du type w® est de puissance 2.
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Pour examiner le eas o> w,, nous démontrerons d’abord le
lemme suivant;

Lemme, M dant un ensemble infini de puissance W, il existe
une famille B de puissance md de sous-ensembles dénombrables de M,
telle quw’on o

57)?<s0 pour DeF, D, eF, D==D,.

Ce lemme a été démontré en 1928 par 8. Tarskil) comme
congéquence d’un théoréme plus général. Je domnerai ici nne dé-
monstration directe de notre lemme.

Démonstration du lemme. Soit M un ensemble infini de
puissance m. L’ensemble § de toutes les suites infinies (my,ms,...)
dont les termes sont des éléments de M (pas nécessairement distinets)
est de puissance m%, Or, il résulte de 'axiome de choix que (m étant
un nombre cardinal non fini) m=m+m2+md4...; on en déduit
que Uensemble T de toutes les suites finies s dont les termes sont
des éléments de M (pas nécessairement distincts) est de puissance .
On a done T=1M et il existe une correspondance biunivoque entre
les éléments de 1’ensemble T' et ceux de M; soit f(s) I'élément de M
correspondant & la suite s de 7. Faisons maintenant correspondre
5 toute suite infinie (my,m,,...) de Pensemble S, le gous-ensemble
(dénombrable) {f((my)), f((my, my)), F((my, Mg,m,)), ...} de M. On obtient
ainsi une famille ¥ de sous-ensembles dénombrables de B.

Or, si (my,my,...) et (ny,m,...) sont deux suites infinies di-
stinetes de l’ensemble S, il existe un nombre naturel % qui est le

plus petit, tel que my==me; il en résulte immédiatement que les
ensembles

{F((m)), f((mgyma)),.} et {f(m), H(nyy ), .}

ont seulement k—1 éléments communs. A deux suites distinctes de
Vensemble 8 qui est de puissance wmd correspondent done des en-
sembles de la famille F qui ont un ensemble fini d’éléments communs.
La famille F satisfait done aux conditions de notre lemme qui se
trouve ainsi démontré,

Soit maintenant { un nombre ordinal >1 et a un nomhbre

ordinal tel que m<La<wgy. Il en résulte que w*=R; et on en dé-
duit qu’il existe s suites infinies dont les termes sont des nombres

1) A. Tarski, Fundamenta Mathematicae 12, Swr la décomposition des
ensembles en sous-ensembles presque disjoinis, p. 195 (Théoréme 10).
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ordinaux <% Il $’ensuit done, d’aprés le théoréme 2, que Len-
semble @, de tous les types ordinaux distinets dont tous les vrais
restes sont du type %, est de puissance gs?". Or, en untilisant notre
lemme pour le cas o M est l'ensemble (de puissance &) de tous
les nombres ordinaux wf, ol f<a, on démontre, comme ci-dessus
pour le cas a=w, que ®.=s{" On trouve ainsi Pa=x} et on
obtient le

Théoréme 4. & édant un nombre ordinal positif et o un nombre
ordinal tel que we<oa<wer, Vensemble de tous les types ordimaus

distinets dont tous les vrats restes sont du type w® est de puissance s?".
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