Sur les espaces complets séparables de dimension 0
) Par

B. Knaster et K. Urbanik (Wroctaw)

(dédié 3 M W, Sierpifiski au 7t™" anniversaire de sa naissance)

1. Théorémes. Soit J lintervalle 0<<z<<1, C l'ensemble parfait
non-dense de Cantor sur J et B=B,-+B, ’ensemble des bouts des inter-
valles contigus & C, B, et B, désignant respectivement celui des bouts
gauches et celui des bouts droits de ces intervalles. Le point 1 de I est
considéré comme bout ganche de l'intervalle contigu contenant le point
& Pinfini. Les ensembles B, et B; étant symétriques et disjoints, con-
venons de désigner par B, (ensemble des bouts unilatéraux) I’un quel-
congue des deux ensembles. Donc u=g ou d.

La notion d’espaces complets séparables coincidant au point' de vue
topologique avec celle de Gy situés dans le cube de Hilbert, nous dési-
gnons ces espaces par (s tout court.

Nous allons établir les théorémes suivants:

L. Tout G5 de dimension 0 est homéomorphe & un sous-ensemble fermé
de C privé tout au plus de certains points de B,. )

II. Tout @s de dimension 0 dense en soi est homéomorphe & Uen-
semble C privé tout aa plus de ceriains points de B,.

III. 8% DCC est au plus dénombrable, Pensemble C—D est homéo-
morphe & Vensemble C privé tout au plus de certains points de B,.

IV. Tout ensemble clairsemé est homéomorphe & un sous-ensemble
@un ensemble compact bien ordonné (suivant la grandewr) situé dans B,.

V. Tout G5 de dimension 0 est homéomorphe & Vensemble de tous
les bouts d’une dendrite n'ayant les points de ramification que d'ordre 3.

Les théorémes I-IV sont des solutions d’autant de problémes posés
par T'un de nous (Knaster). Le théoréme I n’est qu’une variante d'un
théoréme connu, mais il est mis dans cette forme en yue d’applications, 4 sa-
voir pour en déduire les théorémes IV et V. Le théoréme II est une mo-
dification de celui de 8. Mazurkiewicz d’apreés lequel tout G5 dense
et frontitre dans un espace séparable complet de dimension 0 est homéo-
morphe i 'ensemble &V des points de J qui sont irrationnels dans le 8y-
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stéme dyadique de numération!), done aussi & Pensemble C—B, (en
vertu du méme théoréme). Dense et frontiére — en particulier dans € —
étant une hypothése plus restrictive que dense en soi de dimension 0,
la theése qui résulte Pest aussi: C—B, au lieu de C—E ol ECB,. Le théo-
réme IIT est un corollaire du théoréme II. Le théoréme IV dépasse par
sa précision la solution du probléme, posé d’abord en ces termes: les
ensembles clairsemés (c’est-a-dire dépourvus de sous-ensembles denses en
s0i -et non-vides), donc en tout cas dénombrables, sont-ils homéomorphes
aux sous-ensembles d’ensembles compacts dénombrables? ) L’ensemble M
des milieux des intervalles contigus & C est, par exemple, homéomorphe
A celui H des points 1/n ot n=1,2,...; pourtant M=+ C, tandis que
H=H+(0). Mais déja en ajoutant &4 M un point gquelconque de B,, la
tache devient plus délicate. Enfin, le théoréme V est la solution d'un
probléme posé par E. Cech?).

Les démonstrations de ces théorémes seront suivies de remarques
concernant des problémes ouverts.

2. Démonstrations. Nous aurons recours aunx théorémes sui-
vants:

1. Tout Gy de dimension 0 est homéomorphe & un sous-ensemble fermé
de N*).

9. N est homéomorphe & C—B, — conséquence mentionnée du théo-
réme précité de Mazurkiewicz.

3. Tout ensemble parfait non-dense P situé sur un segment de droite
est semblable & C (au sens de la théorie des ensembles ordonnés) et cetie
similitude est une homéomorphie.

1y Cf. [1], p- 349. ol & désigne I'ensemble des points irrationnels de la droite.
Cela revient au méme, les deux ensembles en guestion étant notoirement homéomor-
phes et méme semblables, cette similitude ayant @aillenrs un prolongement sur
(voir [2], p. 171; voir aussi [3], p. 52-54).

%) Les problémes liés 4 la classification topologique des ensembles clairsemés
ont été 'objet d'une correspondance entre nous et M+ Sierpinski. .

3) Voir [4], p. 28. D’aprés le théoréme qui v est démontré p. 17, tout Gs situé
dans C est I'ensemble des bouts d’une courbe (c'est-a-dire d'un continu de dimen-
sion 1). ce qui n'est pas le cas pour certains Gs situés dans J (pour l'ensemble & par
exemple). Mais, parmi les courbes (planes et spatiales) ayant tous Ieurs- bouts. dans C.
il v a qui, nécessairement, ne sont pas localement connexes {c’est-i-dire qui ne sont
pas des images continues de J). 8i 'on exige qu’elles le soient (pr0b1:§me de.(,‘-. Kura-
towski), ou méme qu'elles zoient des dendrites (probléme de E. Cech), il faut re-
noncer & Uhypothése de la situation arbitraire des (¢ donnés dans C et les y remplacer
par des images homéomorphes convenablement choisies. Le théoréme V montre que
c'est toujours possible. Toute dendrite étant une courbe localement conmexe par dé-
finition, le probléme de C. Kuratowski se trouve résolu simultanément. . )

) Voir [1]. p. 337 et 348. Pour 1a différence de notation voir le renvoi') qui

ede.

précéde, -
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En effet, on peut évidemment se borner au cas ol les points ex-
trémes de C et de P coincident. La décomposition

en sous-ensembles disjoints B, qui sont les points 0 et 1, points indivi-
duels de C—B et couples des bouts des intervalles bornés contigus & C
est semi-conﬁnue, c’est-a-dire telle que y= h'_r)n Y, entraine Lim sup B, CE,.
oo LRI
La fonction continue ¢ (fonction scalariforme de Cantor) qui transforme
g en J de facon que $(C)=J établit — comme on sait — une telle dé-
composition de C en ensembles E,=s"1(y). On peut s’en servir pour
ordonner sans sauts ni lacunes la famille € des E, en posant Eylg’ B,,
Torsque y;<¥,-

On peut aunssi y parvenir directement, comme nous allons le faire
pour Pensemble P. Soient & l’ensemble des bouts des intervalles bornés
contigus & P et P la famille des ensembles T, qui sont les points indi-
viduels de P—XN et les couples des bouts de -chacun. de ces intervalles.
En posant T, < T, lorsque l'inégalité z; < 2, se présente pour un = € 1),
et un zy e Ty, la famille P se trouve ordonnée. Elle I'est sans sauts, puis-
que entre deux T, et T, quelconques il y a des intervalles contigus
(P étant non-dense) et sans lacunes (ce qui est une conséquence facile
de leur absence dans P, qui est parfait).

Les intervalles contigus & C, et par suite les couples de leurs bouts,
étant disposés sur J d’une maniére dense (au sens de 1’ordre), c’est-a-dire
qu’entre tous deux il y’en a d’autres, la famille € des K, qui sont des
couples de points est dense dans € en vertu de la définition de <. Comme
dense et dénombrable, € est du type 7. Pour les mémes raiséns, il en
est de méme de la famille TCP des T,CN.

Il existe donc une similitude ¢(€)=3F et e¢lle se laisse prolonger
anssitot, par le procédé connu, 4 une similitude ¢*()=F 3).

Un couple de points CCJ étant donné, soient g(0) et d((C) ses
points gauche et droit respectivement. .

%) Voir [3], p. 54. Il est remarquable que le théoréme d’aprés lequel cette simi-
litude est une homéomorpbie lorsque € et P sont compacts, n'est pas formulé dans
les traités en termes exprés. Pourtant ce simple théoréme n’est pas sans importance.
car la similitude §(C—By)=% par exemple n’est pas une homéomorphie et le saut—
notion qui est un invariant de similitude — n’est point un invariant Q’homéomorphie
(déja pour les GsCJ). Ainsi, tous les sauts dans C privé d'un ensemble dense dénom-
brable DCC—B disparaissent par toute homéomorphie MC—D)=N.

Le théoréme en question peut &tre exprimé aussi en ces termes: toute fonetion
réelle monotone d'une variable réelle qui transforme ’ensemble compaect en ensemble
compact est continue. ) ’
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La fonction biuniveque
1] pour w=U,
¢*(Ey) pour (z)=E,
de(B)]  pour e=g(B))
dig(E)] pour e=d(E,)]
pour r==1

jorsque E,CC—B,

ote) = lorsque E,CB.

est une similitude entre C et P, ce qu'on peut vérifier directement par
Pénumération des cas.

Pour montrer que ¢(C)=P est une homéomorphie (ce qui est d’ail-
leurs vrai pour toute similitude entre ensembles compacts), il reste & éta-
blir la continuité de o(x), les ensembles C et P étant compaets. Soit
done = limx, ot et &, sont des points de C. Par raison de symétrie,

n>oo

on peut se borner aux suites croissantes, toute suite convergente de

points de T se décomposant en deux suites monotones (vides ou non).

Par raison de similitude, @< < ...<z entraine o(i;)< o{ra)<...<< 0{2).

La suite bornée {o(x,)} est donc convergente et, P étant compact, on a

lim o(x,) e P, en méme temps que Um o(x,)<a(r). Enfin, Pinégalité
o e

nyeo
Lim o(x,)< ofx) est impossible, ear on aurait alors par suite de similitude

nyoo

(&) =Ty <o L [im o) ] <o @) =i, Aot x—r, > o limo{x,)]—x
By n>oo

pour tous les n=1,2,..., contrairement 4 Thypothése que r=limux,.

nyo

4. PCC étant un ensemble parfait, tous les points xeP- B, sont des
bouts gauches (et tous les r<P-By sont des bouts droits ) dintervalles con-
tigus & P.

En effet, 'il n'en était pas ainsi, il existerait dans P, qui est par-
tait, une suite {o(x,)} telle que lim oir,)=o(x) e P et o(x;)>a(ws) > ... > g{x),
Qo lima,=xeC et x >r2";?. ~r en vertu du théoréme 3, ¢ étant
une si';;ﬁitlxde. Mais c’est incompatible avec T’hypothése que reB,.

Pagsons anx démonstrations des théorémes I-V.

Ad 1. Soit ' un G5 de dimension 0. I existe en vertu des théorémes 1
et 2 une homéomorphie i telle que R([7) est un sous-ensemble fermé de
C—B,. On a dene

W) = KT)-(C—B,) = (1) - C—H(I) - B, = WTI)—h(I) Bu,
puisque () CC. -
Ad II Si I est, en outre, dense en soi, 1’ensemble R(I") est parfait
ot il est non-dense comme sous-ensemble de . On a en vertu du théo-
réme I (voir la formule)

W) —R(I) =h{I)-B.CBu;
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ensemble parfait non-dense P=h(I) ne difféere done de h(I) que par
certains points de B,, qui sont par conséquent, en vertu du théoréme 4,
autant des bouts homologues (c’est-i-dire unilatéraux du méme indice
g ou d) d'intervalles contigus & P. L’homéomorphie par similitude s(P)=C,
qui existe en vertu du théoréme 3, les transforme donc en bouts homo-
logues d’intervalles contigus & C, c’est-d-dire de nouveau en certaing
points de B,. On a ainsi

C—sh(T") = s(P)—sh(I") = s[h{I")]—sh(I") = s[RI} —h({I")]
=s[h(I")-B,)=s(P-B,)CB,,

sh étant, par définition, une homéomorphie. Comme sh(I)CC, on a
SWIN=C—[C—sk(I)]. On voit done que sh(I') ne différe de C que par
certains points de B,.

Ad III. En vertu de Phypothése, C—D est un Gy dense en soi de
dimension 0. On n’a done qu's appliquer le théoréme II.

Le probléme s’impose: combien y a-t-il de types topologiques des G
denses en soi de dimension 0 (c’est-d-dire qui, deux & deux, ne sont pas
homéomorphes)?

Ad IV. Soit I" un ensemble eclairsemé. Tout ensemble clairsemé
étant de dimension 0 (puisqu’il est dénombrable), il existe une homéo-
morphie telle que IJ)CC. Tout ensemble clairsemé étant en méme
temps un Gs°), cefte homéomorphie peut étre choisie de fagon que

R(I)—R(ICB,. Tl en résulte que Pensemble ()= h(I")+ [A({)—h(I)]
est au plus dénombrable. Comme compact et dénombrable, 2(1") est
homéomorphe & un ensemble bien ordonné?’). Tout ensemble bien or-
donné dénombrable étant notoirement homéomorphe par similitude & un
ensemble bien ordonné de n’importe quel ensemble dense en soi (non-
vide), A(I") est homéomorphe en particulier & un sous-ensemble compact

bien ordonné de B,. Reste & ajouter que A(IYCh(I').

Rappelons qu’il existe exactement §, types topologiques d’ensembles
clairsemés compacts®) et par conséquent autant des types topologiques
des G5 dont la partie dense en soi et la partie clairsemée (dans la dé-
composition de Cantor-Bendixson) sont — respectivement — 1’une homéo-
morphe & &N et Pautre compacte; ces parties sont, en effet, des inva-
riants d’homéomorphie. Cependant il n’existe gqu'un seul type topolo-
gique des G5 qui different de € par des ensembles clairsemés compacts;
ces G sont, en effet, des ensembles ouverts dans €, done homéomor-
phes & C privé d’nn seul point®) — et le choix de ce point est indiffé-
Tent, Pensemble € étant homogéne.

%) Voir [5], p. 65.
7) Voir [6], p. 21
§) Voir [6], p. 22.
#) Voir {71, p. 93.
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Le probléme posé & la suite du théoréme II reste done ouvert en
particulier pour les Gs denses en soi ne différant de C que par des en-
sembles clairsemés non-compacts (qui peuvent étre sapposés situés dans B,
en vertn du théoréme III). )

Ad V. Soit I' un @9 quelcongue de dimension 0, supposé plongé
par homéomorphie dans ’ensemble C de maniére que I'~I'CB,. Un tel
plongement existe en vertu du théoréme I (en y considérant h(I") comme
le G5 donné). On peut évidemment Peffectuer de facon que lex points
0 et 1 n'appartiennent pas & I.

La dendrite ¥ ayant I' pour l'ensemble de ses bouts sera coustruite
& Daide d’une dendrite 4 %) dont l'ensemble des bouts est C tout entier.
A se compose de tous les segments des droites y=ax—7 de longueur
Vz/2% ayant 1& point (r,0) ol v==Fk/3! pour bout supérieur, v parcou-
rant B, (les numérateurs k étant donc impairs) et de tous les segments
symétriques aux précédents par rapport & la droite r=1/2. Ainsi dé-
finie, la dendrite 1 est formée de deux dendrites superposables A, et 1y,
géométriquement semblables & 4 (en échelle 1:3) et d’une ligne brisée V'
composée de deux segments ayant pour bout commun le point s=(1/2,—1/2)
que nous appelerons le sommet de 1. La ligne brisée ' unit les som-
mets s, de A, et s, de A;. La subdivision analogue de J, en dop Vo
et iy, de méme que de A, en d,,, V,; et .1, et ainsi de suite, correspond
& celle de 'ensemble de leurs bouts, ¢’est A dire de C, en segments (au
sens de la théorie des ensembles ordonnés) €, (', Co Cq et ainsi de
suite, géométriquement semblables & C en échelles 1:3, 1:3%... suivant
le nombre d’indices, et qui constituent une base {an sens de Vaxiome v
de Kuratowski) d’ensembles fermés-ouverts dans C. Plus précisément:

s
Gmlmz et == Uamymy ... m;0 - C'mlmz...mfly

-Amlmg.“ml- =~Am1m2...m,-0 "_lenvg ety ’!’“Amlmg.‘.mil .

les sommandes extrémes étant, dans les deux formules, disjoints et les
indices prenant les valeurs 0 et 1: Cuymy..m; €5t 1’ensemble des bouts de
la dendrite dpmy..m;s S'»xlmg...m,.Elemg.A.m,A est le sommet de la méme den-
drite et il en est la frontidre dans .

I'ensemble de tous les sommets munis d’indices coincide avec celui
des points de ramification de . Ces points sont d’ordre 3. Tout sommet
L — divise la dendrite Jdpm,.m, en deux _ensembles Yoy .et
}.’,,,1,,,2 w1, ouverts dans A et formés respectivement de la dendrite
Amymy...mp BVEC le segment gauche et de la dendrite Aymy .1 BVEC le

10) Cette dendrite est définie dans le travail préeité de B. Knaster et M. Reich-
bach, ce volume, p. 14. Nous y renvoyons le lecteur pour les détails dont quelques
uns interviennent dans la démonstration qui suit.
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segment droit de Vi m,..m, ces segments étant entendus ici, évidemment,
sans leur bout ecommun

SmJ_mB.“ my == Fl‘( lemgm m,»()) - FI‘( lemg ,<.mi1)-

L’ensemble A —I;',,,l,,,s_“,,,,. est en conséquence une dendrite (comme
connexe, fermé et situé dans 4) et ’ensemble C—C, est celui
de ses bouts.

Tout @CC ouverts dans € est somme de certains Cormg.m; dis-
joints, puisqu’ils sont fermés-ouverts et constituent une base dans C.
En les ordonnant donc en une série G=CW-CA 4 ... suivant le nombre
non-décroissant de leurs indices et en convenant de ne pas écrire
Cogmg..myo + Oy .1 a0 liew de Cpymy..m, loTsque @ le contient, la repré-
sentation de G par cebte série est univoque.

Soit ¥ la somme de tous les Yo my...m; POUT lesquels le,,,zv__,,,,. est un
terme de la série représentant ¢. On a done Y=YWO - V@O . ob YO
a C9 pour Vensemble de ses bouts (j=1,2,...).

Posons G=C—TI". L’ensemble 4—Y est donc une dendrite en tant
que partie commune de la suite descendante des dendrites

A=FO, A (YO 4 YO),

TG e M}

¢t -Pensemble I'=C—@ est bien celui des bouts de A—Y en tant que
partie commune de la suite descendante d’ensembles

C— W, C—(CW 4+ c®),

En effet, VYordre .d'un point — et les bouts sont par définition les
points d’ordre 1 — étant une fonction monotone d’ensemble et la suite
des dendrites en question étant descendante, il suffit de montrer qu’au-
cun point p de 4 d’ordre supérieur & 1, donc d’ordonnée négative, ne
devient d’ordre 1 dans 4—Y. Or, le diamdtre des YO tendant vers 0
par suite de la décroissance infinie de Péchelle et tout YO ayant des
points sur Paxe d’abseisses, & savoir ses bouts, la distance o(p, YD) ne
peut que croitre avee j—oo. Il existe par conséquent un j§ tel que

g(p,j%l Y) = p(p, ¥YU7). 8i cette distance est positive, elle est sans in-

fluence sur Pordre de p (d’aprésw la définition de cette notion) et elle
ne peut étre nulle que si pe¥. Comme ped—VYCA—TU) ef T
est ouvert, on a peFr(¥0)), Q’ot p=sU". Soit 89 =84 1y m,; €O PpOING
est done situé sur un des deux segments de | lLCz A '—YU’> 2 8a-
voir sur celui qui reste dans 4—Y, car tous les ;uftrexs_lyﬁ)c ¥ 01‘1, B
en sont disjoints. Il en résulte Pordre 2 de p dans A—7.

Cest la premiére étape de la construction. La seconde congiste
& réduire Pensemble I" des bouts de 4—Y & Pensemble I" par une trans-
formation convenable de la dendrite A—Y en dendrite définitive ¥.
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Tout intervalle contign & € détermine d’une maniére univoque
celui des termes Cupm,.m; de la base de C dont il est le tiers moyen.
Si un point gel'—I'CB, est le bout — donc ile bout ganche — de cet
intervalle, on & g€ Cmmy..m0C Crymyom;, €t comme gel’, ni )
ni Yiymy..m; B'est un YO incorporé dans Y, d’olt Vingmg..mgC A —T. 1

Soit R(g) Vintervalle de la droite r=g qui unit le point g au point r
de lintersection de cette droite avec Vonymng...ms3 ‘1€ point ¢ se trouve situé
par définition sur le segment gauche de T',,,l,,,‘_,mm,.. d’ailleurs juste an
milien entre ses bOULS Syymy..m; €6 Smymy...mo- Désignons par 8(g) U'intervalle
rectiligne compris entre v et ce dernier sommet, et prolongé an hesoin
a travers lui — dans le cas ol lemzn_mimCY — jusqu’au premier sommet
Smymgomolt €l QUE Yoy g1 .0— Y7 0.

La transformation en question revient & remplacer les intervalles
8(g)CA—Y par les intervalles correspondants R(g) pour touns les gel —T.
Posons done

P=[(1=Y)— X 8]+ X Ry.
" gel'—1' gel'—1

Ainsi défini, ¥ est un ensemble compact. En effet, son premier
sommande (en crochets) est compact, I'ensemble soustrait étant ouvert,
et ni les houts, ni les points d’accumulation des R{g), qui forment son
second sommande, n’ont été enlevés; les derniers points sont d’ailleurs
les mémes que les points d’accumulation des S{g) soustraits. Puis, ¥ est
un ensemble connexe, la connexité par arcs de la deundrite . —7Y n’ayant
pas été abolie par la transformation effectuée. En effet, les seuls che-
mins coupés, & savoir ceux entre les sommets L —— (fon—¢il y a lieu—
Smyiny...m01..1) €6 les points v correspondants, se trouvent rétablis par les
lignes brisées composées de deux segments: I'un qui unissait ce sommet
4 ¢ dans A—Y et Pautre, R(g), qui unit g & ¢ dans ¥. Le diamétre de
ces lignes brisées tendant vers 0 avee celui des S(g) qu’elles remplacent,
la, connexité locale de 4 —Y est également maintenue dans ¥. L'absence
des courbes fermées dans ¥ se démontre, comme pour ., par le défaut
de doubles liaizons entre les A, ., ., distincts. Comme engemble com-
pact, connexe, localement connexe et dépourvu de courbes fermées,
Y est done une dendrife {voir la figure, olt un exemple de ¥ est repré-
senté en trait continu et le reste de ! en pointillé).

Reste 4 montrer que I” est I'ensemble des bouts de ¥. T1 est évi-
dent que tous les houts ge'—I' de 4—TF, de méme que tous les points
de ramification Smm,.me (0u —8i ¥ a liet — Spymy...m;01..1) COTTESPON-
dants sont devenus d’ordre 2 dans ¥: chacun des premiers a la suite
du prolongement par le nouvel intervalle de 'ancien qu'il terminait

" dans A—Y et chacun des seconds par la suppression de I'mn es trois

intervalles qui 8’y rencontraient. Il est aussi évident que l'ordre des
autres points d’ordonnée négative n’a pas changé, la transformafion
de 4—Y en ¥ veffectuant & la distance positive de chacun d’eux.
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_ Enfin, tous les points de I" sont d’ordre 1 dans ¥. En effet, con-
sidérons, pour un point quelconque xel’, Pensemble Yongmy...m; CODLE-
nant z et ayant le diametre aussi petit que I'on veut. Lie S0mmet Spmy...my
qui est la frontiére de cet ensemble dans 4 et — comme on l'a yu — dans
A—Y, est d’ordonnée inférieure & celles de tous les R(g) ajoutés & lui;
ce sommet est done disjoint d’eux. Leur diamétre n’augmentant pas,
par leur définition, celni de le,,,g‘..m,.,‘ leur somme avee cet ensemble,
soit X, est encore de diamétre aussi petit que l'on veut et sa frontiére
dans ¥ se réduit encore an méme sommet (puisque tous les autres E(g)
ajoutés & A—Y sont, dans leur ensemble, & la distance positive de X,
Pensemble Cymy..m, 6tant fermé-ouvert dans C). Le point @ est done
contenu dans un X-¥ de diametre arbitrairement petit et de frontiére
composée d'un point. L'ordre 1 de tout point x el est ainsi établi.

Wroctaw, le 14 mars 1953.

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Naulk
Institut Mathématique de I’Académie Polonaise des Sciences
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Correction to “On Real-Valued Functions
in Topological Spaces”
(Fund. Math. 38 {1951), p. 85—91)
By
M. Katétov (Praha)

There are simple counterexamples showing that the lemma in [1],
p. 86 is false. T am indebted to C. H. Dowker for calling my attention
to this faet, as well as for pointing out that the extension to normal
spaces of Hahn’s insertion theorem (cf. Theorem 1 of [1]) was announced
by Hing Tong in 1948 (Bulletin Amer. Math. Soc. 54, p. 63).

To state the correct propositions, some additional definitions are
necessary.

If p is a binary relation in R, then gy is defined as follows: xpy
if and only if yev implies wxov, and woxr implies wgy for any ueR,
v ¢ R. Clearly, o is always transitive.

It MCR, NCR, then MpN means that xsy for any re M, ye .

We shall say that ¢ possesses property (I) if the following assertion
holds: if MCR, NCR are countable, and there exist a ¢ R, be R such
that Mga, apN, Mob, bglV, then there exists ¢ « R such that Mpe, coXN.

We shall say that o possesses property (L) if, for any finite ACR,
there exist elements a e R, be R such that 1° Apa, and apr whenever
Aopw; 2° bp A, and xeb whenever zod.

Lemina 1. Let p be a sel and let R denote the set of all subseis of p.
Let ¢ be a binary relation in R such that 1° ¢ has the Interpolation Pro-
perty; 20 xCyCyp implies wxpy; 3° xoy implies *Cy. Then ¢ possesses
properties (I) and (L).

Lemana 2. Let a binary relation o in R possess properties (I) and (L).
Let T be countable and let © be a iransitive irrefleive relation in T. If g« R,
ke RT, hoy, ho'h, go'g, then there erists f e RT such that ho'f, fo'f, fo'g.

The relations denoted by o in the proofs of Theorems 1 and 3 in [1]
satisty, evidently, conditions (1)-(3) of Lemma 1 and possess, therefore,
properties (I) and (L). Since, clearly, we have Gg°¢, Hg'H, for the
transformations &, H occurring in the proofs, we may apply Lemma 2
instead of the incorrect lemma of [1], p. 86 without making any other
changes in the proofs in question.
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