Théorémes abstraits de Kronecker et les
fonetions presque périodiques
par

S. HARTMAN (Wroclaw) et C. RYLL-NARDZEWSKI (Warszawa).

Introduction. Les résultats contenus dans ce travail sont
pour la plupart déjs connus, mais ils se trouvent dispersés parmi
plusieurs travaux et jamais ils n’étaient soumis & un traitement
unifié. En outre, nous en donnons des démonstrations différentes.

Nous appelons caractére d’un groupe abstrait G toute fonction
complexe x(f) (te@) telle que |x()|=1 et que y(tu)=yx()x (). Le
théordme qui nous intéresse surtout est celui qu’ont démontré
MM. HEWITT et ZUCKERMAN?!) sous la forme suivante:

Hypothése. H est un groupe de caractéres dun groupe donné G.
Boit yy,...,qmeH et s0it wy un caractére du groupe H.
Theése. Pour tout ¢>>0, il existe un te@ tel que

2 (8) — oo (97)] <e (J=1,...,m).

Nous modifierons légérement ce théoréme pour mieux ladap-

ter aux raisonnements qui suivent. Dans ce but nous allons d’abord
introduire une définition.

Définition. Les caractéres x,...,7, d'un groupe @ sont en
corrélation avec les nombres complexes ay,...,a, (Jg|=1) si, pour
des entiers quelcongues k,...,k,, Videntité yf(z)-... y*()=1 pour
tout te@ entraine ofi-...-of*=1. Le systéme Kis---y0n Sera dit un
systéme de caractéres indépendanis $'il est en corrélation avec tout
systéme de nombres ap,...,@,, c'est-d-dire si Pidentité

). () =1 (te@)

ne se présente que pour ky=...=k,=0.

') E. Hewitt and H. 8. Zuckerman, A group-theoretic method in ap-
prowimation theory, Annals of Mathematics 52 (1950), p. 557-567, Theorem 1.
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Théoréme I. Si les caractéres yy,...,x, d'un groupe G sont en
corrélation avec les nombres complexes ay,...,a,, il eriste pour tout
e>0 un te@ tel que

() — i <e (j=1,...,n).

L’équivalence de ce théoréme avec celui de Hewitt et Zucker-
man est facile & prouver. En effet, le théoreme de Hewitt et Zucker-
man résulte immédiatement du théoréme I, parce que les nombres
a;=wy(y;) sont en corrélation avec les earactéres y;. Pour démon-
trer limplication inverse désignons par H le plus petit groupe de
caractéres du groupe G, contenant y,...,x,. Si, pour un xeH, on
a y=yx1-... 7", posons wy(y)=d51-...-of*. L'hypothése du théoréme I
assure que o, est alors un caractére bien déterminé du groupe H,
et 'on a évidemment w,(y;)= o;. Pour obtenir la thése du théoréme I
on n’a qu'h appliguer le théoréme de Hewitt et Zuckerman au
caractére w,. Nous appellerons le théoréme I théoréme abstrait fort
de Kromecker parce que, 71,-..,%, ¢tant des caractéres continus
du groupe additif des nombres réels, donc de la forme y(t) =€,
on en déduit le théoréme classique de Kronecker:

8i, pour des entiers quelcongues ki,...,k,, la condition &i;+
+...4kud, =0 entraine ko + ...+ k8, =0(mod 2x), alors pour
tout e>0 les inégalités |[Ai—¥;<e(mod 2x) (j=1,...,n) sont si-
multanément résolubles.

A ce théoréme nous donnerons le nom de théoréme arithméti-
que fort de Kronecker. MM. Hewitit et Zuckerman le déduisent,
eux aussi, de leur théoréme d’approximation, mais & T'aide d’une
méthode un peu artificielle.

Nous appellerons théoréme arithmétique faible de Kronecker
la proposition suivante:

Si les nombres 4,...,%4 sont arithmétiquement indépendants,
c’est-a-dire §i, pour des entiers quelconques k,...,%,, la condition
Ty 4 ... 4+ Epd, =0 entraine ky=...=k,=0, les inégalités

41— 8] < & (mod 27) (j=1,...,n)

sont simultanément résolubles quels que soient les nombres
Bryerey Uy el 0.

A ce théoréme correspond dans le domaine abstrait un résul-
tat analogue que I’on doit alors appeler le théoréme abstrait faible de
Kronecker, & 8avoir:
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Théoréme IL. 8i les caractéres yy,...,iqn dun groupe G sont
indépendants, quels que soient les mombres ap,...,a, (lo|=1) et
e>0 4l ewisie un te@ tel que

(0 —al<e (1=1,...,n).

Bvidemmment, les théorémes ,faibles’> représentent des cas
particuliers des théorémes ,forts”.

Nous donnons d’abord la démonstration du théoréme IT, basée
sur D'existence de la mesure de Haar dans les groupes bicompacts,
et puis, indépendamment, nous passons & la démonstration du théo-
réme de Hewitt et Zuckerman, & 1’aide de la théorie des fonctions
presque périodiques. Cette démonstration est plus longue que celle
du théoréme II, & quoi on devait d’ailleurs s’attendre, mais elle
est plus élémentaire que celle de Hewitt et Zuckerman, vu qu’elle
ne fait pas appel aux notions topologiques.

En appliquant le théoréme I aux fonctions presque périodi-
ques sur les groupes abéliens, nous avons le résultat suivant:

Théoréme III. 8¢

g}an () ~1(t)

est la série de Fourier d'une fonction presque périodique f(t) sur um
groupe abélien G2), si a,=|a,|¢" et les caractéres y, sont en corréla-
tion avec les nombres €™ (cela veut dive que pour tout n les caractéres
Tase-1%n SOME en corrélation avec les nombres ¢,...,6™), alors

Slad<oo et 3 [ay)=sup [f(2)].
n—=1 =1 te@

Un cas particulier, le plus important de ce théoréme, est con-
tenu dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme IV. Si
2 G ()~ (1)
n=1

et si les caractéres y,, sont indépendants (cela veut dire que pour tout n
les caractéres yy,...,x, sont indépendants), alors

B 2.) Pour les notions et les théorémes concernant les fonetions presque
genodlq;es S‘lél' undlgmupe, voir par exemple W. Maak, Fasiperiodische Funk-
ionen, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 61, Berlin-
-Gottingen-Heidelberg: 1950. 4 . Berlin
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M8

N=1

i

[==]
fa,| <oo et 3 {ay|=sup [f(t)|
n=1 te@

(quelles que soient les phases des coefficients a,).

Le théoréme IV est une généralisation d’un théoréme analo-
gue bien connu sur les fonctions de Bohr3). Une généralisation
pareille fut donnée par van KAMPEN?) pour les groupes bicompacts,
pas nécessairement abéliens. Notre méthode de raisonnement permet
de déduire le théoréme IV directemaent du théoréme IT.

Dans la suite nous généralisons le théoréme de Wiener-Gel-
fand sur les fonctions presque périodiques de Bohr, dont la série
de Fourier converge absolument®). L'extension de ce résultat aux
fonetions presque périodiques sur les groupes abéliens faib Pobjet
du théoréme que voici: :

Théoréme V. Si la série de Fourier dume fonction presque
périodique f(t) sur un groupe abélien converge absolument et si
inf |f(£)]>0, la fonction presque périodique 1[f(%) admet également une
expansion de Fourier absolument convergente.

1. Démonstration du théoréme IL Notre méthode de
démonstration permet de supposer m=2 sans restreindre la géné-
ralité. Soient z, et x. des caractéres indépendants du groupe G.
Te cercle-unité sera designé par T et soit p la transformation qui
fait correspondre & un élément ieG le point (Zl(t)y xﬁ(t)) du thore
T2, Ce thore constitue un groupe avec l'opération

(21,2)(23,24) = (2123, 22,)-

Ensuite ¥ désignera la fermeture de ensemble y(@). Evidemment,
¥ est un sous-groupe de T®. Soit u la mesure »plane” de Lebesgue
dans T?: p=mxm, ol m désigne la mesure linéaire normée de
Lebesgue dans T (m(T)=1). On voit que u est en méme temps la
mesure de Haar dans T% Or, seit » la mesure normée de Haar
dans ¥ (»(¥)=1). 1l faut démontrer que =72 1 suffit d’établir
w(P)=1, ce qui sera une conséquence immédiate de la relation

s) H. Bohr, Fastperiodische Funktionen, Ergebnisse der Mathematik I,
Berlin 1932, p. 76.
4 E. R. van Kampen, Almost periodic functions and compact groups,

Annals of Mathematies 37 (1936), p. 78-91, Theorem 10.
5) 1. Gelfand, {Tber absolut konvergemte trigomometrische Reihen und

Integrale, Matemati¢eski]j Shornik 9 (51) (1941), p. 51-66, Satz 6.
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(1.1) w(Y)=y(Y¥) pour tout ensemble fermé Y CT2.

Pour démontrer (1.1) remarquons d’abord que pour toute
fonetion de la forme
N
Win= 3 07,

P2

ol la variable complexe 2 parcourt I' (c’est-a-dire |2|=1), on a
ij(Z)tlm(Z)=ao;

en effet: moyennant la substitution z=¢"* la fonetion W(z) se

transforme en polyndme trigonométrique W*(w) dont le terme
constant est égal & a,, et Pon a

fW(z)(Zm(z):fW*(u) du.
T 8 .

Bi les variables z; et 2, parcourent, indépendamment I’une de ’autre,
le cercle T, on trouve d’une maniére évidente

(1.2) g[WI(zl) Walze) dpu(2y,2:) = J‘W1(2'1) am(z,) ,fwz(zz) dm(z,) =ayb,,
2 T 7

quelles que soient les fonctions W, et W, & coefficients a, et b, res-
pectivement. Quand le point (2;,2;) parcourt ¥, le produit {25 est
un caractére du groupe ¥, les entiers » et s étant fixés arbitraire-
ment; or, la relation 2j2;=1 ne se présente pour tout (2,,2,)e¥ que
i 7=8=0; en effet: il suffit méme qu’elle soit valable sur »(G)C ¥
pour qu'on ait déji

15 (t)75(1)=1 partout sur &, ¥
d’ol vient r=s=0 en vertu de lindépendance des caractéres y,
et y. Ainsi Pon a
(1.3) le(;ﬁ) Wal2s) dv(zy,25) =ag by,

puisque pour tout caractére xz£1 d’un groupe I', pourvu d’une
mesure finie de Haar », il vient

[adv=0.
r

Soient & présent A et B deux arcs du cercle T, ef @1, leurs
fonctions caractéristiques. Il existe deux suites Wip(u) et Wi ()
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de polyndmes trigonométriques, bornés dang leur ensemble, telles
que
Fi(2) =lim Wi,p(z) (i=1,2).
»

L’additivité dénombrable des mesures u et » fournit

Tf‘l’l(%) @o(2:) dpu(21,2) = 1im1fW1,p(‘zl) W p(ze) dufzy,22),
3 p i

fggl(zl) @a(22) dv(2y,2,) = lim fwl,p(zl) IVe,p(zz»)d"’("v’u EAN
b4 ¥
On en conclut, compte tenu de (1.2) et (1.3), que
1!‘7’1(%) @a(22) du(2y,2s) =II_I‘P1(3'1) @a(2e) d¥(21,22),

ce qui veut dire: /;(AxB)zv((AxB)‘P). Vu que les ares A et B
sont arbitraires, on en obtient tout de suite (1.1) et le théoréme IT
se trouve démontré.

11 est aisé de voir que la méthode employée ci-dessus peut
donner la démonstration du théoréme suivant:

Soit ZC1T? et admettons que pour tout couple d’entiers r et
s lidentité #iz§=1 ((2,2)eT?) entraine r=s=0. Alors Pensemble Z
engendre un groupe dense dans T3.

Le théoréme II donne lieu au corollaire suivant:

Corollaire. Soit G un groupe additif de fonctions réelles défi-
nies sur un ensemble quelconque T, et soient ty,...,t,eT de tels dléments
que la congruence aux coefficients entiers

Faf (1) -+ -+ knf () =0 (mod 27)

ne subsiste pour tout feG que si ky=...=k,=0. Alors:, pour tout
£>0 et pour des nombres réels quelcongues y,...,9n il existe une
fonction fe@, telle que

If(t;) —8;] <& (mod 2x) (i=1,...,m).

Pour 1a démonstration il suffit de remarquer que I'hypothése
du corollaire entraine Pindépendance des caractéres y;(f)= ) du
groupe G, et appliquer ensuite le théoréme II.

2. Nous passons 4 la démonstration du théoréme de MM. HEWITT
et ZUCKERMAN, ce (ui nous donnera en méme temps le théoréme I.
Il nous faut d’abord deux lemmes.
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Lemme 1. Si f(t) est une fonction presque périodique sur un
groupe @, on a

(2.1) sup If(t)l=lim{41’f @,

e 7
MTf] désignant la valewr moyenne de f sur G.

Démonstration. I1 suffit de considérer le cas, ol f est une
fonetion non-négative et non identiquement nulle. Posons

sup f(t)y=pu.
teG

Pour tout mombre positif e<<x il existe des éléments a;,...,a.e@
tels que

(2.2) max f(at)=p—e pour tout ted.

i=1,..,k

s

En effet: vu la définition d'une fonetion presque périodique,
il existe une décomposition G=A4,+...+A4; et un systéme ‘d’élé-
ments a,,...,a; tels quion ait .
If(a;t)—f(ut)|<<e = pour wued;, te@,
done
flut) —e<<f(a;t) < max f(a;t)  pour tous u,ieG-
i=l,.k

En prenant ici la borne supérieure par rapport & u, on trouve
la formule (2.2) qui donne lieu & son tour aux relations que voici:

k
(e max () < 3w,
i=1..k i=1

k
(e =T <] S| =k (0.
Ainsi - t
e < [ 2 [0 = om0 70
n n i

Comme {th[[f"(t)]}”"gy, on en tire aussitot (2.1).

Remarque. En y faisant intervenir des notions topologiques
on peut donner une démonstration plus courte du lemme 1; & sa-
voir: on sait bien, que 7(¢) se laisse prolonger d’une maniére conti-
nue sur un groupe bicompact ¥ contenant ¢ comme sous-ensemble
partouti dense (voir aussi le n®3 de ce travail); ainsi la valeur mo-
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yenne de la fonetion prolongée f* est égale & Dlintégrale de f*
gur ¥ d’aprés la mesure » de Haar (v('f’):l); les valeurs moyennes
de |f*] sur @ et de [f*"| sur W étant les mémes (cf. le lemme 3),
on déduira (2.1) & Paide d’une identité classique.

Soit & présent H un groupe de caractéres d’un groupe G (pas
nécessairement abélien). Soit P la classe des fonctions de la forme

f(t):ig:“ili(t)a

ol @y,...,a, sont des nombres complexes et yz,...,z.eH. On voit
bien que cefte représentation est unique, pourvu que les caracte-
res soient distincts. La classe P constitue un anneau linéaire commu-
tatif avec une involution, les opérations algébriques y étant défi-
nies comme l'addition et la multiplication au sens ordina‘re et comme
la transformation en complexe-conjugué.

Soient G, et G, des groupes donnés ct soient H, et H, certains
groupes de caractéres de G, et @, respectivement. Admettons que
H, et H, soient isomorphes, notamment, par une transformation
o(x™) = ® (yPeH;). Alors, comme on le voit bien, cette transfor-
mation se laisse prolonger & un isomorphisme enfre les anneaux
P, et P,. Nous le désignerons aussi par la lettre ¢. Maintenant nous
pouvons formuler le second lemme.

Lemme 2. 87 f(l)EPl, f(ﬂ)ePg et q)(f(l))=f(2), on a
sup [fO(t;)] = sup [/ (%)
heldy 146G,

On pourrait donner 4 ce lemme l'énoncé suivant: la norme

sup |f(¢)!

te@
dans Panneau P du groupe H°) est bien déterminée par la structure
algébrique de ce groupe.
Démonstration Si yVeH;, yeH,, ()=, on a
(2.3) M(z“)(tl))a}i’(z‘z’(tg))-

i1

) Ainsi s'appelle le plus petit anneau linéaire contenant H comme un
sous-groupe multiplicatif.
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De méme, si fPeP,, fPeP,, p(fV)=7?, il vient
(2.4) gf(f“’(tl)):gn(f@’(tz)),
1 2

(2.5) (V)= f .
En effet: (2.3) résulte de ce que JVI(x(t))zo ou 1 suivant le cas
¢

8i y==1 ou x=1. (2.3) donne lieu immédiatement & (2.4). Quant
4 la formule (2.5), elle est une conséquence de ce que |f|*=fF et que
I'isomorphisme conserve le produit et la valeur complexe-conju-
guée. La thése du lemme 2 résulte ainsi du lemme 1 et de (2.4)
et (2.5).

A présent il nous est déjh possible de démontrer le théoréme
de Hewitt et Zuckerman. Soit H un groupe de caractéres d’un groupe
donné @ (abélien ou non) et soit Q2 le groupe de tous les caracté-
res du groupe H. On peut admettre sans restreindre la généralité
que H soit un groupe engendré par les caractéres yy,...,x,, dont
il est question dans I’hypothése du théoréme (voir U'Introduction).
Le groupe H est alors isomorphe avee le produit d’un nombre fini
de groupes cyeliques et il posséde un ensemble suffisant de carac-
téres, ce qui veut dire que pour deux éléments distinets y' et y" e H
il existe un we2 tel que w(y')s#w(x’’). Ces propositions sont bien
connues dans la théoxie des groupes, la seconde étant d’ailleurs
une simple conséquence de la premiére; en particulier, leur démon-
stration ne fait pas appel & la théorie de dualité des groupes abé-
liens. Ainsi on peut considérer H comme un certain groupe de ca-
racteres du groupe 2 en posant y(w)=w(y) oit yeH est un ¢élément
fixe et w parcourt Q. Précisément il s’agit ici d’un groupe isomorphe
4 H, mais nous Videntifierons avec H, aucun malentendu n’en pou-
vant provenir.

Pour pouvoir appliquer le lemme 2 introduisons les notations
G1=G; H,=H, b=t
G,=02, H,=H, t=uo,

O@)=4n— 3 |5:(t) — w5 ()1 (te@; wyeQ fixe).
&

Or, Pisomorphisme par 'identité entre H, et H, engendre un isomor-
phisme des anneaux de ces groupes qui fait correspondre & la
fonction * la fonction de la variable weQ
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n

[(@)=4n— 3 |o(%) —wo(1)]

=

Compte tenu de ce que @ (£)>0 pour toub teG,4n>f(w) >0 pour
tout we® et de ce que fP(w,)=4n, on a en vertu du lemme 2
sup /O (#)=sup /& () =4n,
i@ oed
done

int 3 lt) o0l =0,

ce qui équivaut évidemment & la thése du théoréme de Hewitt ef
Zuckerman.

3. Nous faisons suivre un raisonnement, dont nous ferons
usage dans les démonstrations des théorémes III et V.

Soit f(t) une fonction presque périodique sur un groupe abé-
lien G et soit

3.1) f(t)~§1 (8.

En vertu de l'algorithme de Fejér-Bochner, on a

(3.2) (5 =Tlimpe(t)

uniformément sur &, ol

(3.3) gult) = 372t 7a 1),

(3.4) Og)‘g)gli ﬁm’)’gc)zl (n=1,2,...),
k—o0

les sommes dans (3.3) étant en réalité finies, puisque =0 pour
n suffisamment élevé. Posons
(3.5) () ={10(8), 22(0),---)-

Ainsi, w(t) transforme G en produit topologique dénombrable T%°
de cercles-unités. Soit ¥=y(G) la fermeture de y(G) dans T, Ev;i-
demment,, ¥ est un sous-groupe de TR, Posons, POUr 2==(2,%,...)eI",

(3.6) <P:(Z) :‘_g]'hqq Ay, 2

20
Studia Mathematica, T. XIIL
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Dlaprds (3.3), on &
3.7 griz)=pi(t) pour z=yp{i).

En vertu de (3.2) et de (3.7) la suite des fonctions continues g5(2)
converge uniformément sur (@), donc aussi sur ¥, vers une fone-
tion continue f*(2)

lim gh(2)=f"(z) pour =ze¥,
(8.8) E
ff@)=ft) pour zep(@), z=y(l).

Lemme 3. Les coeffwwnts de (1) dans le developpement de
Fourier de f(t) sont dgaux & ceux de =, dans le développement de f*(z

Ce lemme résulte immédiatement de ce que, d’aprés (3.3) et
(8.6), il en est de méme avec les fonctions ¢ et gy qui eonvergent
uniformément vers F(f) et f*(2) respectivement.

Démonstration du théordme III. Admettons dans (3.1)

(3.9) =g 6~

et que les caractéres y, soient en corrélation avec les nombres ¢
Grace au théoréme I, on a

(3.10) P=(6",6%,...)eP.
Ainsi, d’aprés (3.6) et (3.8), la valeur limite

lim 3y a, 6% =*(2)
k n=1

existe. Bn vertu de (3.9) il vient done
hmZ 7 lan| =1"(%),

d’ot, compte tenu de (3.4),

(3.11) * () =2 ja,| < oo

Pour démontrer la seconde partie du théoréme III remarquons
que, &’aprés (3.8); (3.10) et (3.11), il vient

sup )] > 3 laul-
te@ n=1
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L’inégalité inverse étant évidente, le théoréme IIT se trouve
démontré complétement.

Démonstration du théoréme V. Soit

(61~ aa (0

une fonetion presque périodique sur le groupe abélien G et soient

oo

2 lay] < 00,

n=1

iltlf]f(t)l>0-

Le groupe (abélien) P=y(G), o la fonction y est définie par (3.5),
est un groupe compact. Envisageons I’anneau linaire complexe R
composé de toutes les fonctions @(z) continues (donc presque-pé-
riodiques) sur ¥, dont les développements de Fourier selon les ca-
ractéres w(z) de ¥ convergent absolument. Les opérations algébri-
ques dans R sont définies comme l'addition et la multiplication
au sens ordinaire. Les coefficients de Fourier de peR étant a,, I’ex-

(==}
pression '|a,| sera considérée comme norme de g. Or, la norme du
=1

produit de deux éléments ne surpassant pas le produit de leurs
normes, B satisfait & tous les axiomes d’un anneau normé?) (appelé
aussi algébre de Bamach). Désignons par 9N Pensemble de tous les
homomorphismes de I’anneau R sur le corps des nombres comple-
xes (en d’autres mots: N désignera 1’ensemble de tous les idéaux
maxima dans R). Pour trouver tous les homomorphismes heM,
il suffit de savoir quelles sont les images des caractéres w(z) effectudes
par k. Tous les w(z) constituent un groupe 2 et chaque homomor-
phisme e envisagé sur Q2 est un caractére de 2, il est done de la
forme w(z) (¢ fixé, weR), ce qu'on eonclut en vertu du théoréme
connu de Pontriagine sur la dualité pour les groupes abéliens sépa-
rables (cas d'un groupe compaot) On obtient ainsi la proposition
guivante:

(%) tout Délement heON est déterming par un point eV, et
Pon a hiw)=w(=®) pour tout we®, donc, compte tenw de la conti-
nuité de h, il vient h(p)=@(e") pour tout peR.

7) I. Gelfand, Normierte Ringe, Matematideskij Sbornik 9 (51) (1941),
Pp. 3-24, surtout p. 3.

20¥
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Soit
o
v
Fe)=2 an2,.
n=1

Puisque f*(2)=F() si zep(G), 2=vp(t), et que I'ensemble ¥ est ferms,
T’hypothése

inf [f(2)|>0

te@
entraine f*(z)#0 partout sur ¥. On en conclut & I'aide de (a) que,
pour tout heM, Pon a A(f*)s0. En tenant compte d'un théordme
de Gelfands), dont cet auteur fait 1’usage, lui-méme, dans les dé-
monstrations de théorémes analogues®), on peut affirmer qu’il existe
dans R un élément inverse & 1'dlément f*. Oependant, cela signifie
que la série de Fourier de la fonetion 1/f*(2) converge absolument.
Ainsi, soit

1
m =%7bn¢n(z)) %‘ |bnl<°°7

ol §,(2) sont des caractéres (continus) différents de ¥. Il est aisé
de voir que la fonetion Z,(y(t))=y.(t) (teG) est un caractére de G.
Pour n7m il vient y,(t)5=xm(t) puisque v(G) est dense dans W.
gomme 1 (2)=f(t) pour zey(@), 2,=x,(t) (n=1,2,...; te@), lon a
one

1 S ,
')}'(5 ’v"'aglann(t%

d’ol la thése du théoréme.

Remarque. I’hypothése que le groupe G soit abélien n’est
pas essentielle pour les théorémes ITI-V: ceux-ci subsistent encore,
ainsi que leurs démonstrations, si I’on admet seulement que dans
la série de Fourier de f(¢) n'apparaissent que des représentations
de G 4 une dimension. -

4. Les méthodes de Gelfand nous permettront de montrer
encore un théoréme sur les fonetions presque périodigues de Bohr??).

Théoréme VI. Soit

[==]
ft)~ X a,e™,
n=1
%) 1. Gelfand, loc. cit.?), Satz 6.

9) Cf. le travail cité au 5).
1) Précisément, sur les ,grenzperiodische Funktionen’.

icm
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o
1° 2 || <00,

N==1

20 py= Pa (pn €t q entiers), us=0 — une constante réelle,
n

3¢ inf |f(#)[=0.

—oo< i< oo

Alors il existe une suite d’entiers s, et un point t, tels que

(4.1) fanem»/%ei'a“’oz 0.
=1
Pour la démonstration trouvons d’abord la forme générale
des caractéres du groupe additif W des nombres rationnels. Tout
caractére en question est de la forme ¢ (p et ¢ entiers), ol g est
une fonetion réelle qui est définie seulement mod 2x. De plus, pour
des entiers quelconques k, I, m et m, on a, en désignant par =

la congruence mod 27,
k l 1 1
ol o)) < l3)
i n m "

Eoo1
pl—+-
En posant ¢(1)=7 (0<r<1), on a done

m
p pr . _PT
zp(—) =—+2x—>
q q

olt z=u(p,p/q) est un entier, 0<Cr<<y.

Envisageons lensemble R, des fonetions de Bohr sur I’axe
réel, dont les développements de Fourier convergent absolument
et dont tous les exposants de Fourier sont de la forme ru, ol * est
rationnel. R, est un anneau linéaire avec Paddition et la multipli-
cation ordinaire et avec la norme Xla,|. Tout I’homomorphisme h
de l’anneaun R, sur le ecorps des nombres complexes est bien déter-
miné par les valeurs qu’il prend sur les éléments ¢ (r rationnel).
Tes fonctions ¢™ constituent un groupe multiplicatif qui est iso-
morphe avee le groupe additif des nombres rationnels. Par consé-
quent, pour tout 2 il existe en vertu de (£.2) un point =7 (h) tel
que r=p/q entraine

1l

(4.2)

R(E™) = etrer2minzie ot 0La=wm(h,r)<g.
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Pour la fonction f, dons il est question dans le théoréme, nous
déduisons done

o
a f)= Sa, a2 Tl ),
L v
=

Si Pon avait h(f)=£0 pour tout h, I'annean R, contiendrait un élé-
ment inverse par rapport & f, ce qui est imposible & cause de 3%
Alors, il existe un & pour lequel h(f)=03 en posant T=uk et S, =2,0,
on a (4.1), ce qui achéve la démonstration.
Le probléme suivant §’impose: L 'hypothése 1° du théoréme VI
étant levée, la thése, est-elle encore valable, si 'on exige que
E ay 62nis,,/a,,+ir,,ut

n

goit la série de Fourier d’une fonction de Bohr?
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