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Sur les fonctionnelles. multiplicatives
par

T, LEZANSKI (Warszawa)

Introduction

Ce travail est une continuation de mon article précédent [2]. Noug
y congidérons un sous-espace linéaire fermé £ de I’espace X conjuguné
4 un espace X du type B; un espace linéaire fermé & d’opérations liné-
aires de £ & Z; enfin un espace linéaire M de fonctionmelles linéaires
dans &, qui satisfont & D'axiome qui était désigné dans [2] par (F). Cet
axiome sera cité plus loin sous la condition (12). A toute fonctionnelle F
qui appartient & M, nous faisons correspondre une opération Ty linéaire
de £ & &, notamment . .
. ' Tpows By lyr-gy) (pe5, ve X)
(voir [2], Introduction).

Nous étudions ensuite 'équation ¢+Tro=y (@,peX), en faisant
correspondre & opération I+7T5un nombre D(F) qu'on appelle le dé-
terminant de cette équation.

En général, on ne peut pas demander que le nombre correspondant
& Déquation (I+4+Ty)I+Tx)p=1y soit égal & D(F,)-D(F,), vu que la
fonctionnelle ' et, par conséquent, D(F)ne sont pas déterminées par T'.

Nous introduisons ici une sorte de ,multiplication” des éléments
de M, de maniére que P'on ait

T popoy=TgarTyw pour FOeM (i=1,2);
nous démontrerons que la fonctionnelle D(¥F) vérifie ’équation
D(FD)-D(F)=D (PO PO 4 FOFE)
pour tout couple F®, F® d’éléments permutables de M 2).

I. Considérations générales

Soit 20 un anneau du type (B), c’est-i-dire un anneau linéaire avec
une norme homogéne [|A| satisfaisant & Dinégalité ||4-B||<C|[4|||Bi
pour A¢2, Be?; regardé comme espace linéaire, cet anneau est un es-

1) M. R. Sikorski a remplacé la condition de permutabilité d’éléments F,
F(® par une autre, moins restrictive.
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pace de Banach avec la morme [|4]. Soit @(4) (4e 2() une fonectionnelle
linéaire fixée. Posons par définition

a(4)=1, U,(4)=A4,
oy Un(d)=an 1 (A)A—T, 1 (4) A4,
: 1
an(4)="— BTy (4).
a, est alors une fonctionnelle homogéne de degré n, continue sur A, U,—

une opération homogéne de degré m, continue sur 2 et & valeurs en A,
Posons pour A réels, 4e¥,

(2) D;(A)=§A”%(A),
(3) 7, (A)———g BT, ().

Les séries infinies

Sira) e ST

sont évidemment convergentes dans le cercle |A|<r=[max(1,|4|,|P|)T",
car, en posant a=1/r, on a par induction

(4) - 1T (A)i<na™ ot o, (4)|<a™

Levue 1. Soient A;e (i=1,2), A; A=A, A,, et ||4]|<1/6 (1=1,2);
alors

% 1 < 1 o 1
DU (A b Ay dy)= D (1T AT Y (1A,
=1 n a=1 n A=l n

Démonstration. Remarquons d’abord que
, 1 1 11
414+ A Ayl <Al + Al +Hidal4al< ¢ + 5 + <t
On en tire

& 1 21
P L (At s | < 3L A A A <

En outre il est évident que

N n——l |
22y say

<oo (i=1,2).
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Développons la série

1
(—1)”_1-7; (4:+4,+4,4,)

g 1M8

en une série double 3 a,,47A4%. On a
,0=1

2 gl 1451 14, < o0
»,g=1

0

1
O Ul Al - 4] <o

=1

parce que

Les coefficients a, , sont respectivement égaux aux coefficients du
développement de la fonetion

00

> (—1)”“‘%(s+t+st)"

n=1

en série double. Mais pour des valeurs convenablement petites, par
exemple pour |s|<<1/5, [{|<1/5, on a

3 (17~ 2ottt =log (L t-+s1)=log (1-+)-+log (1-+1)

n=1 .
Ll o0 1
— Z(_l)p—l_]: sp+2(_1)q—l_ta’
a p=1 4 g=1 q
one
00 1 o0
D=1 Ayt Aat Ay da) = D) a,,4748
n=1 p,g=1
= Y1t A 34,
e q £ d p=1 V4 =1 q

TatoriMe 1. Ftant donnds A;e (i=1,2) tols que A; 4, =4, A4,,
il ewiste un r,>0 tel que D;(4,)D;(A:)=D; (A, +4,+314, 4,) pour [A<7y.

Démonstration. Pour Ae?l, il existe tn >0 tel que Dy(4)#0
pour |A|<e. IL’6lément B=uw,(4)/D;(4) vérifie Dégalité —id +iB
—(—24)(4B)=0. Mais pour [A|<1[||4], Pélément (=A—1424+12 43— ..
satisfait aunssi & la condition —A4d-A0G—AC-(—14)=0. On en déduit
que B=C (voir [1], p. 544, th. 22). Bn vertu des définitions (1), (2) et (3),

0

UL > e, (4)= D70 (U 4)) = O 37 Tna( ) = (V3 4)
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pour
4] <r=[max(L,s,|4[,|ONT,

done, en vertu de (4),

an,(4) 1 (UI.(A))
.  Dy(4)  \Dy(4)
=¢(§(_1)n—11n—1An)= g(—l)ﬂ"ll’b—l¢(ﬁ.ﬂ') pour A< 7.
ne=1 n=1 :

En intégrant cette dernidre égalité terme par terme, on obtient
Ll 1 -] 1 "
(5) log(Dy(d)) =) (—1P P~ d(an)=( 3 (-1 A% (1A <n).
’ n=1 n=1
La constante d'intégration est égale & zéro puisque Dy(4) =1. De (5)

et du lemme 1 on déduit que, pour

1 1 )
e ’

1ﬂ.1<(1 & —];- —
"ol 5 1144 Bll4.]

on a

) 1
log [Dy(Ay+ As i, 401= 8] > (—1)";11"(A1+A2+1A1A5>"]

n=1
= qs[Z(—l)H % z“A';] +¢[2(—1)"—1; m;'] =log D, (4,)+log D;(4y),
ne=1 .

n=1
c. q. £ d.
Tntroduisons les définitions suivantes: pour Ae¥, Be?,
ae(4,B) =1,

a,(4,B)=2(4), 0y, (4,B)=®(B),

U,,O(A,B)=UP(A), qu(A,B)qu(B) pour p>0 ou ¢>0,

(6) qu(A:B):ap——l,q(A7B)A_Up—l,q(AsB)A
+a,,,q_1(A,B)B—Up,q__1(A,B)B pour p>0, ¢>0,

1
apg( 4, B)= r—w 9(Uy(4,B) pour p+g>0.

0,, 68t une fonctionnelle continue sur 2 x 2, homogéne, respectivement
de degré p, g par rapport & A et B; U,, — une opération continue sur
9l x 9, & valeurs en 2!, homogéne, respectivement de degré p,q par rap-
port & A et B.
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On prouve par induction les égalités

Uﬂ(A+B)= Z‘; Up,n—p(AiB);
p=

(7) (n=0,1,...),

(4+8) = 3oy, (4,B)
aingi que les inégalités
1Upe(4,B)I<(p+g) 272 C7E 02,
lagg(4,B)| < 2PHeCrE+a—,
¢ étant égal & max(1,|D|,I4],IBI)-
THEOREME 2. Soient Aed (i=1,2), 4, 4,=4,4,. 8i

(8)

Slom(dgl<oo

s

Z;lap,n—p(A1+A2+A1Az)l< o0,
p=

n=0

alors D;(A;+A4,4+4;4,)=D;(4,) Dy(4,).

Démonstration®). En vertu de la supposition et de (7), Di(4.),
D;(4,),D,(A,4+4,+24;4,) sont des fonctions holomorphes de la va-
riable 4 dans le cercle |1|<1.-En outre, les séries qui définissent ces fome-
tions sont convergentes pour A=1.

Du théoréme 1 on déduit Dégalité D;(A4,)Di(4:;)=D;(4,+4,
4+14,4,) pour un entourage |A|<<e¢ du point zéro, donc pour le cercle
entier |A|<1, et, en vertu du théoréme d’Abel, pour |i|=1, e.q.f. d.

Le probléme suivant s’impose: quelle est la forme générale de la
fonctionnelle D(A) satisfaisante & 1’égalité D(4). D(B)=D(A-+B+A4B),
A et B étant des éléments permutables de 2[, contenus dans un certain
entourage de l'origine? Une réponse partielle est donnée par le théoréme 3.

Soient @;,®,,... des fonctionnelles continues dans 2f, homogénes
respectivement de degré 0,1,... On suppose &y(d)=1, &= (voir le
début de la premidre partie de ce travail).

THEOREME 3. Supposons qu’il existe un 6>0 tel que la série

36,4

n=0

%) Cette démonstration ainsi que celle du théordme 3 est due & R. Sikorski.
Studia Mathematica XIV 2
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s0it absolument comvergente, uniformément dans lo sphérve ||A}j<8, et que
D équation

(2@ (A) qu (24442

ait liew pour tout Ae? tel que |A]<d et |24+ A%<,
Alors @, (A)=a,(4) (de,n=0,1,...).
Démonstration. Soient &,,(4,B)(4deX,Be¥, p,q=0,1,...) des

fonctionnelles homogénes, respectivement de degré p,q par rapport & A
et B, qui satisfont aux équations

D, (A+B)= 30, (A,B) (n=0,1,..., A2, Be).
p=0

Ttablissons d’abord les équations

(9) 2¢2w-zkk(2A A%)= qu (4) ¢zH(A)

(10) _ kg;giZn-—Zk-{-l,k(?’A;Az): 20 ¢i(A) Qﬂn—'i+1 (4).

Soit 4 e? fixé. Pour |A|< e, oll ¢ est un nombre positif, convenable-
ment petit, on a

(Zroua) = 3 oueratiean;

la somme & droite est une série de polyndmes uniformément conver-
gente vers une fonction f(4) holomorphe dans le cercle [1|<e; le coefficient
de A" de la fonection f(4) est alors égal & la somme des coefficients corres-
pondants dans les polyndmes @,(244412.42),

En comparant les sommes mentionnées aux coefficients du déve-
loppement de Taylor de la fonction

*® 2
(3 #o,4),
k=0
on parvient aux équations (9) et (10).
Pagsons & la démonstration des équations
(4deA,n=0,1,...).
Il a été supposé que &By(d)=ay(A4), P,(A)=a,(4) (4 e). Suppo-

sons maintenant que les égalités &, ,,(4)=a,(4) soient démontrées pour
n=0,1,...,2r—1.

Pp(d)=a,(4)

icm
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De D'équation (9) il résulte
o Doro (24, 4)— Dy (4) Py (A)— Do (4) D(4)

2r—1"

= Z D, (4) Dy _i(A)— Z Pyr_ae (24, A%).

Mais @y(A)=1, By o(24,A%)=0,(24)=2"D,,(4); en outre, G,(4)=
=a,(4) (n=0,1,...,2r—1), ce qui entraine &,, .(4,B)=a,, ,(4,B)
(e, Be, p=0,1,...,n, n=0,1,...,2r—1) et, par conséquent,

) to 2r—1 r
(2" —2) D, (4) =1;Z; o;(A)ay_;(4) —kg; oot (24, A2) = (27 —2) 0y, (4),

en vertu de I’équation (9).
Pour les indices impairs, la démonstration est analogue et se base
sur ’équation (10).
1I. Application

Ci-dessous, nous donnonsg une application des considérations pré-
cédentes & la théorie des équations linéaires dans les espaces du type (B)
(voir [2]; les notations employées ici sont conformes & celles de [2]).

Soient: X — un espace du type (B), £ — un sous-espace linéaire
fermé de X, ® —un espace linéaire fermé de transformations linéaires
de E & E, qui satisfait aux conditions suivantes:

10 §i gye 5, xoe X, KeR, My=Eyz, @, pour peZ, alors MeR;

20 Dopération I, identique sur =, appartient & K;

30 §5i K,eR (6=1,2), alors K,K,eS.

Considérons une fonctionnelle F linéaire sur K. Pour K €&, on en-

tend par FW{Kw/} le nombre F(K). A toute fonctiomnelle F linéaire
sur 8 faisons correspondre une opération linéaire T de Z & X, & savoir

(11) Typn= P, vz oy).

Soit M lensemble de toutes les fonctionnelles T lindaires sur K,
qui satisfont aux conditions:

10 T, est une opération linéaire de Z & &; |
2 pour Ke®, g6 &, meX, on a
(12) ) P\ Eymy - goy}=KT z s,
On déduit de (12)
(13) P Eyr Kaopy) =K, TpKypz

(pour la démonstration voir [2], p. 246).
2%
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1 est facile de démontrer que M est un espace du type (B).
Introduisons une sorte de ,multiplication” des fonctionnelles li-
néaires sur ®; FO et FO étant linéaires sur K, on définit

(14) (FOFD)(E)=F® (ELpa).
af

Pour F@eIM (i=1,2), FOF® appartient aussi &4 M. En effet,
2)

T(Fuypm) = (F‘”F(”)W{ww ‘ QDCI/} =F§,y [Tpm'l/)w '(P?/}=-TF(1) Tpm}

Tyw 66 The étant des opérations linéaires de & & 5, TpwTpe lest
aussi.

Il a ét¢ démontré en méme temps que Tigaipu=TmwTpa pour
FOeM (5=1,2).

La multiplication FOF® egt associative:
(FOF®) FO)(B)=F(ETpupw) =F® (K TpaTm)
=(FOFO)(E Tpw) = (F (FOFO))(K).
L’espace M est ainsi un anneau du type (B) parce que
PO FO(K)| =B (BT )| IO - [E |- | T | < [T | PO - 1T,
puisque |TR|<|IF| (voir [2], p. 245, condition (i)).
Démontrons maintenant quelques égalités:
(15) Ff,ll)yl]FS,zﬂ)v,{Kﬂwa “Kopayst Ks‘Pyz}}
=F$a23uz[F§al;)v;{K1'/“1w “Kopayst Ka?’?/z}}'

En effef, les deux membres sont égaux & K\ Tpn Ky Tyo Kapn.

S FOF® = FOFD ot TpoK;=K,Tpa (6=1,2), 'égalité suivante
a lieu: :
(16) 79 {Fgg)ﬂg{Kl Y1y Ky W2y1}}=F§:;y,{F$1)y1{K1 Py Ky %%}}-

vyl

En effet,
F (;l)yl{F Eﬁ?”a{Kl 1Y K, W"Jl}} =F S:BVI{K2T ralliy ?/1}
=FW (KlTF‘ﬂ'KE) =F® (K.K, TFlm): (F(Z)Fm) (H.K,)= F® (K. K, TFm)
=F (B Ty Ky) =F ) [FG), (Eiypiys Eaayil), . . £ d.
Pour FeM, posons par définition

D(F)=F(I), % (F)=1, U,(F)=F,

a7

Uy(B)=tu (P F~T, s (B, 0y(F) = B(U, ().

icm
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o, est une fonctionnelle continue sur M, homogene de degré n; U,
st une opération continue de M & M, homogéne de degré n.
Conformément aux définitions de [2], on entend par

I(‘pla“-,‘Pn)
DByyeesy Oy
la valeur du déterminant g, oy (4,k=1,2,...,m).

Démontrons le théordme sunivant:
THEOREME 4.

1 Pryeres P
=2 p o i)

(Dans ce qui suit, nous ommettrons les parenthéses { } entre les F)

Démonstration. 1° al(ﬁ‘):QS(F)=F(I)=F‘,1,,1{I(%)}-
i @ af Y1

20 Supposons

1 Y1y ¥k . .
ak(F)=ﬁFW’"“‘me{l(yl,...,yk)} (k=1,...,m—1),

et posons
Ty=Tp, Ty=y 1(F)-Ty—Tps Ty (p=1,2,...;n—1).
daF af

Nous démontrerons que Tp=Tym (k=1,2,...,,—1). La propo-
sition est vraie pour k=1 puisque T;=Tp=Ty m&- Supposons qu’elle 1'e
soit pour k=1, 2,...,q, g<n—1, et posons Myy=yx - @y pour ¢ et x fi-
xés. On a

Trrgery 90 =(Ug (E) (M) =0, (F) F (M) —F (MTy )

= (F) F(M)—F(M - Tpyy o(F)) =0qa (F) F (M) —F(MT,)
—=ag_1 (F) Typi—Fyy [Ty ays gy) =a, 2 (F) Trigo— T Trpp=To02,

¢ q. £ d.
On sait (voir [2]), que si

1 Piyerr P2
o aq:'q—!FWI%.“FWW{I('!/u---v?/z)}’
2 Typ,=F,,fyo- oy},
30 T’q_'—'_aq—lTl_ q__lTl (q:l,Z,...,n—-l),
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alors

1 ‘ o
_ ] Yy WPryeo s Wpo
T,z —(4_1)1FW{"”” leyl...pw_l,,l__l{z( 2V 1Y 1)}} (@=1,...,n—1).

YsY1ree sl
Dans 'expression

.F'Wﬂh-- .Fwﬂn{l(wl,' ’ .,wn)}7

développons le déterminant ?1 s
. I(wl,“.,i/}n)
yl EARRS) yn

suivant la premiére colonne. En fenant compte de ce que la valeur de

F'ﬂ"x' : "vavﬂ{I(wl, o 77/’1;)}
Y1seeoyUp
ne dépend pas de l’or . .
blie do Tq,P ordre des F,,, on a, en vertu de la propriété éta-

Yigeors¥n
Ew".”F""v"{I( )}=F'P11’1{"/’1y1) *Foye.o By Yarees¥n
Y1y y¥n nln Y-y Yn

n
1 .
+ 2(_1)l FVI”!.FWV({VJIyi]Fw,V,. .. FW—I‘II‘—IFw+uI¢+1 LR

i=2 Ynln

X{I(V’l:-'-7'I’i—1ﬂ/’i+u---:1l’n)}
YoseoosYimr sYip1 5043 Un

=(n—1F(I) a,_(F)—(n—1) vaxl"w{%} AP S

% {I('I’n Payeoey V’nfq)}
‘ Yirs¥ayeovy Ypoa
=(n—1)lay 5(F) - (1) —(n—1)(n—2)! P [T, _ypr] '
=(n—1)! [t (F) O (F)—(U,_(F) - F) (I)]

o g f o e B) FTos(F) - F)=nl ey ()

Si les éléments F(l)v,... F™ de M sont permutables, 1a fonctionnelle

a;(F(l),...,F(n))=$ W,l...Fw,{I(%’m’%)}
daf T Yigeoiy Yn
est symétrique (la démonstration est a
st analo
([2], p. (246)), et s’appuie sur (15) et (16)) gne & oollo du lomme (it
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Du théoréme 4, on déduit que, pour F®,F® permutables, on a

- .
Oy (FV, T =(p)a;(pm yerry FO F® L F®)
p termes n~—p termes
et, par conséquent,

1 " Y1y Y.
iap,H(F“>,F<*>>1=HkF;‘Jy F"F&;ﬁm{l(y ’ )}

1"“1yn

1(n
<= FOR | @ 2
m(p)n (gl

11 en résulte que

o0 n

Z; ol%,n_g(F(l),F(2))l<°°

n=0p=

pour F®,F® permutables, ce qui domne, en vertu du théoréme 4, le
) 3 7

théoréme suivant:

TESOREME 5. La fonctionnelle

1 Wyyene 1Py
D(F)=1+ §‘;b_'F.,171...FWn{I(y” ’y )},
n=1 h 13+ 2dmn

cest-a-dire le déterminant de UVéguation quz—l—FW{tpwwpy}:%w (xeX)
(voir [2]) satisfait & Véquation

D(F(I))D(F(ﬂ)):D(F(l) _!_F(2)+F(1) 1,1(2))7
pour tout couple FO F® Plléments permutables de M.

Remargue. Dans mon article [2], dont le présent est une conti-

nuation, la dernidre phrase a ét6 mal rédigée. Voici sa teneur adéquate:

»T qm indebted to Prof. 8. Mazur for having suggested this problem

to me. I am greatly obliged to Prof. R. Sikorski for valuable advices,

for complete preparation of this paper, for giving of several proofs and
correction of others‘. .
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