REMARQUES SUR LES PROGRESSIONS ARITHMETIQUES
PAR

W. SIERPINSKI (WARSZAWA)

C. Zarankiewicz m’a posé récemment plusieurs problémes con-
cernant les progressions arithmétiques. Certaing d’entre eux sont faciles
4 résoudre, néanmoins d’autres me semblent présenter dos difficultés.

L g,¢%¢%... ébant une progression géométrique infinie do nombros
distinets, peut-on toujours en extraire trois termes formant une progros-
sion. arithmétique? .

On démontre sang peme que c’est 1mpo%nble si g est un mombre
rationnel.

En effet, 'l étalt "~ g"=g"—¢", pour m<<n<<p, on aurait ou bien
g==0, ce qui et 1mpos51ble, les termes de la progression ¢,¢?,... étant
distincts, ou bien ¢¥ ™ —2¢"""+1=0. Or, celte équation a deux racines
rationnelles au plus:1 et ~1, qui ne donnent pas de progression ¢,¢?,...
aux termes distincts.

Cependant il existe des nombroes irrationnels ¢ tels que do la suito
4. i
tique. Tel est, par exemple, le nombre _q=(]/5—1)/2, ol les tormoes ¢",
¢** et ¢**? forment une progression arithmétique (quel quo soit le
nombre naturel n).

P115. Exisﬁe il wn nombre irrationnel ¢ tel qu’onm puisse cxtraire
de la suite ¢,q2 -
tique ?

2. On démontre sans peine qu’il n’existe aucune progression arith-
métique infinie formée de carrés (de nombres naturels) distinets. Néan-
moins, il existe trois carrés distinets formant une progression arithmé-
tique, par exemple, les nombres 12,52,72% Il ost méme facile de proavoer
quil y a une infinité de tely triples et de trouver tous les systémes do
troig nombres naturels @,2,y, oll x<<p<y, bels que 22— == yt— 22
c’est-a-dire 22 y2= 222,

En effet, si o#,2,y sout de tels nombres, x of ¥ sont soit tous los
deux pairs, soit tous les deux impairs; on a donc z--y=2u,n—y= 2v,
ol et v<<u sont des nombres naturels, ot on aboutit & l’équa.tlon de Py-
thagore w24-v%=2% qu’on sait résoudre en nombres naturels. u ot v trou-
vés, il reste & poser s=u-+v, y=u—v pour avoir la solution de Péqua-
tion z?-f-y?==22 O'a caleule ainsi, par exemple, les friples 72,132,172;
72,172,23%; 17%,25%,31%; 12,292 412,

on puisse extraire trois termes formant wne progression arithmé-

quatre termes formant une progression arithmé-
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D'aprés Fermat il n'existe pas quatre (ou plus) earrés qui forment
une progression arithmétique croissautel). Il n’exigte pas trois carrés
en 1)10gress1011 arithmétigue dont la. différence serait un carré. En effet,
g yf—at=u® ot 22—y =w? on a Yr—ud=a?,y L ut=z?, doh yh—u*
= (12)?, of, comme Fermat l'a démontré par la méthode de la descente
infinie, cotbo égalité est impossible pour ®,y,2,w naturels; pour =10 on
obtient y?*=u> et 22=y2-u=2u? ce qui est impossible pour z eutier
et % naturel?). )

Il existe cependant des progressions arithmétiques infimies formées
de carrés de nombres ordinaux transfinis croissants, par exemple,

w?y{w-2)* (w-3)?,

car on a [w(n+1)P=(wnr)?+w® pour n=1,2,...
p=1,2,3,..., les nombres

Pareillement, pour

o,(w-2),(w-37,

font une progression arithmétique infinie puisque
[w(n+1)F=(w-n)"+o”

P116. Peut-on extraire de la suite infinie' 1%,23,3%,... wie progres-
sion arithmétique formée de trois (o plus) termes? Autrement dit,
oxigte-il .des solutions de Déquation =x3--y°=22% en nombres naturels
distinets?

3. On démontre sans peine qu’il n’existe aucun systéme de trois
nombres naturels croissants m,n,p tels que les nombres m!,n!,p! for-
ment une progression arithmétique.

Bn effet, soient m,n,p des nombres naturels et m<<n<p: on a

pouwr #=1,2,...

p>2, il était n!—m!= p!—n!, on anrait .
n!. nl [p! )
S =2 ).

@) m! 1 m! (n_!

Or, comme n<p, on & p!/nt =p>2, d’ol pl/nl—
donne (n!fm!)—1>n!/m!, ce qui ost impossible.

K. Roth a démontré récemment %) un théoréme duquel il résulte faci-
lement que si ;,%s,... o8t une suite infinie croissante de nombres na-
turels, dont on ne peut oxtraire aucune progression arithmétique de trois

1>1, et la formule gl)

1y ¢f. L. E. Dickson, Hislory of the theory of mumbers, vol. II, New York
1934, p. 440 et 635.

) Of. A. Errera, A propos dwn systéme diophantien et de la méthode de Fer-
mat, Comptes Rendus du Congrés de l'Association Frangaise pour IAvancement
des Sciences, Tunis, Mai 1951.

3). K. Roth, Sur guelques ensembles d’entiers, Comptes Rendus de I'Académie
des Seiences de Paris 234 (1952), p. 383.
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termes, on &

lim, fn) =0,

n—soo

olt f(n) désigne le nombre des indices k tels que w, < n.

4. Parmi les nombres irrationnels de la suite infinie }/ I,]/ 5, 14 é{,.,,
on peut en choisir une infinité qui forment une progrossion arithméti-

que. Tols sont par exemple les nombres }/2(2k—1)2=}/2(2k—1), ot
k=1,2,...

5. On démontre sans peine qu'il n’existe aucune progression arith-
métique infinié dont les termes soient des nombres premiers distinets.
En effet, dans la progression arithmétigne ak--b (k=0,1,2,...), ol «
08t un nombre naturel >1 et b un entier >0, le terme a(a+bd+41)+b
=(a-+1){a+b) est un nombroc composé.

P117, Existe-t-il pour chaque » naturel wne progression arithméti-
que formée de » nombres premiers distinets?

Pour n=3 telle est la suite 3,5, 7; pour n=>5 la suite 5,11,17,23,29;
pour n=6 la suite 7,37,67,97,127,157; pour »n=10 la suite 199,409,
619,829,1039,1249,1459,1669,1879, 2089 4.

On pourrait étudier la fonction g(z), o, pour z réel, g(x) désigne
le nombre maximal de termes d’une progression arithmétique formée
de nombres premiers distinets <a. On a ¢g(1)=0, ¢(2)=1 et on frouve

2 pour 3T,

3 pour T<w<23,
4 pour 23 <Ce<29,
5 pour 20w <157,

pour - 157<ex<<1307,
~ pour 1307<w<C1669,
8 pour 1669<x<<1879,
9 pour 1879z <2089,

-1 D

ot ¢(2089)=10.

On peut démontrer’) que, p étant un nombre premier, si p nombres
premiers % p forment une progression arithmétique croissante, la dif-
férence de cette progreszion est divisible par tout mombre premier <p.

4 Cf. V. Thébault, Sur les nombres premiers smpairs, Comptes Rendus de
I’Académie des Sciences de Paris 218 (1944), p. 223. Voir aussi Seripta Mathematica 13
(1947), p. 162.

) Voir, par exemple, mon livre Teoria licrb, Monogratie Matematyczne 19,
Warszawa - Wroclaw 1950, p. 490, Exercise 9.
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Il en résulte, par exemple, que si 11 nombres premiers >11 forment
une progression arithmétique croissante, sa différence est divisible par
2310.

Si p.;=97 mombres premiers >97 font une progression arithméti-
que croissante, sa différence est divisible par

PiPa. - - Das =210 Pyg.. . Pos > 21010811028,

T est done pratiquement impossible, & 1’état actuel de la science, de
trouver 100 nombres premiers distinets qui forment umne progression
arithmétique. On ne sait méme pas si une tolle progression existe.

6. Jo vais démontrer les deux théorémes suivants:

THHOREME 1. On peut supprimer dans la suites de tous les nombres
naturels une suite infinie crosssante plus vite qu'une suste infinie croissante
arbitraire donnde d'avance, de sorte que Uensemble des nombres naturels qui
restera me conlienne aucune progression arithmétique infinie.

Démonstration. Soit u;,u,,... une suite infinie croissante arbi-
traire de nombres naturels.

11 existe, comme on le sait, pour fout n naturel, des nombres natu-
rels p, et g, bien déterminés par n, tels que

n=2""1(2¢,—1).
Posons, pour n=1,2,...,
2
7“71‘ = pn.'u’n + QM *

La suite infinig v, (n=1,2,...) de nombres naturels eroit plus rapide-
ment que la suite u, (n=1,2,...) puisqu’on a v, >, pour m=1,2,. ..

Soit maintenant ak+b (k=1,2,...) une progression arithmétique
donnée, ot @ et b sont des nomhres naturels. Posons n=2%"1(2b—1);
on aura P,=a,q,=>b, done v,=p,us~+q,=au;+b est un terme de la suite
ak+b {(k=1,2,...). La suite v;,v,,... & donc des termes communs avec
toute progression arithmétique infinie. Bi l'on supprime les nombres
¥y,05,... de la suite 1,2,3,... la suite de nombres naturels qui restera
ne contiendra aucune progression arithmétique infinie. Le théoréme 1
ost ainsi démontré.

Remarqio. BEvidemment, si une suite {v,} de nombres naturels con-
tient un terme commun avec toute progression arthmétique infinie crois-
sante de nombres maturels, elle en contient une infinité. Cette remarque
étant valable anssi par rapport aux progressions ak+b (k=0,1,2,...),
ol (a,b)=1, le théoréme bien comnu do Lejeune-Dirichlet sur la
progrossion arithmétique éqnivaut & la proposition suivante {(qu'on pour-
rait regarder comme plus faible que ce dernier):
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Toute progression arithmétique ak+b (k=0,1,2,...), olt & ey b sont
des nombres naturels premiers enfre eux, centient au moins un nombre
premier ¢).

THEOREME 2. #, (r=1,2,...) danl une suile infinie croissante de
nombres nedurels, il existe towjours une suite infinie de nombres naturels
v, (n=1,2,...), eroissant plus vapidement que la suéte w, (n=1,2,..),
de laguelle on peut extraire des progressions avithmetiques finies aussi
longues gque Pon veut,

Démonstration. Soit «, (n=1,2,...) wne suite infinie croissante
de nombres naturels. Posons v,=wu,. Soit ¥ un nombre naturel ot sup-
posons avoir déjh défini tous les nombres v, pour n<k% Posoas

(2) Cpap =0 (20) u gynp pour 4==1,2,3,...,2k-- 1.

Les nombres v, se trouvent ainsi définis pour k*<n<{(k+1)2. Iis sont
done définis par induction pour fiout = naturel, et on voit que la snito
infinie v, (n==1,2,...) est croissante.

Il résulte do (2) que les termes vy, (¢t=1,2,...,2k4-1) forment
nme progression arithmétique. On peut done extraire de la suite infinje
v, (n=1,2,...) une progression arithmétique de 2k--1 fermes, donc
aussi longue que l'on veut. k

I

Il ost facile & prouver que

. Uy,
lim — =--o0.
n—so0 Un

Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

Il est enfin & remarquer que Van der Waerden a démontré la
proposition suivante:

k et 1 étant des nombres naturels donnés, il existe toujours un nom-
bre naturel n=n(k,l) tel que si I'on décompose ’'engsemble {1,2,3,...,n}
en k ensembles disjoints queleconques (parmi lesquels peuvent ge trouver
aussi des ensembles vides), au moins un de ces ensembles contient une
progression arithmétique de I nombres distincts.

Une démonstration élémentaire de cette proposition a été trouvée
par M. A. Loukomskaja’).

Or, si V'on décompose l'ensemble N de tous les nombres natburels
en deux ensembles digjoints, 4 et B, il peut arriver quaucun de ces
ensembles ne contienne de progression arithmétique infinie. Zarankie-
wicz a trouvé une telle décomposition N =4+ B, oli, de touy troiy nom-

8) Cf mon livre citd Teoria liczb, p. 526.

) CE A Al Xunuwun, Tpu ocemuyorcurts meopun wuces, Mocrna - eHuurpag
1948, p. 8-13. .
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bres mnaturels consécﬁtifs, un au moing appartient & 'emsemble 4, un
au moins & Pensemble B, et olt ni A ni B ne contient de progression arith-
métique infinie. De tels ensembles 4 et B pouvent &fre définis comme
il suib

Soit A (respectivement B) l'ensemble de tous los nombres naturels

n pour lesquols le norabre n—]—E]/ 7 est impair (respeclivement pair).
Soit # un nombre naturel. On a

/—“’_2_— "J:I:L= T <1
Vot ! ]/7@-}-2-{-]/%' ’

ot il résulte quo de trois mombros Eyn, Eya-+1 et EYnit2,
au moing deux sont égaux. Si E]/’an]/n—i—l, on a
n41-+BYn+1—(n+Byn)=1,

dott il résulbe que l'um des mombres ntH)n et n+1+E Vn+1 est
impair, 1'autre pair, done qu'un des nombres @ et n--1 appartient & 4,
Iautre & B. Si E]/ n-{—l:E]/ ﬂé, on conclut pareillement que l'un des

_nombres m--1 et m--2 appartient & A et lautre & B.

Soit maintenant ak-+b (k=0,1,2,...) une progression arithmétique,-
olt @ et b sont des nombres naturels. Posons :

m=a-46b*tb, n=a{4ab?— 2b)+b;

los nombres = ot m sont évidemment dos termes de la progression
ak+b (k=0,1,2,...). On a

(2ab)? < m=(2ab)?+ b< (20b)* + dab+ 1= (2ab +1)2,
d'ot 2ab < Ym<2ab4-1, ce qui prouve que
(3) Eym=2ab ot  m+BYm=(26b)*+2ab+b.
D’autre part, on a

(2ab—1)2=(2ab)2——4ab+1<(2ab)2-—2ab+b=n< (2ab)?,
dlotl  2ab—1< }/n < 2ab, ce qui prouve que
4) BYn=2ab—1 et  n-+BYn=(260)2+b—1.
On a aingi, d’aprés (3) et (4), m+E1/E—(n+€]/n)=2ab+1, ol il Ité-
sulte que l’un des mombres m+E1/ﬂ—@,n—|—E ¥n est impair, I'autire pair,
done que I'un des nombres m,n appartient 3 A tandis que l'autre j B{;

Lo progression ak-+b (k=0,1,2,...) & donc des termes dans )

des termes dans B; olle ne peuti done &tre co.ntenue 1.1i dans A ni dans
B. Les onsombles 4 et B ont done les propriétés dégirées.

Colloquinm Mathematicum IXL. 1
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