C O M PTES. R END U S
SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE
SECTION DE WROCLAW ‘
SEANCE DU 5 JANVIER 1951
W. Szmielew (Varsovie), Sur les théorémes communs & toutes les
theories axiomatisables.
H. Fast, Sur les fonctions jouissant de la propridié de Darbowr.
Démonstration de V'existence d’une suite uniformément convergente
de fonctions & propriété de Darboux, dont la limite ne jouit pas de cette
propriété.
: SEANCE DU 12 JANVIER 1951
J.Lo§, An algebraic proof of completeness for the two-valued propo-
sitional calewlus (voir Colloquinm Mathematicum 2 (1949-51), p. 236-240).
SEANCE DU 19 JANVIER 1051
J.hukaszewicz, Sur lo liaison et lo division des points d'un ensem-
ble fini (travail collectif, voir Colloquinm Mathematicum 2 (1949-51),
. 282-285).
C. Ryll-Nardzewski, D. Blackwell’s conjecture on power series
with random coefficients (voir Studia Mathematica 13 (1953), p. 30-36).

SEANCE DU 26 JANVIER 1951

E. Marezewski, Démonstrations demistence dans la théorie des pro-
cessus - stochastigues. _

Remarques concernant les démounstrations d’exigtence & Vaide du
théoréme de Kolmogoroff sur les mesures dang les produits cartésiens
infinig.

J. Mikusinski, Sur les dquations différenticlles du caleul opératoire
et lewrs applications auw dquations classiques auw dérivdes partielles (voir
Studia Mathematica 12 (1951), p. 227-270).

SEANCE DU 2 FEVRIER 1951

J. Mikusitiski, Sur les fonctions exponentielles du caleul opéraioive
{voir Studia Mathematica 12 (1951), p. 208-224). .

J. Mikuginski, Remarks on the moment problem and. a theorem of
Picone (voir Colloquinm Mathematicum 2 (1949-51), p. 138-141).

H. Steinhaus, Sur les chaussures (4 paraitre dans la mouvelle
édition polonaige du livre ,Kalejdoskop Matematyczny’’).
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Le nombre n (p. ex. 57) étant donné, il s'agit de déterminer un
agsortiment de n chaussures-modéles reduisant au minimum la différence
entre un pied quelconque et le modéle le plus proche. Le probldme
revient & déterminer convenablement s points sur le plan (z,y), # étant
la longueur et y largeur du pied. La solution traditionnelle correspond
aux centres d'un réseau quadratique, la solution proposée aux ceux
d’un réseau hexagonal: elle réduit sensiblement les distances sans intro-
duire des inconvénients pratiques. ’

SEANCE DU 16 FEVRIER 1951
J. Mikusidski, Sur les dguations différentielles du caleuwl opératoire
{suite). .
B. Gladysz, Sur les fonctions faiblemeni indépendantes (en prépa-
ration pour Studia Mathematica).

SEANCE DU 23 FEVRIER 1951

J. Lo§, Swr le ,,Schubfachprinzip” de Dirichlet.

Démonstration, dans des hypothéses trés générales, de l’éqﬁi-va,lenee
entre le principe de Dirichlet et celul d’induction (probléme posé par
K. Zarankiewicz, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego Warszaw-
skiego 41 (1950), p. 3) _

H. Steinhaus, Swr la ddeision alternative dans le contréle de la
qualite. .

SEANCE DU 2 MARS 1951
C. Ryll-Nardzewski, Sur les fonctions équicontinues.

SEANCE DU 9 MARS 1951
A. Zigba, Sur les dquations différentielles dans la thdorie de la pour-
suite. :
Dans la théorie de la pourguite, on se trouve en présence du pro-
bléme concernant lestimation du maximum de la différence des ordon-
nées des polygones de Cauchy-Euler pour les équations

(1) y'=f(w,y@), ¥ =flo—Ade,y@—A),

gui correspondent aux mémes conditions initiales y(w,)=1vy, et qui sont
situés dans la méme région Q. Le passage de 1’égquation (1) & ’équation

y' =flo—Aw,y (@)

tombe sous la théorie ordinaire des équations différentielles au para-
matre. Il suffit done de s'occuper de la comparaison de 1’équation (1)
ot de I’équation

v =f(e,y(0—40)).
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Liestimation du maximum de la diiférence des ordonnees, en méme
temps que la démonstration de la décroissance infinie de cetite différence
avec Az tendant vers zéro, se fait en deux étapes:

19 Soit #,(x) une solution de I’équation (1) assujettie aux condi-
tions initiales données. En soumettant la fonction f(z,y) & lopération
que nous appelons monotonisation, on parvient & la fonction

max[f{#,7)] pour #H(¥)<I<Y,

7

F(o,y)=1 . _ - ,
| min (@, 9] powr y<T<n(o).

¥

La fonction F(x,y) ainsi définie est continue, satisfait & la condi-
tion de Lipschitz etc., pourvu que la fonction f(w,y) ait également ces
propriétés. La raison pour laquelle la fonction F(m,y) se préte & esti-
mation de la différence en guestion est que les équations y'=f(x,y) ot
y' =F(@,y) ont la.méme solution satisfaisant & la condition y (7)) =y,
et que l'on a en méme temps

Yola) <y (2) <Y (0) ou bien ¥y(3) <y (o) <yolw) |

suivant que ¥, (z) <y () oW ¥, (@) <¥o(my); ¥, ot ¥, désignont ici les
golutions de la premiére et deuxiéme de ces équations respectivement,
assujetties aux conditions initiales quelconques, mais identiques. On déduit
des inégalités amalogues pour les polygones de Cauchy-Huler qui corres-
pondent & la subdivision de 'axe des @, 1a méme pour les deux égnations.

- 20 Admettons, pour fixer les idées, que Ax>0. Alors le polygone
d’Euler de 1’équation

(2) y'=F(v,y(o—4n))
ge trouve situé au-dessous de celui de 1’équation
(3) y'=F(z,y (x)+0)

et qui correspond 4 la méme subdivision de I'axe des z ot anx mémes
conditions initiales; ici

d=—[min ¥ (z,y)] dz,
‘les variables z et y parcourant la région Q. La situation de ces lignes

résulte de la mongtonie de la fonetion F(xz,y) par vapport &y et de la
Yelation

y (@ — Aw) —y (v) < — [min F(x,y)] Az.
De mémo, le polygone de Cauchy-Euler de Déquation (2) est gitud
au-dessus de celui de 1équation
(4) y'=F(z,y(@)+5),
on -
Sy =—[max F{z,y)] Ax.
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(’est ainsi que le polygone & examiner se trouve entre ceux des
équations (3) et (4). Les nombres & et &, y jouent le réle des parame-
tres ordinaires et ils sont évidemment aussi petits que I'on veut pour
Aw gutfisamment voisin de zéro. Lorsque 6,=0=0, y,(2) est la solu-
tion commune des deux équations.

Un procédé analogue d’estimation se laisse étendre aux systémes
d’équations.

A. Zieba, Swr une généralisation de la notion de solution ddquation
différentielle.

Un role important dans la théorie de la poursuite revient & 1’dqua-
tion

(1) Y =f(z,y,y)

olt 4" ot 'y désignent la dérivée de droite et de gauche respectivement.
On trouvera évidemment toute solution dérivable de 1'équation (1) en
régolvant 1’équation différentielle ordinaire

@) f(®,y,y)—~y'=0.

Mais le probléme s'impose, dans quelles conditions est-il possible
de parvenir & la solution de ’éguation (1) par approximation i laide
des polygones de Cauchy-BEuler (la direction de chague chainon dépen-
dant done mon seulement de son point initial, mais aussi de celle du
chainon préeédent). Outre la condition initiale y(#,)=vy,, on aura alors
la condition "y (2)="4,.

TaEOREME. Si la fonction f(2,y,"y) est continue et la fonciion y' =g (z,v)
obtenue par la résolution de Déguation (2) par rapport & vy satisfuit
& T condition de Lipschitz par rapport & y dans la région donnée, la condition
necessaire et suffisante pour que les polygones de Cauchy-Euler géndralises
de Véguation (1), tracds d’un poimt arbitrairement fizd dons cette région,
approchent une et une seule courbe de classe O, (solution de Véguation (2)),
est que Dindgalite

‘ﬁﬂf,y,’y)

o'y |<1

se presente pour toules les valeurs admissibles de x, y et 'y.

La démopstration fait intervenir une forme convenable du -théo-
réme sur le point fixe et Popération de monotonisation, envisagée dans la
communieation qui précéde, de la fonction g(x,y). On a ainsi, en méme
temps, un mode d’évaluer l'exactitude de l’approximation en question.

C. Ryll-Na‘,rdzéwski, Un théoréme sur les moments ef ses appli-
oations,
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SEANCE DU 16 MARS 1951
{commune avec la, Société Polonaise de Physique, Section de Wroclaw)

R.S. Ingarden, La théorie statistique de la granuldritd des mate-
rigux photographiques (voir R. 8. Ingarden i J. G.-Mikusinski; Uwagi
teoretyesne o ziarnisto$el wywolanych warstw fotograficanyeh, Prace Wro-
clawskiego Towarzystwa Naukowego, Seria B, 41 (1952), p. 5-15).

SEANCE DU 30 MARS 1951

O. Ryll-Nardzewski, Sur les sdries de puissances dans le caleul
opératoire (voir Studia Mathematica 13 (1953), p. 41-47).

K. Florek, Sur le processus stochastiqgue de Poisson {voir K. Flo-
rek, B. Marczewski and C. Ryll-Nardzewski, Remarks on the Pois-
son Stochastic Process (I), Studia Mathematica 13 (1953), p. 123-130).

E. Marczewski, Remarques sur le processus stochastique de Pois-
son (voir K. Florek, B. Marczewski and C. Ryll-Nardzewski,
Remarks on the Poisson Stochasiic Process (I), Studia Mathematica 13
(1953), p. 123-130).

SEANCE DU 6 AVRIL 1951

W. Slebodzinski, Sur le probléme de Dégquivalence de deww formes
quadratiques diffdrentielles extdrieures.

Soit
1 Tt
=3 @, [ da” dor” ]

une forme différentielle extérieure de rang et de classe n=2r, En la dif-
férentiant extérieurement, on obtient la forme du troisiéme degrd

1
49 = = 8,5, [0 02’ 4o

En montant les indices au moyen des composantes contrevariantes o
du bivectour a,, on déduit du trivecteur g, le vecteur §,=8.¢ ot le
bivecteur 8,,=8,,,8%, auxquels correspondent les formes
1
v o=8,de*, @=—2" 8, [do” @],
‘La formule
[(Q400) ] = (Up@"4- A0 .. Ay - [dat da®. .. ™),

ol ¢ est un paraméfre arbitraire, nous fournit » invariants différentiels
du premier ordre de la forme 2 que nous désignerons par Iy
(h=1,2,...,7)..

Maintenant supposons que £ soit présenté sous la forme

(1) . ’ Q= é [oiw’],

$=1
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w® désignant n. formes différentielles linéaires et indépendantes et que
o et do soient anssi exprimés au moyen des. formes w*. L’expression (1)
reste invariante, si I'on fait sur les o une substitution du groupe sym-
plectique Sp(n). Au moyen des substitutions de ce groupe ou pout
réduire les formes o et do. Dans le cas général on obient ainsi

) o=ottwit. . o,
@ do=K,[o'e™+.. + K, [o"0™].
Les coefficionts I, sont des invariants différentiels du deuxiéme ordre
de la formo 2. En se servant des invariants I, et K, on peut réduire le
groupe congorvant les expressions (1) et (2) & lidentité ce qui résoud
le probléme. La méme méthode s’applique & d’autres cas, ol §,70.

K. Urbanik, Sur los ensembles plans composds de segments paralléles
(& paraitre e¢n polonais dans Wiadomodei Matematyczre).

SEANCE DU 13 AVRIL 1951
H. Steinhaus, Sur les fonctions indépendantes (X}, Equipartition
des moldeules dans wun rdeipient -cubique (voir Studia Mathematica 13
(1953), p. 1-17).

SEANCE DU 27 AVRIL 1951
J.Lod, Sur les transformations conservant les relations.

J. Liod, Remarque sur Péquivalence entre le théoréme de Tychonov el
Dawiome du choiw.

SEANCE DU 4 MAI 1951

J. Mycielski, Sur les représentations des mombres naturels par des
puissances & base et ewposants maturels (voir Colloquium Mathematicum
2 (1949-51), p. 254-260).
~ J. Mikusitiski, 4 theorem on moments (voir Studia Mathematica
13 (1953) p. 191-193). °

H. Steinhaus, Sequential statistical appraisal ((u paraitre en polo-

naig dms Zastosowania Matematylki). ‘

Tests to determine the values of single items of a lot are agreed
npon by the partners involved. The rule fixing the price of the whole
lot at ¥m, N being the size of the lot and m the mean value of n items
chosen at random for exemination, iy algo binding for both, buyer and
geller. The following rule, defining the size » of the sample, is the essen-
tial part of the agreement.

The buyer is bound to pay for the lot the price asked by the seller;
if not, he chooses a number of items. end examines them at his costs;
let us call n; the number (n, depends only of the buyer). If the seller
does not agree to put s, for » in the rules above, he is allowed to exa-

Colloquium‘ Mathematioum ITL 1 6
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mine n, new items (n, depends only of his choice and he pays for the
examination of the new items). If the seller does not agree to put
n=n;-+%,, he can examine n, further items, and: so on. The variations
of m resulting of the increase of the sample’s gize eventually hecome
so small that the gain expected as a possible result of further cxemi-
nation appears ohviously to be less than the cxpenges connected with
the examination of a single item. Thus the economic pressure will even-
tually stop the procedure after % steps, % being finite, and n=sn, {n,
+...-+n; will be agreed upon by both partners.

The antagonistic principle of “fair division” iy unmistekeably inhe-
rent to the method above.

SEANCE DU 11 MAI 1951

Séance solennele an 40° anniversaire de I'activité scientifique de Hugo Steinhaus

W. Orlicz (Poznat), Traveur de H. Steinhous sur lo thdorie des
séries orthogonales el sur Panalyse fonctionnelle. :

E. Marczewski, Travauz de H. Steinhaus sui o théorie de la me-
sure et le calcul des probabilites.

H. Kowarzyk et J. Perkal, Les problémes d’application protique
dans les travauxr de H. Steinhaus.

SEANCE DU 18 MAI 1951
H. Steinhaus, Sur les principes du contréle statistique (& parsitre
en polovais dans Zastesowania Matematyki).

SEANCE DU 25 MAI 1951
{eommune avec la Société Polonaise de Physique, Scetion de Wroclaw)

R. 8. Ingarden, Nowveau mode de formuler la méeanique relativiste
des quanio.

_ SEANCE DU 1 JUIN 1951
W.Slebodzinski, Loeuvre scientifique @Blie Cartan.
S:Hartman, Uber die Abstinde von Punkien né auf der Freis-

peripherie (voir Annales de la Société Polonaise de Mathématique 25
(1953), p. 110-114).

SEANCE DU 8 JUIN 1951
0. Ryll-Nardzewski, Sur certaines méthodes parfaites des som-
mations. '

B. Knaster, Sur un continu irréductible construit par J. Miodu-
seewski. ‘ : ;

Quelques . propriétés des sous-engembles connexes du continu, irré-
ductible K .de dimension 2, établies par J. Mioduszewski (voir Collo-
quinm Mathematicum, 2 (1949-51), p. 323).

COMDTE S

SEANCE DU 12 JUIN 1951
V. Pleskot (Prague), Sur les methodes nomographiques.

SEANCE DU 15 JUIN 1851
" consacrée & la mémoire de Maksymilian Tytus Huber

A, Wysocki, La vie de M. T. Huber.

8. Drobot, Travaux scientifiques de M. T. Huber (voir ce fascicule,
p. 63-72).

SEANCE DU 22 JUIN 1951

8. Hartman, Quelques estimations. :

Désignons par e¢(e) le reste modulo 1 du hombre a et, pour tout
intervalle I1C {0,1), par A(x,I,N) le nombre des nombres naturels k<N
tels gue e(kx)eI. Posons v

Rz, N)=Y o(nz)—N[2.

n=1

1
TadorbME I. sup f!A(m,I,N)—N]I||dw=()(log°N),
S0
. 1 |
[ |R(2, N)|dw=0(logN).
0
1
TagoREME 1T  sup [ [d(z,I,N)—NI|]Pde=0(N),
10
| [R(2,N)Pdz =0(N).
0
Le théoréeme IT est & comparer avec un résultat de J. F. Koksma,
communiqué en septembre 195112),
W. Wolibner, Sur lo vélocité des ondes.

SEANCE DU 28 SEPTEMBRE 1951
J. Lok, Sur Dexistence dune définition du bon ordre.
W. Wolibney, Une dquation intdgrale pour les fonctions définies sur
la sphére.
J. Lok, Sur les subdivigions primeires des rectangles.

SEANCE DU 5 OCTOBRE 1851
W. Skrzywan, Remarques sur Uapplication de la distribution de
Poisson.
Analyse des exemples concrets des populations statistiques dont la
dercription & Paide de la distribution de Poisson #'accorde mal avec 1’ob-
servation. Exemples de diverses autres distributions, basédes sur des

1) J. F. Koksma, On a certain integral im the theory of uniform distribu-
tion, Indagationes Math. 13(4) (1951), p. 285-287.
6
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hypothéses différentes et qui se laissent appliquer au lieu de la digtri-
butlion poissonienne. Indication des difficultés pratiques de wvérifier i
les hypothéses conduisant & cette distribution se trouvent réalisées et
mige en évidence des ¢léments convontionnels dang les descriptions do
ce genre.
SEANCE DU 12 OCTOBRE 1951

J. Mikusitigki et C. Ryll-Nardzewski, Application du colenl
opératoire & la théorie des eircudts dléctriques (von‘ J. G.-Mikusidski,
Rachunelk Operatoréw, Monografie Matematyezno, & paraitre).

SEANCE DU 16 OCTOBRE 1851
E. Marczewski, Sur les oongméncee ot les propridiés pom‘t?ﬁ'vas dal-
gébres abstraites (voir Colloquium Mathematicum 2 (1949-51), p. 220-228).
J. Log, Recherches algebriques sur les operations analytiques et quasi-
enalytiques (voir Annales de la Société Polonaise de Mathématique 25
(1952), p. 131-140).
SEANCE DU 26 OCTOBRE 1951
E. Marczewski et C. Ryll-Nardzewski, Sur lo mesurabilild des
fonctions de plusieurs variables (voir Annales de la Scciété Polonaise de
Mathématique 25 (1952), p. 145-154).
H. Fast et A. Gotz, Swr Vintégrabilitd riemannienne de la fonetion
de Crofton (voir Annales de la Société Polonaise de Mathématiquo 25
(1952), p. 309-322).

SEANCE DU 9 NOVEMBRE 1651
C. Ryll-Na,rdzewski, Sur les travaus de I. M. Gelfand.
8. Hartman, Sur les travaux de D. B. Menchov.
J. Lukaszewicz, Sur les travaur de N. W. Smirnop.

SEANCE DU 16 NOVEMBRE 1951
A. Grzegorezyk (Varsovie), Some classes of recwrsive funetions
(Rozprawy Matematyczne 4, Warszawa 1953).
" T.Eo4, Sur les congruences dans les algébres abstraiies.

SEANCE DU 20 NOVEMBRE 1951
K. Zarankiewicz (Varsovie), Sur certains ensembles sw(mlm# de
points auw coordonnées entiérest).
5. Hartman, J. Mycielski et C. Ryll- Nardyowhk], Systémes
spéeiaua de points & coordonndes entidres.

Les auteurs ont partiellement ré%olu le probléme snivant de K. /Jm
rankiewicz?):

3 K. Zarankiewicz, P 101, Colloquium Mathematwum 2 (1949-51), p. 301,

COMPTESR RENDLUS : 8)

\

Efant dooné un carré nxn dans le réseau des points & coordonnées
entiéres quel est lo plus grand nombre de points que 'on peut y choeisir
de rmaaniére (u’il ne se trouve parmi eux aucun systéme de 4 points”
situés aux sommets d'un rectangle?

En désignant par K (»n) le nombre en question, les auteurs démun-
trent que

(1) ('3 Y3 e)ud :

,_,_]/ ‘)__{‘) n3<1\_(lb) (D_"—s) /2

pour tout >0 & partir dun n suffisamment grand.

SEANCE DT 30 NOVEMBRE 1951
- B. Marczewski, On a measure theovetical treatment of some stocha-

stie processes.

A meagure theoretical treatment of 80Ime proceses conmdered by
A. Rényis). '

C. Ryll-Nardzewski, Sur un probléme de B. Knaster.

Un théoréme sur I’homogéndité topologique de I’ensemble de Can-
tord), o

H. Steinhaus, Swr la longuewr des courbes sur la sphére (voir
H. Steinhaus, Length, shape and area, ce fascicule, p. 1-13).

SEANCE DU 7 DECEMBRE 1951
R. Zuber, Sur dewr mdthodes de résolulion de certaines dquations
différentielles ordindires.

H. Stemhaua, Sur la recherche de paternité (& paraltre en polo-
nais dans Zastosowania Matematyki).

W. Skrzywan, The greatest known prime number.
Miller and Wheeler?) informed not long ago the largest known
prime number was :

180(2197—1)2 1.

I computed this 79-digit number in ca 2,5 hours with an' ordinary
desk arithmometer and found it to be equal:

8 210 644, 015 679 228 794 060 694 325 391 135 853
335 898 483 008 056 458 352 201 854 618 372 555 735 221.

’) A. Rényi, On some problems concerning Poisson processes, Publicationes
Mathematicae 2 (1951), p. 66-73.

4 Cf. B. Knaster et M. Reichbach, Homogénéité des ensembles et prolon-
gements des homéomorphies, Fundamenta Mathematicae 40 (1953), & paraitre,

8y J. C.P: Miller and D.J. Wheeler, a letter to the editors, Nature 168
(1951), p. 838. Tt should he added that in 1952 larger prime numbers were found.
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SEANCE DU 14 DECEMBRE 1851
J. Mikusinski et C. Ryll-Naxdzewski, Un théoréme sur le pro-
"dwit de eomposition des fonctions de plusieurs variables (voir Studia Mathe-
matiea 13 (1953), p. 62-68).
J. Mycielski, Sur les représentations des nombres naturels par de
puissances & base et evposant naturels (suite, voir la séance du 4 mai 1951).
A, Gotz and E. Marczewski, On the frequenoy of numbers in certain

eXPANSIONS.
Let us consider the expansion of each number of the unit interval

in a continuous fraction:
1 1
= rJ + —J +. .
Ny Mg

It is known®) that each positive integer 4 has a well determined
frequency d; (not depending onm ) in the sequemce {n;} and that

(1) dy+dy+..

Borel theorem on mnormal numbers says that systemadn( fractions
have an analogical property.

‘The purpose of this communication is to remark that the expan-
sions of the form

'ns 'H-s "
L A=5 +§E o (0 ny<<j)

have not-the property (1). More precisely, for almost all z, every non
negative integer has the frequency zero in the sequence {ny}.

That is an easy consequence of a corollary of the strong law of
lamge numbex‘a’).

l) Theorem of P. Lévy See e.g. C. Ryll-Nardzewski, On ithe ergodic
theorems (II}, Studia Mathematica 12 (1951), p. 74-79, especially p. 78, Corollary 1.
7} See e.g. P. R. Halmos, Measure Theory, New York 1950, p. 205, (6).
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