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Les méthodes de Toeplitz et les méthodes fonctionnelles (voir défini-
tion 1 ci-dessous) satisfont aux conditions 1° et 2°. Toeplitz [9] a donné
des conditions simples, nécessaires et suffisantes, pour qu'une méthode de
Toeplitz satisfasse & 3°; les théorémes IT et ITI sont analogues & ceux de
Toeplitz e6 Schur. Steinhaus [8] & démontré qu’il existe, pour toute
méthode permanente de Toeplitz, une suite non limitable dont chaque
terme est 0 ou 1; la démonstration s’étend sans peine aux méthodes
fonctionnelles. T1 s’ensuit qu’aucune des méthodes permanentes de Toe-
plitz ainsi gqu’aucune des méthodes permanentes fonctionnelles ne peut
embrasser la classe entidre des suites bornées.

Soient A, et A, deux méthodes de limitation. Il peut arriver quune
suite w, soit limitable 4, et ne soit pas limitable 4,, qu'une autre suite z,
soit limitable A, et ne soit pas limitable A,. Dans ce cas il peut étre avan-
tageux de eonsidérer les deux méthodes A, et A, comme une seule méthode
qui limite les deux suites @; et x,. Ainsi on peut augmenter 1a clagse des
suites limitables. Or, afin que cette nouvelle méthode soit univoque,
il faut que les deux méthodes A, et A, soient compatibles, c’est-h-dire
que A, (x)=A,(z) pour toute suite ¢ limitable par chacune de ces métho-
des. I1 v a done intérét d’étudier la compatibilité de différentes méthodes.

Pouwr mieux préciser le probléme, nous commencerons par quelques
définitions.

DEFINITION 1. On dit qu'une suite ao———{E"} est limgtable au nombre
£ par une méthode fonctionnelle A, définie par une suite de fonetions (3, (1))
(0<E<T <o), en symbole A(x)=§, lorsque

1° Ta série

2 () s
n=>0
converge vers ume fonction A(t;z) pour 0<Ci<T;
20 Hm A ($;%)=E.
i->Tr—
La fonction A(l;z) sera dite transformée de a.
8i, en particulier, les A,(f) sont des fonctions continues pour 0<Ci<

<T=co et linéaires dans les intervalles m—1<i<m (m=1,2,...), on se

trouve dans le cas équivalent aux méthodes de Toeplitz avec la matrice
(Amn)y O Ay ,=2,(m). La condition équivalente & 2° peut alors s’écrire
comme suit:

im }A,,&=¢

m-+00 n=0

Une méthode de Toeplitz est dite normale lorsque 4., #0 et 4,,,=0

pour m<n. La classe des méthodes fonctionnelles est évidemment. plus
riche que celle des méthodes de Toeplitz.
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DEFINITION 2. L'ensemble A* des suites limitables par wne méthode A
sera dit domaine de .

DEFINITION 3. La méthode M est plus générale que A lorsque A*CM*,
c'est-a-dire lorsque toute suite limitable A est limitable M.

D#rFINITION 4. Les méthodes A et M sont compatibles dans X (X dé-
signe une classe de suiles) lorsque, pour toute suite xe X limitable par A
et par M, on a A(x)=M ().

8i X embrasse toutes les suites numériques, les méthodes A et M
sont compatibles (complétement).

DEFINITION 5. Les méthodes A et M sont équivalentes lorsque A*=M*
et A(x)=M (x), ¢’est-a-dire lorsque toute suite limitable par Vune quelcongue
de ces méthodes est limitable par Vauire au méme nombre.

DEFINITION 6. Une méthode A est parfaite au point mz,, lorsque, pour
toute méthode M permanente (dune classe considérée de méthodes) et plus
générale que A, on a A(xy)=M (2,). Une méthode A est parfaite lorsqu’elle
est parfaite en tout point wed”.

DErFINITION 7. Une méthode A est translative & gauche lorsqu’elle
a la propriété suivante: Si une suile {;—‘,,] est limitable A, la suite que Pon
obtient de {5,,} en négligeant le premier terme est limitable A au méme nombre.

Une méthode M est translative & droite lorsqu’elle a la propriété sui-
vante: 8§ une suite {&,) est limitable M, toute suite que Pon obtient de [,
en ajoutant au commencement un terme quelcongue est limitable M au méme
nombre.

Une méthode est translative lorsqu’elle est translative & gauche et & droite.

Mazur [2] a remarqué que le domaine N* d’une méthode normale N
peut étre considéré comme un espace B de Banach. Il s’ensuit que toute
méthode de Toeplitz, plus générale que N (définition 3), est une fonction-
nelle additive et continue dans N* et réciproquement. Ceci conduit natu-
rellement & la motion de méthode parfaite (définition 6). Mazur [2]
a démontré que les méthodes B, d’Euler et les méthodes () de Césaro sont
parfaites. Par conséquent, les méthodes H, de Holder sont aussi parfaites,
car elles gont équivalentes (définition 5) & . Pour ¢, ce résultat est di
4 Orlicz [7]. ‘

Mazur et Orlicz [4] ont continué la méme idée en étudiant les
méthodes de Toeplitz arbitraires et sont ainsi parvenus & la mnotion
d’espace B, qui est une généralisation de I’espace de Banach.

Ces aufeurs [3] ont publié une parfie de leurs résultats, néanmoins
sans en donner les démonstrations, déja en 1933; leurs recherches n’ont
4té publides enfidrement que dans [10]. J’ai pris connaissance de leurs
fravaux au séminaire de I'Institut Mathématique de 1’Académie Polo-
naise des Sciences, dirigé par M. S. Mazur en 1949.
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Dans eo travail nous suivons la méme voie et appliquons la théorie
de Tespace B, & I’étude des méthodes continues (définition 8); en par-
ticulier les théorémes IV, V, VI, IX, X, lemmes 6 et 7 généralisent
les théoremes de Mazur et Orlicz [10] sur les méthodes de Toeplitz; les dé-
monstrations sont, en partie, analogues & celles de 8. Mazux et W. Orlicz.
Ties méthodes continues embrassent les méthodes classiques d’Abel et
de Borel et les méthodes équivalentes (définition 5) aux méthodes de
Toeplitz. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une méthode continue soit parfaite (théoréme IX). Cela permet de
montrer, en particulier, que la méthode d’Abel est parfaite. Il est infé-
resant quil existe des méthodes trés réguliéres qui ne sont pas compa-
tibles; nous donnons au §3 un exemple de deux méthodes permanentes,
parfaites et translatives, mais non compatibles.

Je tiens & remercier M. 8. Mazur pour ses remarques et les pro-
blémes qu’il & suggérés, concernant ce domaine.

§ 1.
Levve 1. Supposons que les fonctions A,(t) (n=0,1,2,...) sodent
définies pour 0<#<<b et que
(@) la série

B®) =n§ (0]

converge partout dans Dintervalle 0<{t<<b;
(b) pour toute suite w={£,} ayamt zéro pour lLimite, la fonction

At30)= 3 1a(t) én
n=0
soit bornée dams un voisinage b—d,<<1<b.
Cela étant, la fonction B(t) est bornée dans un voisinage & gauche de b.
Démonstration. Supposons au contraire qu'il existe une suite
[t} telle que

10 0<t,<b, 2 limt,=b, 30 lim B(t,)=c0.

m->00 m—>0Q
En vertu de (a), 4(t;2) est, pour ¢ fixe, une fonctionnelle linéaire?)
dans l’espace ¢, (des suites convergentes vers zéro); la norme de cette
fonctionnelle est B(f). En vertu de (b), la suite 4 (4, ;) est bornée pour
tout z fixe (zeCy), done, d’aprés un théoréme de Banach et de Steinhaus?),

2) Cest-a-dire additive et continue.
%) Banach [1], p. 67.
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les normes de A(iy,j;#) sont bornées, ce qui est en contradiction
avec 3°.

THEOREME I. Pour gqu'une méthode fonctionnelle A transforme toute
sutte :c:[én] convergente vers zéro en une fonction

A(t;2)= Z:]Zn(t) €ns
bornée dams Vintervalle 0<t<T, il faut et il suffit que

10 YAB<E<oo pour 0<t<T,
n=0

ol K ne dépend pas de 1.

Démonstration. La suffisance est &vidente. Pour démontrer la
nécessité, supposons que la condition 1° ne soit pas satisfaite. Alors il
existe une suite i) telle que

(a) 0<t,<T et (b)) Lm >[4, (f.)=0cc.
M0 N==0
Considérons maintenant une suite de fonctionnelles

)= 3 nltn) (m=1,2,3,...)

définie dans ¢,. Si A transforme toute suite z e ¢, en une fonction bornée,
la série

,,2:., In(t) &

est convergente pour toubt zeo, ef, par conséquent, la suite

0

2 1 ()]

n=0

est convergente; les fonctionnelles f,(x) sont done continues et bornées
pour tout » fixe. Done, en vertu du théoréme cité de Banach et de Stein-
haus?), leurs normes

ol =§‘ TRORY

sont bornées, ce qui contredit (b).

REMARQUE. Le théoréme reste vrai lorsqu’on y remplace ‘‘suite con-
vergente vers zéro” par ‘‘suite bornée’.

4) Banach [1], Théoréme 5, p. 80.
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TrtoriME II. Pour quwune méthode fonctionnelle A limite toute suite

mz{fn} convergente vers zéro, il faut et il suffit que soient satisfaites les con-

ditions suivanies:
10 31 ewiste un nombre t, (0<t,<<T) tel que

(8) Y@< K<oo pour HLh<t< T,
n=0

) Nlal)<co pour 0<t<t;
. n=0

2 lim,(f)=0, (#=0,1,2,...).
=T

8i Tes conditions 1° el 20 sont satisfaites, toute suite o= [En} convergente
vers zéro est limitable &

A@)= Y an &y
n=0
Démongtration. Suffisance. Il résulte de 1° (a) que

P
SLH <K - pour p=1,2,3,...,

n=0

d’ol, en faisant ¢ tendre vers I'infini,

¥4
ZL[M<K pour p=1,2,3,...,
n=
done

(o)
Congidérons la différence

()= 3 5"",2, D 8) -

DM

an| < K.

n=0

On voit que

N o )
®)  18OI<] Y [on—A (1)1 &| + sup lsnl[ 2 @i+ Ianl]-
n=0 n=N+1 n=N+1 n=N+1
O]:Eoisissons un nombre N de manidre que |&,|<<e/4K pour n >N
((ée qui est possible, ear £,—0), ensuite un nombre ¢, (f,<t,<T) de ma-
nitre que le premier terme du second membre de (8) soit inférieur & &/2

pour ¢, <t<T (ce qui est possible en vertu de la condition 2°, car la
gomme est finie). On a alors

jof)|<e pour i<i<T,
co qui prouve la suffisance.
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Nécessité. D’aprés la supposition, la série
oo
2 (B) b
n=0
est convergente pour foube suite m={§,,} convergente vers zéro; donc

E’M,.(t)l<oo powr 0<t<T,

n=0

ce qui prouve la nécessité de Ia condition 1° (b). La condition 1°(a) est
satisfaite, en vertu du lemme 1. La condition 29 est satisfaite, car la suite
¢, (dont le n-itme terme est 1 et tous les autres 0) est limitable d’aprés
la supposition.

COROLLAIRE 1. Pour qu'uné méthode fonctionnelle A limite & #zéro
toute suite me oy, 1 faut et il suffit que les conditions suivantes soient sabis-
faites:

10 41 ewiste un nombre ¥, (0<ty<<T) tel que

(@) D@I<E<oo pour t,<t<T,
n=0

(b) illn(t)l<oo pour 0 <t <ly;
n=0 !

2 Hmi,(f)=0 (n=0,1,2,...).

COROLLAIRE 2. Si la méthode fonctionnelle A limite toute suite conver-
gente vers zéro, on &

3| lim 4, ()] <K < co.
n=0 {—>T—

TEROREME III. Pour gqu'une méthode fonciionnelle A limite toute
suite w={&,) comvergente, il faut ¢t il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites:

1° et 2° du théoréme II,

$ lm S (f)=a '

f—+T'— n=0

S Tes conditions 1°, 20 et 3° sont satisfattes, on a, pour toute suite con-
vergente m={&,}, &>, .

(@) A(m)-—ﬁaﬂms(a _ San)
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Démonstration. Suffisance. Soit z=|&,} une suite convergento
vers £ Alors m1={§n—5} est une suite convergente vers zéro, et, en vertu
du théoréme II, on a

‘ ‘/l(ml)=nz;aﬂ f,.—EﬂZ:)an‘

La suite ¢ dont tous les termes sont égaux & 1 est, en vertu de la con-
dition 3% limitable &% a: A(¢)=a. On a évidemment x=w,}&e, d’oll
A(@)=A(x;)+EA(e). En substibuant pour A(z,) et A(e) les expressions
obtenues précédemment, on parvient & 1’égalité (w). ‘

Nécessité. Le théoréme II implique la nécessité de la condition
1° et 2° La nécessité de 3° résulte de ce que la suite ¢ est limitable.

COROLLATRE®). Pour gqu'une méthode fonctionnelle A soit permanente,
il faut et 41 suffit que

10 41 existe un nombre t, (0<t,<<T) tel que

00

(@) Y@< E<oo pour 1,<t<T,

n=0

(b) §|1n(t)l<oo pour 0<E<ty;
20 lim 2, (1)=0 (n=0,1,2,...); "
F R i

3¢ lim }.(5)=1.
t> T n=0
REMARQUE 1. La condition 1° de ce théoréme ne peut pas étre rem-
placée par la condition 1¢® du théoréme ITc (p. 41) On le voit bien, en
posant par exemple

(I—-1)t"  pour t#£l/m (m—naturel),
A ()= 1 pour i=1/m et n<m,
0 pour f=1/m et n=m,
ot T'=1.
§ 2

DErFINITION 8. Une méthode fonetionnelle A (définition 1) est dite
continue lorsque

10 los 2, (t) sont combinues pour 0t<T (n=0,1,2,...);

%) Ce théordme est éonnu.
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20 41 ewiste ume suite croissante [v,)

(r,=0) convergente vers T telle
que la convergence de la série '

pour t=v,,_, e pour t=r1,, entraine la convergence uniforme dans Dinter-
valle T, <r<r,, quelles que soient les £,.

De cette définition il résulte que si la série

S

est convergente, elle Vest uniformément dans fout Uintervalle 0<i{ly<T.
Par conséquent, la transformée

(ot
A(t;w)=n2["ln(t) én

est continue.

En tenant compte de cette remarque et du théordme I on voit que
pour les méthodes continues les théorémes IT et III prennent la forme du

THEOREME XXe. Pour qu'une méthode continue A limite toute suite
m:( fn} convergente vers zéro, il faut et il suffit que les conditions suivanies
soient satisfaites:

10 MLE|<E<oo pour 0i<T,
n=0

ol K ne dépend pas de t;

20 lim 4,(f)=a,

fs P

Pour qu’une méthode continue limite 4 zéro toute suite convergente
vers zéro, il faut et il suffit que les conditions 1° et 2° goient satisfaites
et a,=0 (n=0,1,2,...). .

TrtorEME ITTe. Pour qu’une méthode continue A limite toute suite
m={£n} convergente, it fout et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites:

1e® e 20 du théoréme 1lc;

(n=0,1,2,...).

3% lim Eln(t) =a.

t—»T— n=0
COROLLAIRE. Pour qu’'une méthode continue A soit permanente, il faut
et il suffit que

10 MiLMI<KE<oo pour 0<ILT,
n=0

ols K ne dépend pas de t;
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2t lim A,(H)=0 (n=0,1,2,...);

t—> T
3p0  lim > A,(f)=1.
1>T—n=0

REMARQUE 2. Toute méthode de Toeplitz donnée par la mairice {M,n}
peut dire remplacée par une méthode équivalente (définition 5) oontinue;
en effet, on peut prendre pour A,(t), par exemple, une fonction continue
qui est lindaire dans tout intervalle m—1<i<m (m=1,2,3,...) et qui
admet la valeur 1,, au point t=m (I'=o0).

DEFINITION 9. 8¢

1= ant
pour [f|<R, f(8)£0 e '

im —tﬁ— =0
tor- (1)

la ‘méthode F ayant la transformée

(n=0,1,2,...),

Ft;0)= Y

est dite méthode de puissances (T = R).

Toute méthode de puissances F, o a,>0, est permanente. Ceci résulte
du théoréme YIT.

Les méthodes de puissances constituent une sous-clasge trés impor-
tante de méthodes continues. Pour {rm} on peut prendre une suite crois-
sante arbitraire qui tend vers R.

Les méthodes classiques d’Abel ef de Borel constituent des exemples
importants de méthodes de puissances.

La méthode d’Abel est définie par la transformée

A(t;w):(l—t)it’”fn,

considérée dans l'intervalle 0<{i<<1.
La méthode de Borel est définie par la transformée

oo tn
B(t;m)= ¢ 2——7 Eny
n=0 M.

congidérée dans lintervalle (< t<Coo.

DEFINITION 10. L'ensemble A™ des swites x pour lesquelles la trans-

formée- A(t;a) dune méthode fonetionnelle A existe sera dit pseudo-domaine
de A.
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On a évidemment A*CA™. )
Avec les notations de la définition 8, on a le lemme suivant:

LEMME 2. Le pseudo-domaine A™ dune méthode continue A est un
espace By [4] avec les pseudonormes

[l =1l (rn=0,1,2,...).

) n

[l m=5uD | 3 A (7,) & (m=1,2,...).
n k=0

Démonstration. On doit démontrer que lespace considéré est
complet, c’est-a-dire que les relations

2 |y — a5 0 (n=0,1,2,...),
) l‘vp_wa-’l,m&g 0 (m=1,2,.. s

oll @,={&P), entrainent I'existence d'un élément mped™ tel que

(4) {15, — o > O (n=0,1,2,...),

®) lmp_mﬂlzi.m‘go (m=1,2,...).

Le symbole 2 désigne ici la limite double pour p—oo et g—>oco &b
le symbole 5 désigne la limite simple pour p-—>oo.
En vertu de (2), les limites

£ = lim £,

P—>o00

existent. En posant m,={&), on a évidemment (4). En vertu de (3), il
existe, pour 7, fixe et e>0, un nombre P tel que

| 3 by (e 6 — &) <o
n=0
pour p,g>P et n=0,1,2,... En faisant g croitre indéfiniment, il vient

Zk(fm)[fl(?) —5104]1<8 (p>P, n=0,1,2,...),

i

(6) |
d’olt

Imp“‘wolzi.m<e’
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ce qui entraine (5). Il reste 4 démontrer que la série

(7) A(t;wo)=k§zk(t) g

o8t convergente. On a, en effef,

Ky kg ey &y
2 A &= D hOIG— 01— HOIE—EPT+ 3 A1) &P,
k=41 =0 £=0 h=Ey+l

d’olt, pour t=z,,,

Ky ky
(8) } Z J'fc(""m) EI‘:I <lm0— mp]zi,1n+lwﬂ"—wp|/1,7n+ L E Z‘k(rm) E(Ig))! .
ke=ky+1 =k, +1

En vertu de (5), les deux premiers termes du second membre peu-
vent é&tre rendus aussi petits que 'on veut, en choisissant p assez grand.
Cela étant, le dernier terme tend vers zéro lorsque %, et k, croissent indé-
finiment, car la série

2 1y () 6P
k=0

converge par hypothdse. Or, cela prouve la convergence de (7) pour
t=17, (m=1,2,...) et, en vertu de I'hypothése 2° de la définition 8,
pour tout ¢ (0<t<T).

REMARQUE 3. 8i o=(&)ed™ et a®=(§,...,£,,0,0,...), la suite
o converge vers » au sens de la métrique de A™."

En effet, on a

lim jg—a®|, =0

D—>00

ot
lim [g—a®)|, =0

. PO

les pseudonormes |z—a|,,, étant des restes d'une série convergente.
REMARQUE 4. 8i ¢, est une suite dont le n-idme terme est 1 et tous

les autres sont 0, la série

H

)
3 &nt
=0

converge vers x dans A*.
Cecl résulte de la remarque 3.

Levwe 3. Si la méthode A est continue, lo fonetionnelle

Alt,5)= i;zn(t)sm
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pour tout t (0t <T), est linéaire (est-d-dire additive et continue) dans
le pseudo-domaine A**.

Démonstration. Dans le pséudo-domaine A**, la fonctionnelle
Aft,») est évidemment additive et de la premiére classe de Baire,
Tensemble A™ est un espace complet du type F (Lemme 2). Alors,
d’aprés le théoréme de Banach®), la fonctionelle A(t,z) est aussi con-
tinue damns A**, c.q.f.d.

THEOREME IV. Le domatne A* (définition 2) d'une méthode conti-
nue A est un espace B, avec les pseudonormes

[X|,=sup |A(E,2)], |olh=|&I  (n=0,1,2,..),
(9) o<i<r
8] 4, = STUD ]k‘golk(TM) fk; (m=1,2,...).

Démonstration. On doit démontrer que les relations

(10) l7,— 4™ 0,

D.a
(1) [y — gl 3 0 (n=0,1,2,...),
(12) (2 — ] s © (m=1,2,...)

entrainent l’existence d*un élément z,eA*, tel que

(13) 25, — ol 4 0,
(14) [ ARY (n=0,1,2,...),
(15) [, —to] 4, > O (m=1,2,...).

Il résulte des relations (11), (12) et du lemme 2 qu'il existe un wyeA**
tel que les relations (14) et (15) sont satisfaites et que z, est la ILi-
mite de la suite |z, suivant Ia convergence définie en A™.

Pour la démonstration du théordme, il reste donec &% prouver
que la relation (13) est satisfaite, et que @,e.4". La relation (10) donne
| At 2p) — A (t,2,)] <& pour p, g> P et tout ¢ (0<t< T). En vertu du lemme
3, on peut, en fixant #, passer & la limite avec ¢ tendant & Dl'infinie,
et on obtient la relation (13). Il faut encore démontrer que la limite

lim 4 (¢,2,)
t—>T—
existe.

§) [1], théordme IV, p. 23.
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En etfet, on a
[A (" 50) — A 52| S| A (" 5,)
F1A{" 520)

—A (52|
— A (#"p)| 4 | AW 55) — | A(H32)]
Fn vertu de (13), les deux derniers termes peuvent étre rendus petits, en

choisissant p assez grand; d’autre part, p étant fixe, le premier terme du
second membre devient petit si ¢’ et t” sont suffisamment proches de T, car

lim A (t;2,)
>

existe en vertu de I'hypothése. Le premier membre tend vers zéro lors-
que 1’ et i’/ S’approchent de 7, ce qui prouve l'existence de la limite en
question.

Levue 4. 8¢ les séries
o0 oo
Dbl et M
n=0 k=0
sont econvergentes, on &

®» nEﬂ%Z%—Z%Zb

[] k=0 n=fk

Démonstration. Le premier membre de (i) existe, car la série
o0
2, b
n=0
est absolument convergente et les sommes
n
XN
%=0

sont bornées. Pour avoir le théoréme, il suffit done de démontrer que
la différence

o n p
6p=2bn2a‘k— Zﬂ:kan
n=0 - k=0 k=0 n=k
tend vers zéro pour p—>oco. On a, pour p fini,

Z%Zb

k=0 n=k

o inf(p,n)

Zb 2“}47

car une somme finie de séries absolument convergentes est une série
absolument convergente et 'on y peut changer arbitrairement 1’ordre de
sommation. On a done

n

= D by 3 a.

n=p+1 k=p+1
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Pour tout ¢>0, il existe un p, tel que

| Z,' ak|<* pour #>p>py, ot B= 3 |b,]
k=p+1 n=0
Ceci entraine évidemment d,—0 pour p—oco.

LemMe 5. La forme générale des fonctionnelles linéaires dans le pseu-
do-domaine A™ (définition 10) d*une méthode continue A (définition 8) est

oo
(16) fﬂ(m)=200n£n:
==
ot les ¢, sont des mombres arbitraires pour 0<<n<n,, €l
my
1n = Gy (T)  pOUr n>my

m=1

(1y €t My — naturel), dp, fant assujetis & la condition unique

(18) ‘So‘dm,n_d‘m,n-l-ll<°° (m=1,2,...,m,).
N=

Démonstration. Désignons par (s) I'espace de Fréchet des suites

o=[£,} avec les psendonormes |a},=(&,), et par (¢) Pespace des suites

convergentes {4,] avee la norme sup{4,). Désignons ensuite par (f) le
n

produit cartésien (¢}, et par {4, les éléments (suites doubles) de ce
produit. D’aprés un théoréme de Maszur et Orlicz [5], toute fone-
tionnelle linéaire dans le produit cartésien (s) X (f) a la forme

g my [ o
(19) fh(w) =Z;6nfn+m§1 (anm,nAm,n -+ bm]im‘4~m,n) k]
ol
2 bl <00 (m=1,2,...,m).
n=0

En vertu du lemme 2, espace A™ est isomorphe au sous-espace complet

de (8)x(t), #={&a} > ({&n},{4ma)}; o
(20) Ama=3 altn) e

Pour obtenir la forme générale d’une fonctionnelle lindaire dans A™,
il suffit donc de poser (20) dans (19).
Dans P'expression obtenue, on peut intervertir, en vertu du lemme 3,

Tordre de sommation, ce qui conduit & 1’égalité
k) My { co L) )
P)=Sontat 3| S5 8] S o | +0 Sulom)
n=0 m=1k=0 n=k k=0
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d’otr

21) (@) ka{5k+2}. [m—l—meln]}, olt  &,=0 pour k>n,.
n=g

En substituant

dm,n = bm + 2 bm,m
n=k

on parvient & la forme (16). Récipraquement, la forme (21) s’obtient
de (16) en posant

= d”m,n Oyl bm =lim dm,n

T~ 00

(la derniére limite existe en vertu de (18)).

REMARQUE 5. 8i une méthode continue A est permanente, on a

20|0n1<°°-

En effet, on a dans ce cas
len(t)|<K pour 0<Li<T

(théoréme IITc); d’autre part, l’mégahté (18) entraine que la suite {dm,,,}

est bornée pour tout m fixe, ce qui implique la convergence de Zlanl.
n=0

THEOREME V. La forme générale des fonctionnelles lindaires dams le
domaine A* (définition 2) dune méthode continue A (Aéfinition 8 ) est

(22) ﬂ@=ﬂWwMMﬂ+§%g,
n=0

o h(t) est & variation bornée dans (0;T>; les C, sont des nombres arbi-
traires pour 0L n<n, e -

)

(23) Cp= Z’ldm’nzn (Tn) powr m>n, (my — naturel),
Jowed

les d,, 6tant assujetis & la condition unique

(24) Zldm,n—dm,n+1|<°° (m=1,2,...,m,).

Démonstration. Si (C) est espace des fonetions @(f) continues
sur <a;b)>, avec la norme

S‘IIP le (@)1,
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toute fonetionnelle linéaire dans (C) a la forme

b
fe®an@) "),

ol h(t) est & variation bornée sur {a;b>. L’espace A* est isomorphe au
sous-espace complet du produit cartésien (C)x(s)X(t), ce qui, en vertu
du lemme 5, entraine la forme (22) de toute fonctionnelle lindaire dans A*.

REMARQUE 6. La pseudonorme |z, n’a pas de propriété analo-
gue & celle considérée dans la remarque 3, méme lorsque 2, est une suite
limitable & 0, c’est-i-dire telle que A(x,)=0. Par exemple, pour la
méthode de Toeplitz donnée par la formule A(m;x)=£,,+Eny/2 eb pour
la suite @,={(—1)"}, on a

sup |4 (ms— ) = 3 (b=1,2,...
quoique A (2)=0.
DEFINITION 11. La suite ,, limitable par la méthode A & 0, est dite
uniformément Uimitable par A lorsque
Yim [ar,— af?] , =0,
P
ot le sens de o est le méme que dans la remarque 3 et

@] 4= sup |A(t;2)].
o<t<T"

La méthode A est dite uniforme lorsque toute suite limitable & zéro jowit de
cette propriété,

§ 3.

THEOREME VI. (a) Toute méthode fonctionnelle (définstion 1) M plus
générale (abfinition 3) quune méthode continue A, constitue dans A* (dé-
finition 2) wne fonctionnelle linéaire®).

(b) Si A est une méthode continue, il existe, pour toute fonctionnelle
linbaire f(x) définie dans A*, une méthode M de Toeplitz, elle-méme une
méthode continue (remarque 2), plus générale que A et compatible dans A*
avee f(z).

Démonstration. (a) La fonctlonnelle

M ($ _hm 2 ,u.,, i) Eﬂ
t>T— n=0
est évidemment additive et de deuxidme clagse de Baire. D’aprés un
théoréme de Banach?) cette fonctionnelle est continue, donc linéaire.
7 Banach [1], p. 61.

5) linéaire —additive et continue.
%) Banach [1], Théordme 4, p. 23.

Studia Mathematica XIV 12
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(b) On a
H Lo i i—1;
. =1 Iy —T)\—nl—T}].
fawmao=im Salrsa) ve)-2(5]

En tenant compte de (22) et de I'égalité
A(t32)= 3, In(t) by
on peut donc écrire

f(o)=1m iﬂmiﬂfna

m—+e0 N=0

o R I

ce qui achdve la démonstration.

On dit qu'une suite {w), dont les éléments appartiennent & A,
est comvergente dans A* vers x, lorsque toutes les pseudonormes (9)
de x,—a, tendent vers zéro pour k—>ooc. On dit quun élément «, est
dans A* un point accumulation lorsqwil existe une suite {2 (z,e4")
sonvergente vers x,.

olt

LEMME 6. Pour quune méthode continue et permanenic A soit par-
faite au point z, (dans la classe des méthodes fonctionnelles, définition 6),
il fout et il suffit que xy soit dans A* un point &accumulation des élé-
ments de (¢) (¢est-a-dire des suites convergentes).

Démonstration. La suffisance de cette condition résulte direc-
tement du théoréme VI(a).

Pour démontrer la nécessité, supposons que z, ne soit pas un point
d’accumulation de (¢). Or, les suites convergentes constituent un en-
semble linéaire, il existe done une fonctionnelle linéaire f(x) qui s’annule
pour ces suites et qui est égale & 1 pour s=ax. En vertu du théoréme
VI (b), il existe done une méthode continue M qui est plus générale
que A et telle que M(z)=A(z)+f(x) pour weA*, ce qui coniredit
I’hypothése.

REMARQUE 7. Si |o*=sup|&,| et si pour une suite {v,] on a
n

Lim [z,|*=0,

P>

toutes les pseudonormes (voir théoréme IV) d’une méthode continue
et permanente tendent vers 0 pour cette suite {mp}. On peut dire que

icm
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1a norme |o|* est plus forte que les suites de pseudonormes de toute mé-
thode permanente.
On a, en etfet, |z, < |2]* et |a], ,<Klaf* (m=1,2,...), |ol,< Kla[", od

00

K=S:1p1£§j“(t)i,

ce qui prouve la proposition, car K<oo d’aprés le théoréme IITe.

REMARQUE 8. Si 4 est une méthode continue et permanente, toute
guite convergente m={§,,} se laisse représenter sous la forme d’une série
convergente dans A*

©

(25) p=¢ (3"‘2 en) "1‘2 )
Nn=0 n=0
ol £=lim§,, e est la svite d’unités (1,1,1,...) et les ¢, ont le méme
.ens que dans la remarque 4.
Ceci résulte de la remarque 7, ear la formule (1) est valable dans
lespace (¢) des suites convergentes, oll la norme est | =sup|&nl -

n

TEROREME VII. §i la suite @, est uniformément limitable (définition
11) par une méthode continue et permanente A, la mélhode A est parfaite
aw point x, (définition 6).

Démonstration. D’aprés la remarque 4, tout élément x, est un
point d’accumulatior des suif~s convergentey dans A*™. 8i, de plus,
2, est uniformément limitable, il est encore un point d’accumulation des
suites convergentes dans A*, ce qui résulte de la forme des pseudonormes.
Fn vertu du théordme VI(a), toute méthode plus générale que A est
wne fonctionnelle continue dans A*; si, de plus, elle est compatible avee A
pour les suites convergentes (c’est-4-dire permanente), elle l'est pour
leur point d’accumulation x,.

COROLLAIRE. Toute méthode uniforme est parfaite.

THEOREME VIIL. Supposons qu'une méthode continue A, donnée par
la suite de fonetions [1,(t)), soit permanente. Si A, (1)=0 powr 1>ty (n=
=0.1,2,...), la méthode est parfaite pour toute suite w=|&} telle que
E=A(z), ou <A () pour n2mn,. .

Démonstration. Supposons, par exemple, &,>£&=/4(z) pour n>n,.
On a &,—&>0 pour n>n, et
Hm 3, (t)(6—&)=0.

t—>T— n=0
Daprés le théoréme III, on a encore
(i) m 3 .(0)(&—8=0.

t»>T— n=mng 1ov
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La gérie -

est uniformément convergente dans tout intervalle 0<t§tL§T (.voir
la définition des méthodes continues). En vertu de (i) et (i), il existe,
pour tout £>0, un indice n;=n, tel que

| 3 im0 (Ea—b)|<e

n=p
our p>=n, et ¢ arbitraire. ' )
P LZ;./de;njére inégalité peut s'écrire, en ulilisani la notation de la
remarque 3,
lmo‘—m(mlzl<51

ott @y=[E,—¢. Cette inégalité exprime que la suitfa 2, est uniformément
limitable par A (définition 11). En veriu du théoxl'er_r}e VII' elle est dpne
parfaité en ce point. Par conséquent, elle est parfaite ‘au peint x=w,-fe.

REMARQUE 9. Ce théoréme s)étend évidemment aux ‘méthodes de Toe-
Dite (Al 0% Inn>0 pour m>my (n=0,1,2,...), car & toute méth.ode
de ce type on peut faire correspondre une méthode continue équiva-
lente (définition 5) satisfaisant aux conditions du théoréme.

REMARQUE 10. Nous donnerons ici wne méthode de ,’l.’?epli‘tz qui est
parfaite mais qui cesse de Vétre dés qu’on néglige la premiére ligne de la
matrice correspondante.

Considérons les trois méthoder A, A’ et M, définies comme suit:

© 1
A(lym)=n§’§ Eny
3 1 1 —1.9
A(m+1,2)= 5'{'3,,_,, Em_‘§fm+1 (m=1, ’.”,)’
3 1 1
Al(m7m)=('2‘+3_m) Em”“"z“fm+1 (m=1,2,...},
1
lll(Wb«aJ")=-Zi bn— 5 (m=1,2,...).

Les domaines des méthodes A’ et M (permanentes) sont identigues
ot, malgré cela, ces méthodes ne sont pas compatibles pour mov—«'{b’ 129).
La méthode A’ n'est donc pas parfaite. Cependant elle s’obtient de

1) Voir [10], 2. 5. 1, p. 141,
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la méthode parfaite 4 en négligeant, dans la matrice de 4, 1a premidre
ligne. La méthode A est parfaite, car sa premiére ligne rétrécit son domaine
aux suites convergentes. On peut remarquer que le domaine des méthodes
A" et M so compose de suites de la forme {#,-+-¢-3", o {#4} est une suite
convergente et ¢ une constante arbitraire.

LeMuMEu 7. Pour quune méthode continue et permanente A soit par-
faite aw point @, (définition 6), @ faut et 4 suffit que toute fonctionnelle
linéaire, définie dans A* et Sannulant pour les vecteurs e e e (n=0,1,2,...)
(voir remarque 8), Sannule pour cet dément z,.

Démonstration. Soit M une méthode permanente plus générale
que A. La fonctionnelle f(z)=M (x)—A(x) est, A’aprés le théordme VIi(a),
linéaire et s’annule pour les suites convergentes. Si la condition, énoncée
dans le théoréme, est satisfaite, on a f(2,)=0, ce qui prouve la suffisance.

Supposons maintenant qu’une fonctionnelle lindaire f(z), définie
dans le domaine A* s’annule pour les vecteurs ¢ et e, et ne g’annule pas
pour u,e A*; cette fonctionnelle s’annule, d’aprés la remarque 8, pour
toutes les suites convergentes. D’aprés le théoréme VI(b) il existe une
méthode M plus générale que A, qui est compatible avee la fonctionnelle
linéaire A(x)-f(x), donc permanente. Or, on a M (mo) #A (), ce qui
prouve que la méthode A n’est pas parfaite. Par contraposition, il s’en-
suit que la condition est nécessaire.

THEOREME IX. Pour qu'une méthode comlinue et permanente A soit
parfaite au point woz{f,“,}, il faut et i suffit que les égalités

.
(26) [ @yan@)+ =0 (k=0,1,2,...)
o
entrainent
I . .
(27) J Atz an) + Y oy =0
0 k=0

pour toute fonction h(t) & variation bornde dans (03T et toute suite (i)
satisfaisant auw conditions énoncées dans le théoréme V.

Démonstration. D’aprés le théordme V, toute fonctionnelle f(z)
lindaire dans A* peut s’écrire soms la forme

Ir— 0
(28) f@)= [ A(t;2)an(t)+A () [h(T)~h(T—)]+ﬂ§,0n£n,

car A(x)=A(T—;x). En particulier, on &

T . )
(29) He= [ Zlk(t)dh(t)+h(T)—h(T—~)+ﬂ§;0m

k=0

o
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T
(30) fle= [ () an(t)+ O

L] .
car A(e)=1 et A(e)=0. En vertw du théordme Iilc on a

(31) ké‘l)u'k(t)l<K’

“ce qui permet dintervertir 'ordre d’intégration et de sommation dans
(29). On a ainsi

o= 3} Ha) =h(T)=h(Z=).

Si fle)=0 et f(g)=0 pour k=0,1,2,... on & WT)—1(T—)=0, et
d’aprés (28),

7r— o0
(32) fz)= fA(t;w)dh(t) +n§]0nfn.
0

Dlautre part, les égalités f(e,)=0 (k=0',1,2,:..) entrainent (26) en
vertu de (30). Dong, si f(e)=F(e,)="0 et (26) implique '(27),, on a F{#e) =0
en vertu de (32). Or, en tenant compte du lemme 7, il 8 61.1811113 que la
méthode A est parfaite au point u,, ce qui prouve la suffisance de la
condition. i o )

Supposons maintenant que égalité (26) ait lieu pour un certain h(t).
Alors, pour la fonctionnelle f(x) de la forme (32), on a fleg)=0 (.k=0,
1,2,...). 8i la méthode est permanente, on a (31) et on peut écrire

i 0

Thnan + 30,= 3 (o) =0.

00

flo=2

e
Fe=!

De plus, si la méthode A est parfaite au point x,, on & f(mo)‘s(), ce qui
résulte du lemme 7. En vertu de (32), cefte derniére égalité éqm.v.aut
4 (27). Done (26) implique (27), ce qui prouve la néeessité de la condition.

TaforiMs X. Toute méthode continue et permanente A est powjafte
dans Vensemble des suites bornées (c'est-a-dire & toute swite bornée mee ).

Démonstration. Si une suite a,={£l), limitable par la méthode
A, est bornée |&)<E, il résulte du théordéme IITe que

A (t) 8] <KE.

Mg

k=0

1

On peut donc intervertir 1'ordre d’intégration et de sommation

et éerire
/o

T— o
[ awany =3 & [ H@dr).
0 k=0 ¢
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Par conséquent, la condition du théoréme IX est satisfaite et la
méthode est parfaite au point .

TakorkME XI. Toute méthode de puissances F (définition 9), telle
que T<oo et a,>0 (n=0,1,2,...), est parfaite').

Démonstration. On peut admetire, sans restreindre la généralité,
que T=1, Posons

HUEDX S
. k=0
Pour avoir le théorédme, il suffit de démontrer I"implication suivante:
o
(33) W [ —— dh (1)+ Cx=0 (k=0,1,2,...)
i f@)
implique

1— 3 0
fﬂ—lt)zakt"ékdh(t)JrZGks,Fo.
o k=0

k=0

En effet, si cette implication a lieu pour toute fonetion h(t) & varia-
ion bornée, pour toute suite {£,)eF* et pour toute suite {0)} telle que

O 2, it

(ke >ky),
ol 0<t,<1 et dy,, sont assujettis & la seule condition
é‘;!dm,n—dm,ml@o {m=1,2,...),

alors, d’aprés le théoréme IX, la méthode F est parfaite. Posons
1—
an(t)
gl)= | ——.
] T

La fonetion f(f) est évidemment positive et eroissante; par consé-
quent, g(f) est & variation bornée dams 'intervalle {0;1). L’implication
(33) peut s’écrire sous la forme

1— I— o0 oo
(34) akdf'tk(lg(t)+0k=0 (k=0,1,...)~ "fk%aktk{:kdg(t)—th;’CkEk:O.
1 résulte de la forme des O, que
(35) Cr=0(mty, ),

11) Ce théordme ainsi que le théordme XII sont des résulfats communs de
C. Ryll-Nardzewski et de I'auteur.
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car les suites (dy, | sont convergentes lorsque k—oo. i 1a premidre pro-
position de l'implication (34) est vraie, il s’ensuit, en vertu de (35), que

[#ag=0(t,)
ol que

I tla
#=g(t dt=0(—"i°). .
JE o .

En vertu d’un théordme de Mikusinski [6], il vient g(f)=0 pour
by, <t<1. On pent done écrire

1— oo 00 o0 im
[ N apt&dg(t)+Y Oube= &la | tdg(t)+0u]=0,
0 k=0 =0 k=0 0

ce qui prouve le théordme.

L’inversion de Derdre d’intégration et de sommation est légitime,
car la série intégrée est uniformément convergente dans Dintervalle
01ty < 1.

COROLLATRE. La méthode &’ Abel est parfaite.

DEFINITION 12. Une méthode de Toeplite A'(A,,) sera dite extraite
dune méthode continue A{Ay (1) 80 Jump=="1n(ty), 0¥ [t,} est une suite de
nombre positifs, telle que lLimi, =T,

m—»00

REMARQUE 11. La méthode extraite A’ est plus générale que 4
et compatible avec A. :

TutorEME XTI, Toute méthode de Toeplitz A' extraite dune méthode
d’ Abel est parfaite.

Démonstration. Pour gqu'une méthode de Toeplitz, correspon-

dant & la matrice {lmn}, soit parfaite, il faut et il suffit que, pour toute
suite {a,) telle que ’

2 lanl< oo,
les égalités
”glamlm,k'{" Olc=0 (7‘7:071:2:---)’

ol les {0 ont la méme forme que dans le théoréme V (il faut seulement
derire A, au lieu de 4,(t,)), entrainent

Zlam( Zlm,kfk)—i- > 0pE=0  pour tout m={£n}e/1’*.
M= k=0 k=0 E
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La démonstration de cette condition est analogue & celle du théoréme IX.
Cette condition n'est d’ailleurs qu'une variante de la condition suivante de S. Ma-
zur et W. Orlicz®): Pour toute suite {a,} telle que

o
Z Jan] < oo,
m=1
et pour toute suite {4,} telle que
=]
X |8 <00
0

m=
et que la série

-
28,8,
) m=0
converge pour toute suite z={&n}ed™, les égalités

o0
Zamxmk-i-ak:o (k=0,1, 2,...)

m=1
entrainent

o0 3 o0
Ea,,( 2,1,,*5‘) 4 36,£=0 pour tout w={£}ed™.
m=1 k=1 k=0

Cette condition est satisfaite dans ce cas, ce qui peut &bre monfré
pareillement que dans la démonstration du théoréme XI, en posant

m
R{t)=Ya; pour i, ;Ki<i, (m=1,2,...; t,=0).
i=1

REMARQUE 12. Un théordme analogue au précédent n’est pas vrai
pour des méthodes continues et parfaites quelconques, ce qui résulte,
par exemple, de la remarque 10.

Si une suite z=(a"), olt a1, est limitable par une méthode per-
manente et translative & gauche (détinition 7) A, on a A(x)=0.

En effet, si @, désigne la suite qui s’obtient de z=(&,), en néglige-
ant les & premiers termes de «, on & dans ce Cas &;=dw, d'ou A(x)==
=A(x;)=6A(z), ce qui'entraine A(z)=0.

Si une suite w:{fn}, pour laquelle les limites usuelles Hmé, =1

n
existent pour un certain p naturel et ¢=0,1,2,...,p—1, est limitable
par une méthode permanente et translative & gauche 4, on a
173
Ax)=— D 1,-
’ ( pQ=0 ‘
En effet, la suite
Feat bt Ty =t Ens1 e Fbnap)

1) J’ai pris connaissance de ce théoréme au séminaire de M. S. Mazur; cf.
Mazur et Orlicz [10], 2. 7.1, p. 143.
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converge vers ly+1,+...+1, ,, done
pAD) =A@+ A@) A Ay ) =A@ =l lit oo Dy

REMARQUE 13. Ces exemples montrent que les méthodes perma-
nentes et translatives sont compatibles sur une classe de suites non
 convergentes.

LeMME 8. Pour toute swuile bornée el mon limitable par la méthode
d’ Abel, il existe deww méthodes A’ et A", ewtraites de la précédente, qui ne
sont pas compatibles pour cette swite. :

Démonstration. Soit ,=(£]) une suite bornée et non limitable
par la méthode d’Abel. La transformée A(t;m,) existe et est bornée par
le méme nombre que la suite (&)). Or, la limite

lim A(t;x,)

=T
n’existe pas; il existe donc deux suites croissantes (1) et {tn), ayant le
nombre 1 pour limite, telle que les limites

limA(#,) et  limA(f,)
m m

exigtent et sont différentes. Ces suites déterminent deux méthodes A’
et A", extraites de la méthode d’Abel, qui ne sont pas compatibles pour
la suite a,.

THEOREME XIIL II emistent des méthodes continues, permanentes,
parfaties et translatives qui ne sont pas compatibles.

Démonstration. L'existence de suites bornées et non limitables
par la méthode @’Abel résulte d’un théordme général de Steinhaus (voir
PIntroduction). La méthode d’Abel et les méthodes en extraites sont
translatives, ce qui est facile & démontrer. De plus, les méthodes extraites
de la méthode d’Abel sont parfaites, d’aprés théoréme XI.

Le lemme 8 achdve la démonstration-
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