Sur les méthodes continues de limitation (II)
(Limitation des suites bornées)
var

L. WEODARSKI (Eodz).

J'emploierai ici les notations et définitions de la partie I1). Voici
les principaux résultats de ce fravail.

Si le domaine d’une méthode continue est un espace complet du
type F avec deux normes telles que la convergence suivant la mnorme
entraine la convergence suivant les coordonnées, ces normes sont équi-
valentes (théoréme XIV). La métrique du domaine d’une méthode plus
générale est plus faible (théoréme XV).

Dans la suite les méthodes seront toujours supposées continues et
permanentes. Toute suite bornée est un point d’accumulation de suites
convergentes (théoréme XVII). Si, dans la classe des suites convergen-
tes, la métrigue du domaine d*une méthode M est plus faible que la mébri-
que du domaine d'une méthode A, la méthode I est plus générale que
la méthode A dans la classe des suites bornées, et compatible avec elle
dans cette classe (théoréme XVIIT). Les suites bornées, limitables par
une méthode donnée, forment un espace complet du type B avec une
norme de l’espace (m) des suites bornées. Toute autre norme, enfrai-
nant la convergence suivant les coordonnées, avec laquelle ces suites
forment un espace complet du type F, est équivalente & la norme dans
Tespace (m) (théoréme XIX). Si une méthode ne limite que des suites
bornées, elle limite seulement les suites convergentes (théoréme XX).
Si une méthode est plus générale dans la clagse des suites bornées, elle
est compatible dans cette classe (théoréme XXII).

Les théorémes XX, XXI, XXII et le lemme 11 généralisent aux
méthodes continues les théorémes de Mazur et Orlicz [3] sur les
méthodes de Toeplitz. Les démonstrations de ces théordmes sont en
partie semblables aux démonstrations de Mazur et Orlicz [4]. Altman
[1], le premier a généralisé le théoréme XXI & la large classe des

1) Ce volume, p. 33-59.
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méthodes fonctionnelles. Les théorémet XIV et XV régultent du théoréme
de Zeller [7].

§ 4.
REMARQUE 14. Si 4 est une méthode continue, la suite de pseudo-
normes dans 4™ (lemme 2) induit une métrique équivalente 4 celle induite
par la norme

dede v 1 lénl w__l_ Ia"]/l,m
ol _5'2‘ 1F1&l +m2=':2’" 1F1o]

ol
] 4= sUP I’g;:)}'k(rm) Ek§ -

De méme, si 4 est une méthode continue, la suite de psendonormes
dans A* (théoréme IV) induit une métrique équivalente & celle induite
par la norme

2|2 =2]%" ol s =12y + sup [A(t;2)].
<<t<

Avec des normes ainsi déterminées, les espaces A™ et A* sont du
type F (voir [2], p. 35 eb les suivantes).

DeFINITION 13. La norme |z|, est dite plus forte que la norme ||,
dans Densemble X si, pour tout e>0, il eviste un 6>0 tel que

|w), <8 implique |z],<<e pour tous les weX.

La norme ||, est dite plus faible que la norme [x], dans Pensemble
X si la norme x|, est plus forte que la norme |x], dans Densemble X.

La norme |z, est dite équivalente & la norme |z|, dans Vensemble X
8t la norme x|, est plus forte et plus faible que la norme |x|, dans
Pensemble X.

REMARQUE 15. Pour 1a méthode de Toeplitz identique I, déterminée
par la suite I(m;z)=¢,, on a

]mlz,m'—_‘lm!m':IE'ml ot !mi1= Sg-p ] f'm.l .

Vu que la norme |o|; est plus forte que les pseudonormes restantes,
on admet

l2l7= lzly=sup | Em] -

Bvidemment le domaine I* de la méthode identique est V’ensemble
des suites convergentes.
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DiFNrrioN 14. La norme |v), déterminée dans Vensemble X de sui-
tes w=[&,), @ la propriété W si, powr tout e>0 et tout entier monnégatif
n, il existe un 6>0 tel que

l|<d  implique |[&.]<e,

Cest-d-dire si la convergence swivant la norme entraine la convergence sui-
vant les coordonmées.

Levvs 9 (de K. Zeller). Soient A et B des ensembles de suites a:=[§n}
formant des espaces complets du type F respectivement avec les mormes
o), et |olp ayant la propriéié W (définition 14). 8i Densemble A est
contenu dans Pensemble B, la morme |x|, est plus forte (définition 13) que
la norme |o|p dans Pensemble A.

Démonstration. Considérons Lopération y=7U(x) identique, dé-
terminée dans Densemble A avec la norme |z|,, et examinons l’ensem-
ble des valeurs de lopération y avec la norme |x|p. Alors

lim o, — | ;=0 avec lim|s,—Z|z=0 implique =0,

D00 P00
car les normes |z|, et |z|p ont la propriété W. La thése du lemms
résulte donc du théoréme de Banach suivant?):

Si Popération additive y="T (z), dont le domaine est un espace com-
plet du type F' et le contredomaine est contenu dans un espace complet
du type F, a la propriété que

lim w, =, avec lm U (z,)=y, implique y,=U (%),

Nn—>00 n—+0o0

Lopération U (w) est continue.

TrforimE XTIV, Toute norme, ayant la propriéié W (défindtion 14),
avee laquelle Te domaine A* (définition 2) @une méthode continue A (dé-
finition 8) est un espace complet du type F, est équivalente (définition 18)
& la norme x|y mentionnée dans la remarque 13.

Toute morme, ayamt la propriété W, aveo laquelle le pseudo-domaine
A™ (définition 10) dune méthode continue A est un espace complet du type
F, est équivalente & la morme |o|y mentionnée dams la remarque 14.

"Démonstration. La premidre partie de la thése résulte du lemme
9 en admettant A=B=A*,|s|,=|s|% et |z|z égale & la norme satisfaisant
aux conditions de ’hypothése. La démonstration de la deuxiéme partie
de la thése est analogue.

%) [1], théordme 7, p. 41.
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THSOREME XV. Soient A et M des méthodes continues.

(a) 8% la méthode M est plus générale (définition 3) que la méthode A,
dest-a-dire A*CM*, la norme |z (remarque 13) est plus forte (définition
13) que la norme |z|3,.

(b) 8i A™CM*™ (définition 10), la norme |z|y° est plus forte que
la norme |z|5;.

Démonstration. La thése (a) résulte du lemme 9 en admettant
A=A*B=M*|z|=|x|}, |z|g =3 La thése (b) de méme.

REMARQUE 16. De la thése (a) résulte la remarque 7, car, pour
toute méthode permanente, on a I*C M*, ol I est une méthode identi-
que (voir remarque 15).

Nous allons examiner ci-dessous quand une suite 2, est-elle un point '
d’accumulation de suites convergentes dans le domaine d’une méthode
continue et permanente A. La méthode A est alors parfaite au point z,
(définition 6), ce qui résulte du théoréme VI(a) sans qu’on profite de
la forme de la fonctionnelle dans A* (théordme V).

LeMME 10. 8% le pseudo-domaine A** dune méthode continue A
contient les suites comvergentes vers zéro et la suite mo=[&), et si z, dé-
signe ume suite de la forme (&,..., &, 4%, n2,,...), ob 7} sont des nom-
bres arbitraires, conjointement bornés (p,k=0,1,2,...), alors =z, lend vers
@, au sens de la métrigue du pseudo-domaine (voir lemme 2).

Démonstration. Si le psendo-domaine A™ contient 1’ensemble ¢
(suites convergentes vers zéro), alors

1) 2 lha(B<oo  pour 0<E<T.
n=0
Remarquons ensuite que

(2) [ts—2pln=0

D’autre part, on a

pour p=n.

k
%o~ g =D | 3 A {ln) (E0—4 D)}
k>p n=p

k k
=5Up| 3} An (tm) &nl+ 750D D) [ (tm)ls
k>p n=p k>p n=p
ol
n=sup|nfP.
ok
On voit que

&
lim sup | 3 A, (ta) &1 =0,

P> k>p n=p
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parce que la série
. .
2 A (tm) €n
n=0
est convergente. On a aussi

k .
lim sup 3 |4, (8a)|=0,

p—ro k>pn=p

parce que la série

oo

2t
N={0
est convergente. Done
8) lm |o— | 4 m=0.
pP—>00

La thése du lemme résulte des égalités (2) et (3).

THEOREME XVI. Soient A une méthode continue et permanente,
@y={£3] une suite limitable par A. 'l ewiste des nombres {nP) conjointe-
ment bornés qui, pour p fixé, forment des suites comvergentes, et lels que

lim 5 —a,| ,=0,

P=>00
ol m, est une suite déterminée comme au lemme 10, alors la méthode A
est parfaite au point x, (définition 6).

La démonstration résulte des lemmes 10 et 6.

Levus 11. Soient A une méthode continue limitant vers zéro les swites
convergentes wvers zéro, et w={§n} une suite borméde, limitable vers aéro
par la méthode A. Pour tout e>0 ¢t tout nombre naturel n',il existe alors
une suite y={n,} et un nombre naturel n'’ tels que

(4) le—yl,=sup [A(t;0)—A(t;9)|<e,
o<y
&, pour n<n' .
=3 On&, pour n'n<n’, okt 0<6,<1 (n=0,1,...),
0 pour n=n'.

Démonstration. Nous allons déterminer par induction une suite
croissante de nombres &,—T (0<l<<T') et une suite croissante d’indices
{ne}. Admettons n,=n’ et t, tel que I’inégalité

| Samal<;
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soif §a:tisfa.ite Dour ¢>1, (ceci est possible en raison de A(#)=0 ot de la
condition 2° du corollaire 1 du théordme IT). Supposons que l'on ait

déjh  déterming N1y Mayer oy Mp_1,5815005.. 0,845 d’aprés la définition des
méthodes continues, la série

gam&

est uniformément convergente dans Iintervalle {0;t_,>, done il existe
un m, >ng_; tel que I’inégalité

® 1
[ 3 2.0 Li< =
n=ng 2

soit satisfaite pour 0<Ct<C#,_,. On détermine eilsuite un i >1f_, tel
Pinégalité o e A
x 1
PRI 3=

n=ng x

ait lieu pour ¢>>#,. Ces deux suites déterminées, il est facile de voir que,
pour tous les ¢ de Vintervalle (0;T), on a Iinégalité

(5) ’21_, Zln(t) 'S,.—l—%jln(t)fn +,_.+1, Zw‘ln(t)En! <1+K§’

n=ny N="Ng n=np p
ol
K= sup 3%, E=sup|é,|.
0<i< T n=0 n

.En supposant p suffisamment grand pour que (L+K &jp<e, on
obtient la thése du lemme, car le c6té gauche de I'inégalité (5) est égal &
[A(t;2)—A(t;9)], ol y est déterminé comme dans la thése et

1 k
' =m,, 9,,:1—5 POUr  ay KNy
TatorEME XVII. Soient A une méthode continue et permanente, et
m,,:{{-‘.‘,i} une swite bornée limitable vers le mombre & par la méthode A.
Pour tout ¢>0 e tout nombre naturel n’, il ewiste alors une suite Yo={n}}
et un nombre n'' tels que '

2=l <e
ot
& pour n<n',
Th=1Onéa+(1—6,)¢  pour nw'<n<n’ (0 8,<1),
l 3 pour n=n',

lzf% étant compris comme dans la remarque 14.

Studia Mathematica XIV 13
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Démonstration. Soit
E=—sup|&| et @,=—m,—fe=[E,—&).
On a alors A(x;)=0. En vertu du lemme 10 il existe un nombre », tel
que
e €
(6) [T, —7la <5,

8i 7 a les m, premidres coordonnées égales aux coordonnées correspon-
dantes z,, et les coordonmnées restantes — arbitraires, bornées par le
nombre £-|£/. En vertu du lemme 11, il existe un nombre naturel
n''>ny et une suite y,=|x,| tels que )

£, —&  pour n<ing,

(N lm—wl<g et n;:-lé)n(en‘—a powr ny<n<n” (0<O,<1), °

0 pour nz=n'’.
Des inégalités (6) et (7) résulte P'inégalité
(8) oy —yala<e,

parce que y, est une suite du type y. Posons u,=x,—&e dans ’inégalité
(8), ensuite yo=y1+£e={n;+§}; on aura alors la thése du théoréme.

COROLLAIRE. Dans le domaine d'une méthode continue et permanente,
toute suite bornée, limitable vers le nombre &, est un point @accumulation
de suites convergentes vers le nombre &,

REMARQUE 17. Une suite non bornée peut &tre, sans toutefois 1’8tre’

nécessairement, un point d’accumulation de suites convergentes dans
le domaine d'une méthode continue et permanénte. Par exemple, la
méthode d’Abel est parfaite (théoréme XII), done, en vertu du lemme 6,
toute suite limitable par cette méthode est dans son domaine un point
@’accumulation de suites convergentes; or, il existe des smites non bor-
nées, limitables par la méthode d’Abel; par exemple la suite

@ ={(—1)"(n+1))

est limitable vers zéro par cette méthode. On voit par contre, d’aprds
Pexemple, dfi & 8. Mazur, de méthodes A’ et M mentionnées & la
remarque 10, que la suite @, ={3") n'est pas un point d’accumulation
de suites convergentes dans le domaine des méthodes A’ at M, car, en
cas contraire, ces méthodes, étant permanentes et ayant des domaines
identiques, en vertu du lemme 6, devraient &tre compatibles pour x,,
ce qui justement n’a pas lieu.
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REMARQUE 18. Du théoréme XVII et du lemmse 6 résulte le théo-
réme X sans la nécessité de tirer parti de la forme de la fonetionnelle
(théoréme V et IX).

THEOREME X VIIL. Soient A et M des méthodes continues et permanentes.

(a) 8i la méirique oy (remarque 13) est plus forte (définition 13 ) que
la métrique x5 dans le domaine des suites comvergemtes, alors A™*C M**.

(b) 8% la métrique ||y est plus forte que la métrique |o|5; dans le domaine
des swites convergemtes, toute suite bornée, limitable par la méthode A vers
le nombre &, est limitable par la méthode M vers le nombre £.

Démonstration. Soit z, une suite queleonque appartenant au
pseudo-domaine A**. En vertu de la remarque 3 il existe alors des suites
convergentes z; telles que z, converge vers x, au sens de la métrique
du pseudo-domaine A*™. La suite des éléments |z} satisfait domc & la
condition de Cauchy dans A**, et, en vertu de (a), elle satisfait aussi
4 la condition de Caunchy dans M*. Comme M™* est complet (lemme 2),
il s’ensuit que la limite de la suite des éléments {mk} doit appartenir & M**.
Cette limite doit étre x, parce que les normes |z[%" et |z|3; ont la pro-
priété W (définition 14). Done x,e M™™, ce qui prouve la thése (a).

Supposons maintenant % une suite quelconque bornée, appartenant
au domaine A* eb limitable vers le nombre & par la méthode A. La suite
Z appartient aussi au domaine M*, ce qu’on prouve comme ci-dessus,
avec la seule différence qu’on tient compte maintenant du théoréme XVIL
au lieu de la remarque 3. Il résulte de ce théoréme que tous les z;, sont des
suites convergentes vers £ Comme la méthode M est permanente, il 8’en-
suit que M (w)=¢ (k=1,2,...). M (=) est une fonctionnelle continue dans
M* (théoréme VI (a)), 2, converge vers Z dans M*, done M(Z)=§, ce qui
prouve la thése (b).

COROLLAIRE. 8% les normes des domaines de deux méthodes contimues
et permanentes sont équivalentes (définition 13) dans le domaine des sus-
tes convergentes, toule suite bornée, limitable par Dume quelcongue de ces
méthodes est limitable par Vautre vers le méme nombre,

DEFINITION 15. Ay désigne Densemble des suites bornées, limitables
par la méthode A.

TrEEOREME XIX. L'ensemble A; dune méthode continue eof perma-
nente est un espace complel du type B avec la norme ’

lal* = supl &, -

Toute autre norme, ayant la propriété W (définition 14), avec laguelle
Pensemble A; forme un espace complet du type F, est équivalente & la
norme |z|*.

13*
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Démonstration, Considérons une suite {x,] telle que wz,eA7. Sup-
posons que cette suite satisfasse & la condition de Cauchy avee la norme
lo[*. Comme |o|* est une norme dans l’espace (m) des suites bornées, la
limite @, de la suite {m) existe et doit &tre aussi une suite bornée.
Il sensuit, de la permanence de la méthode et en vertu de la remar-
que 7, que la suite (s, satisfait & la condition de Cauchy dans A" aussi,
donc mped”® et, d’aprés ce qui précéde, myedy.

La deuxiéme partie du théordme sur 1’équivalence des normes ré-
sulte du lemme 9 en admettant A=B=A], |6|,=|2|", et x|z égale & la
norme satisfaisant aux conditions de 1’hypothése.

TaAOREME XX, 8i une méthode continue et permanente A ne limite
que des suites bornées, elle limite seulement les swites convergentes.

Démonstration. Pour une telle méthode on a A'= Ay (défini-
tion 15). En vertu des théordmes I'V et XIX la norme |z|; de cette mé-
thode doit &tre équivalente & la norme

|]* = sup | &1,

done 3 1a norme de la méthode identique I (voir remarque 13). Du corol-
laire du théordme XVIII résulte la thése.

COROLLAIRE. 8¢ une méthode continue et permanenie limite une swite
divergente, elle limite une suite mon bornée.

Dans la suite nous allons démontrer un théordme pour les méthodes
continues et permanentes d’aprés lequel une méthode plus générale
dans le domaine des suites bornées est compatible dans ce domaine.
Du théoréme XIX résulte que l'on ne peut faire usage des méthodes
de démonstration employées jusquw’ici; l'ensemble A7 n’est un espace
complet du type F qu’avec.la norme

|o}* =sup | &l
n

avec cette norme les suites convergentes forment un ensemble ferms,
done, toute suite bornée et divergente ne peunt &tre avee cette norme un
point d’accumulation de suites convergentes.

Pour la méthode fonetionnelle A congervant la convergence
(c’est-a-dire limitant les suites convergentes) sont déterminéds les
nombres

Ale)=lim S7(8),

i=>T— n=0

Aley)=1lim A, (1)

t—1T—

(n=0,1,...),

oh ¢ est une suite composée seulement d’unités, e, une suite ayant la
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n-iéme coordonnée égale & 1, et les coordonnées restantes nulles. Le
terme

o0

(a) 21 A(e)l

n=0

est aussi déterminé pour les méthodes conservant la convergence, en
vertu du corollaire 2 du théorédme II.

DEFINITION 16. On appelle
A(A)=A(e)— 3 A(e,)
n=0

diseriminant A(A) de la méthode fonclionnelle A conservant la convergence.
Levme 11. 8i une méthode fonctionnelle A limite towies les suites
bornées, son discriminant est nul.

Démonstration. Si A(A4)+0, la méthode M, déterminée par

iy
(a) : %m=5&am@¢

(n=0,1,...),

devrait étre permanente, car elle satisfairait anx conditions du corollaire
du théoréme IIT. D’autre part, d’aprés (a), la méthode M ainsi que la.
méthode A limiterait toutes les suites bornées. En vertu de la remarque
de Steinhaus [3], on a contradiction.

THROREME XXT. Soient A et M des méthodes continues limitant
vers zéro les suites convergentes vers zéro. Si toute suite bornée, limitable
vers zéro par la méthode A, est limitable par la méthode M, elle est limitable
vers zéro par la méthode M.

Démonsiration. Soit m=|£]} une suite bornde, limitable vers
zéro par la méthode A. Déterminons par induection une suite d’éléments
xz,eA*. En vertu du théoréme XVII il existe une suite

x1={@1§gr"1971152&”070)'-'}
telle que |r,—z;]5<<1/2, et une suite
w2={§(1’5---75217@n1+1§21+1:-":07»-35?1270’03"'}

telle que o, —a,)5<<1/4. Aprés avoir déterminé @,,a,,...,2;_; et par la
méme les nombres nabtuvels 7,%s,...,M_;, déterminons I’élément xz;, de
maniére que |m— &% <<1/2%. Considérons la série

(9) Ay By -y (B — 1)+ (By— Xo) 4.,
oh a={a,] est une suite bornge, D’aprés Iinégalité |u,—,ly<1/2
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(k=1,2,...), la série satisfait & la condition de Cauchy dans lespace
A* et converge vers 1’élément

(10) 2= {[501+ a:(1— 01, ..., 6Oy + o1 (L —On) 1 én,

(01601t 0a(l— 6y 1)1 60 sy )
qui appartient aunssi & A*, car A* est complet. En vertu de (9), on a
(11) A =g A(@0) + ay A (@ — 33) -+ 03 (23— 25) ..,

parce que A(x) est une fonctionnelle continue dans A* (théoréme VI (a))
De la permanence de la méthode A résulte que A(w)=A(x,—x)=
=...=0, done, en vertu de (11), on a aussi 4(x,)=0. D'autre part, en
vertu de (10), on voit que w, est une suite bornée; », est donc une suite
bornée, limitable par la méthode A vers zéro, d’onr, d’aprés I’hypothdse
du théoréme, », est aussi limitable par la méthode M. Du lemme 9 il
résulte que la série (9) converge vers z, dans M** aussi. En vertu du
lemme 3, M (t,») est, pour tout #, wune fonetionnelle continue dans
M*, done :

(12) M (t;32,) =ag M (t501) + o M (8309 — 1) + o M (3505 — @) +....
Puisque z,eM*,
lim M (¢;,)

-

existe pour toute suite a:—-{a,,} bornée. La méthode ©Q déterminée par

(13} wo(t)=M[t52,); o (O)=Miz—m) (n=1,2,..),
limite toute suite bornée a;{a,,}. Done, en vertu du lemme 11, son

diseriminant 4(2)=0. D’autre part, il résulte de la permanence de la
. méthode M que

2(e,) =l1irlr'1 @, (t)=90

parce que z; sont des suites convergentes vers zéro. On a donc

(n=1,2,...),

0=A(Q)=Q(e) =lim 3 w, (t) = Lim M (t;a0)= M (ay),

t~—+T— n=0 t—+T-

c.q.f d.

TaforMe XXII. Soient A et M des méthodes continues et permanen-
tes. Si toute suite bornbe, limitable par la méthode A est limitable par la

méthode M, elle est limitable par la méthode M vers le méme nombre que
par la méthode A,
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Démonstration. Soit m={§,,} une suite bornée, limitable par la
méthode A vers le nombre £ La suite x,=x—%¢ est alors limitable
vers zéro par la méthode A, done, en vertu du théoréme précédent,
Mxw—Ee)=0, Aol M (x)=¢, c.q.f. d.

De ce théoréme résulte de maniére évidente le théoréme X [6].
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