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En ajoutant une inégalité & Vautre on obtient la thése du théo-
réme 12. '
5 T’ensemble R composé de tous les (z,y) pour lesque}s on a’m—l;m]<1 /2,
et le segment AB de longueur 27=1/2 sin 60¢ vréahsefnt 1’égalité dAa.ns
T'inégalité (14) pour o;=1/2. Je ne sais pas si l'inégalité (14) peut étre
améliorée pour d’autres ;.
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=

1. S0it C l'annean des fomdtions complexes continues a={a(t)},

définies pour 0<t<<oo. I'addition et la multiplication sont données par
les formules

a+b={a(t)+-b(1)},
a.b={fa(t—r)b(-r)dr}.
[

Soit 4 le eorps quotient sur C; les éléments de A seront dits opératewrst).

J. Mikusiniski a introduit deux types de convergence des opérateurs:

(I) La suite d’opérateurs a,,a,,... converge vers Popérateur a, lors-
qu’il existe un élément keC (k5£0) tel que ka,eC (n=1,2,...), kaeC et
que la suite %a,,ka,,... converge vers ka presque uniformément (c’est-a-
-dire uniformément dans tout intervalle fini)2).

(IT) La suite d’opérateurs a,,a,,... converge vers l’opérateur a,
lorsquil existe une suite %;,ks,... (k,eC) convergente presque unifor-
mément vers un élément keC (k=% 0), telle que k,a,eC (n=1,2,...), kae0,
et que la suite ka,,k,4,,... converge vers ka presque uniformément?).

Il est évident que la convergence (I) entraine la convergence (II).
L’implication inverse n’a pas lien. Par exemple la suite {e"‘} converge
(IT), mais diverge (I). En effet, on peut vérifier facilement que

[1 oy |1
——t ={_1
n e n [’
d’ol1 la econvergence (II). D’autre part supposons qu’il existe une fonction
keC telle que la suite k{e™}, c’est-d-dire la suite

{fte”’k(t—r)dr},

1) J. Mikusifski [2], p. 43-44.
) Cf. loc. cit., p. 62.
%) Cette définition n’a pas encore été publiée.
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¢
‘converge presque uniformément. Alors, pour tout ¢ fixe, la suite [ k(t—)dz
[

(n=1,2,...) est bornée, d’ol il résulte, d’aprés un théoréme des mo-
ments %), que k(t—r)=0 pour 0<Lz<t. Comme ¢ peut étre fixé arbitraire-
ment, il s'ensuit que k=0 identiquement. Cela prouve que la suite {e”‘}
ne converge pas au sens (I).

2. Une convergence quelconque étant définie dans 4, on peut intro-
duire la notion de fermeture de la maniére suivante. Si X CA, on appelle
la fermeture de X, quon désigne par X, lensemble des éléments x de
A pour lesquels il existe une suite w,%,,... (#,eX) convergente vers .
Si la convergence considérée est du type (L) de Fréches, clest-a-dire si

(i) Ia svite @,a,... converge vers a,
(ii) toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la
méme limite que la suite primitive,

il est facile de voir que

10 X+Y¥=X+7,

20 XCX,

30 0=0 (0O — lensemble vide).

Une convergence du type (L) de Fréchet sera dite topologique lors-
que, de plus,

4 FT=X°%.

10 est facile de véritier que les deux convergences (I) et (I), considé-
rées dans le paragraphe précédent sont du type (L) de Fréchet. La ques-

tion naturelle si ces convergences sont topologiques®) s’impose. La ré-
ponse est négative:

Les convergences (I) et (1I) ne sont pas topologiques. ‘
La démonstration de cetite proposition est le but de cet article.

3. Avant d’aborder la démonstration, nous établirons quelques
formules.

Posons

(%) a,={max(0,t—n)} (n=1,2,...).

4) J. Mikusiniski [3], p. 139.
%) K. Kuratowski [1], p. 45.
*) Cetite question a été posée par J. Mikusinski.
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k
Si c,,:TeO' (keC), on a

n

k(t)=ftc,,(t—-r)a(r)dr (0<<i<<o0)
0

et, par conséquent,

E(f)=0 pour 0<i<Ln.
1 s’ensuit que toute suite %;,k,... (k,eC) telle que
k,
= e,
Go,

olt p;,Ps,... est une suite croissante de nombres naturels, converge vers
zéro presque uniformément.

Posons I={1}. T est facile de démontrer que 1a suite 1,B,1,... con-
verge vers zéro presque uniformément. Il s’ensuit que, pour toub aeC
(a£0), on a

Hm E=0

nsoo 6
au sens de la convergence (II) ef, d’autant plus, au sens de la conver-
gence (I). )

Nous allons démontrer le lemme suivant:

LEMME. 8% Py, Paye-y 6 T1,7s5... s01E deus suiles croissanies de nom-~
bres maturels, la suile

‘ o
(1) Cp=——F Dby

n

(n=1,2,...),

ot b,eC, nest pas convergente (LT).
Démounstration. Soit k;,k,,... (k,eC) une suite presque unifor-
mément convergente et telle que

EncneC (n=1,2,...).
Comme b,eC, on a, d’aprés (1),
k0
(2) o, eC (n=1,2,...).
On peut démonirer facilement que
— 1
LG n=1,2,...),

"

ce qui enfraine, en vertu de (2),
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—1/L
{E /}kﬂ eC
O,
On conelut de 13 que {¢~*}%, tend vers zéro presque uniformément, ce
qui enfraine la convergence de la suite %y,k,,... vers zéro. Cela prouve
que Ia suite (1) n’est pas convergente (IX).
Nous allons démontrer maintenant que les convergences (I) et (I1)
ne sont pas topologiques. Dans ce but, il suffit de construire un ensemble
XCA4 tel que X5X. Soit X Vensemble des éléments de la forme

[ 1
3) Ty

Gy M

(n=1,2,..).

(m,m=1,2...)

olt la suife a,,a,,... est définie par la formule ().
Comme I"/a,, e C, on a

Onn 0

quels que soient les indices m et n (naturels).

D’aprés (3), on voit que, pour tout m fixe, la suite ¢, ,0m,,... con-
verge (I) et, d’antant plus, converge (II) vers {1/m}. Donc, tous les él¢é-
ments de la suite {1/1},{1/2},... appartiennent & X. Or, la derniére suite
converge (I) et (IT) vers 0, donc 0eX. Pour démontrer que X £, il suffit
de remarquer que 0 n’appartient pas 3 X. Il résulte du lemme précédent
que les seules suites d’éléments de X, convergentes (IT), sont celles, dont
tous les éléments, sauf un nombre fini au plus, appartiennent i la méme
ligne de la matrice (c,,,). Ces suites ne peuvent pas converger (I1) vers
zéro et, d’autant plus ne peuvent pas converger (I) vers zéro. Or, cela
achéve la démonstration.
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Sur le corps des opérateurs de Mikusinski
par
C. RYLL-NARDZEWSKI (Lublin)

Soit ¢ ’anneau des fonetions ;f={f(t)} continues dans Pintervalle
0<t<oo avec 'addition habituelle et la multiplieation an sens du pro-

duit.de composition .

[t—7)g(x)dz.
0
Cet anneau 1n’a pas de diviseurs de zéro et peut done étre étendu au corps
quotient Q. Les &léments de @ seront dits opérateurs?).
Le but de cette note est de démontrer que le corps @ n’est pas al‘gé—
briquement fermé. Plus précisément, nous démontrerons qu'il existe
dans O des éléments f pour lesquels I’équation #*=f n’est pas résoluble

dans Q.
Posons par définition, pour 1>0,
' T{f (0} ={41(20)} (fe0);
il est facile de vérifier que
1) T,(fg)=(T:)(Ta9) (f,9¢0).

La transformation T, s’étend aux éléments x¢@), en posant pour

z=flg (f,9¢0)
T,f
T,0=—"—.

* Ty
La relation (1) permet de vérifier facilement que ceftie extension e'st uni-
voque et compatible avec la définition dans C. De plus, la relation (1)
est encore valable dans Q.

1l existe des fonctions réelles feC tels que

(@) T f=—2%f,

1) J. Mikusinski, Sur les fondements du caloul opératoire, Studia Mathematica
11 (1950), p. 41-70. é
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