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II. Supposous @ (z,&) é&tre de la forme (17). On a alors:
g(2,8)=L{A7 ()~ (&)}
Pour les fonctions de la forme (19) I’égquation (31) prend la, forme:
Jﬂ={Zvi[/l‘l(f;i)—¢(5)]+x[/1‘1(01)—/1‘1(02),-~]}=‘F[G—¢(E)Z il

olt o.d——tz yad =Y o)+ 7 (A7 (6) — A7 (6p) ... ], 00 qui peut 8tre réerit comme
suit: :

=P m)+D(E) Y yi.-

La fonction P,(x,£)=% " (%)+®(£) Y y; est évidemment constante le
long des courbes considérées. Les fonections (19) réprésentent donc des
objets du type K et les fonetions (30) donnent leur régle de tramsforma-
tion, ¢. g.f. d.
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Sur un probléme de P’algébre des objets géométriques
de classe zéro dans I’espace X,,

par H. PEE (Wroclaw)

Dans mes travaux [1] et [2] j’énoncai quelques théorémes concer-
nant ’algébre des objets géométriques de Ia classe zéro & une compo-
sante dans 'espace a une dimension X;. Ici je considére les objets géomsé-
triques de la classe zéro & une composante dans l'espace & m dimensions
X,,. L’ensemble de ces objets sera désigné briévement par K.

Si nous désignons par (&,,...,&n,) b (&q,..., &) les coordonnées du
point courant de Pespace X, dans deux systémes de coordonnées quel-
conques B et B, alors, comme il suit du travail de S. Golab [3], on
a entre les composantes z et Z d’un objet donné du type K la relation
de transformation:

(1) m’_:Q[Q(‘B:E])"'!Em)y?l:--"zZ:m]

ol Q(w»,&,...,&,) est une fonetion arbitraive ayant les propriétés sui-
vantes:

() Q(m,&,...,&,) est déterminde pour —oo<§;<oo (1=1,2,...,m)
et pour les # d’un intervalle (a,b) (fini ou infini) caractérisant le champ
de variation de la composante de 1’objet;

(b) Q(2,&y1,...,&,) doit étre inversible par rapport & la variable x, la
fonetion ¢(Z,&,...,&,) étant son inverse.
Introduisons la fonction a(z,£,...,&,...):

(2) a’(m7517"”§‘mu’ 521;'“72:1;1,)2@[42(‘”1 517"'7 Em)’él"",éﬁl]'

Nous désignerons par K* Pensemble des objets du type XK, dont la regle
de transformation est ecaractérisée par la fonction a(x,&,...,&,...) de
classe C'. En outre nous designérons par D et G les domaines suivants:

D— le domaine de points (z,&y,...,%&,) déterminé par les inégalités:

—oo< ;< oo, aah (i=1,2,...,m),

@ — le domaine de points (z,,...,2,) déterminé par les inégalités :

a5 <h (1=1,2,...,m).
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Le symbole F;(zy,... &) désignera la derivée partiolle

£,.) par rapport & x;, ¢’est-a-dire F;= ZF y
@,

1

7mn7§17"'$

de la fonction F(2y,..., %, &1, ..

et le symbole  F(xy,...,2,,&,...,&,) désignera la dérivée partielle Z?F .

k
Si F est une fonction inversible d’une variable, le symbole F~! désignera
sa fonction inverse.
Nous allons démontrer les propositions suivantes:

PROPOSITION 1. 8% #y,%y,...,%, (n3=2) désignent les composanites
de n objets géomeiriques du type K, de méme régle de itransformation, et
sl ewiste une fonetion f(®,...,2,) de classe C® vérifiant dans le domaine
G les conditions

3) fi(@s,...

et représentant dans celui-c¢i un objet géométrique du type K, alors la fonction
Q,&q,y...,&,) & Vaide de lagquelle est donnde la régle de tramsformation des
objets x,,...,m, peut étre derite dans le domaine D sous la forme

bn) =A{O(&,..., ) L(@)+ B(£yj.., &)

ot L et A sont des fonctions d'une variable et O et @ des fonctions de m va-
riables.

y&y) # O (1=1,2,...,n)

(4) Q(®,&,...,

Démonstration. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant:

Lemme. 8¢ y,...,3, sont les composantes de n objets géométriques
du type K21), de méme régle de transformation donnée par la fonction
Q(@,&1,...,8,), dlors toute fonetion f(xy,...,x,) de classe O vérifiant
au point (@y,...,%,) les conditions (3) et réprésentant un objet géomelrique
du type K satisfait pour toutes les valeurs de &,,...,&, dans le voisinage
dw point (4,...,2,) au systéme déquations: :

n

],Zlg;n,k (®y,-- -7"%)}-1(“’1” E1y000 &)
=
(5) G @1y @) [ 01 &1y ) = B (0, 61y ) =0
(£,k=1,2,...,n, 1=1,2,...,m),
ol
. Lyyonit
(6) ylk(a«’n.-.,a)n)gfl( 19 n)’
fu (@, .. @)

1) 1l suffit de supposer, que la fonction a (v, &, £) ait les derivées tiyp 66 @y, conti-

nues.
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_l(ﬂ””_‘fl’____’)
Qu(@y &4,

En effet, la fonction f(e,...,4,) qui réprésente un objet géoméﬁ
trique du type XK' vérifie l'identité '
f[a/(wla5_17---7217---)1---14(%751; €y )1=0{f (@1, - B0), 51, oy ]

la fonction b(z,&,,...,&,...) étant différentiable. En différentiant 1es
deux membres de cette identité par rapport & =; et 2, on a

fila(@,, &,y..0),- 000 (@, 65,0 00) =biTf (25
fela(@ b1y )y Jan (@, &y ) =0ulf (@, 80) &y I i (8150 0)-

De la supposition on a fi(@y,...,%,)#0, on peut done éliminer de ces
équations la fonction b, eb, profitant de la définition (6), réerire le résul-
tat obtenu sous la forme:

(7) Z1(5674:17 B m)""‘la'(w 51:--»)'_—‘

1)y €1ye v i (8150000,

gik[“(mu517--')1--']"’1("”1'9511 =g @y ) O (B &1y -0

Les fonctions ¢ étant différentiables, différentions cette relation par
rapport & §&:

@y (55 &1y Zgh [a(®1y&1yen)se e 10 (g &1yee0)

—+ 10y (25, 51’-“)9% [“(mly51’-“)7'--]=gik(wu o) gy (@ y Eaye i)

Posons dans cette identité £, =¢; (i=1,2,...,m), en remarquant, que
la différentiation de la relation a(z,&y,...,&;,...)=z donne

ay (2, Eyyeeny &y, )=1

Il suffit de prendre en considération le définition (7) pour arriver aux
équations (5); le lemme est ainsi démontré.

1 g'ensnit du lemme, que lovsque la fonction f(wy,...,o,) satisfaib
aux suppositions de la proposition, elle vérifie lo systéme d’équations
(5) dans tout le domaine G et pour toutes les valeurs de . Fixons
dans le systéme (5), les indices ¢ et % laissant varier l'indice I. Diffé-
rentions par rapport 4 x; chacune des équations obtenues en posant
onsuite z; =xy=...=x,=x. On a
B, Eryenny &)

(8) }*l(mifly 1 ém )Zghi .,m)-{—g‘é"(m,...,w)

+g¢k(wa ;m)}‘lu(wyfu-'-;ém):o (1=1,2,...,m).

2) On obtient cette dernidre identité en différentiant la relation (2) par rapport
A x eb & £ et en posant ensuite £ =¢,.
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Dans le cas ol toutes les A sont dans le domaine D identiquement nulles,
L'objet considéré est un scalaire (comme on le voit de la définition (7 B
les scalaires étaient déja considérés dans les travaux [1] et [2]. Suppo-
gons done, qu'il existe une A qui ne soit pas identiquement nulle dans D.
Remarquons que la fonction ¢*(w,...,») est constanto dans Iintervalle
A faisant partie du voisinage du point @, pour lequel une des fonctions
A n'est pas nulle pour certaines valeurs de &,,...,£,. En effet, en posant

dang Iéquation (8) &y=x,=...=a,=x on a
@, &y ,5m>2 ) =0 (1=1,2,...,m),
d’ont
n
20;.( @) =0 dans lintervalle A,
Puisque 4
. @ 4
h:lgh( m)=;l;g (®,...,2),
done -

6% (®,...,2) = const = ¢**,

et en raison de la supposition (3) et de la définition (6) il doit &tre a*-£0.
Remarquons en outre, que

n ; d ;
hzzlghl'ci(m"'vm):%gika'-:m)'

Introduisons la fonetion:

1
ik

x
w(@) = [ ¢ (@,...,0)do.
a9

¢

L’équation (8) prendra la forme:
U (@) (@, &y )+ 0 (0) B (2, &
(1=1,2,...,m).

Cette équatlon est 1dent1que a "équation (3.15) du travail [1]. Suivant

les résultats y obtenus on voit que les fonetions A' peuvent &tre dorites
sous la, forme

15m)+li1(maflffm)¥0

Vl(éun-a Em)L(m)"]"Q’l(fls'-"Em)

1(m5519-'fy£m)= T’ (@) (1=1,2,...,m),

ol

T
L) [ 60 s,

To
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On démontra dans le travail [1] que cette formmle est juste dans tout
le domaine D. En revenant i la définition (7) on voit que la fonetion
Q(z,&,...,&,) doit vérifier lo systéme d’équations:

F (& E) D@+ @ (Ery vy €)
L' (x)

(9 lQ(m’EU--')Em): (2,6, &m),

(1=1,2,...,m).

Pour quelles fonctions & et ¢ ce systéme est-il résoluble? En fixant
los indices ¢ et k, prenons les équations

19"L+ ¢*
W= —F
(10) vS“L+
‘P
1Q Ql
ot différentions la premiéro par rapport & &;, la deuxiéme par rapport i &:
m,+ H+oi
kiQ:iQ (pk +Q L’¢ ’
(11) L
L L+ i+ o
w0 TS g Nl

En différentiant les équations (10) par rapport & 2 on a:

WL+ oF IEL2— L”(#LL+¢)
Tt s

kQ1= O

ﬁ”L—]— 99

9L L(9L +¢)

+& =

iQ1= Qu

En tenant compte de ces relations, il s’ensuit des équations (11) que
Qu| #'gF + 05D+ gF) = Qu{ 0F'+ DL+ i} -

Puisque @,5=0 (la fonetion @Q(z,&y,...,&n) o5t inversible par rapport
4 la variable a') et puisque L (x)s const (par définition), on a les relations
suivantes:

(12') o= 9%,
) o (4,k=1,2,...,m).
12y O+ gl =99+ g, e
Les relations (12’) montrent, qu’il existe une fonetion J4(&y,...

(13) B (Eryeer Em) =0 (Ery ey )

s &) telle Qua

9
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Introduisons la fonction:
O,y by) il
Evidemment

1

14 =
(14) O g="7"

En profitant de cette relation, on obtient des équations (127):

0"+ Opi = Oy’ + Ogl, o (O¢")= (6¢)",
ce qui montre, qu’il existe une fonetion @(E,,...;fm,) telle (‘1110‘
(15) By(Exseens En) =0 (& ees Em) B (E1p -1 Em).-

En vertu des relations (13), (14) et (15) nous pouvons réerire le systéme
(9) sous la forme

O,L+ &,

(16) 1Q= Ql—*@“L—,—~

(I=1,2,...,m).

Considérons la premiére de ces equations:

0,1+
an) | Q=02
Les caractéristiques de cette équation vérifient le systéme:
OL'dw+ A&, (0, Lb,) = 0= df,=... = dk,,.

Les intégrales premiéres sont, évidemment, les fonctions:
. OL+ By, ..., y;
Pintégrale générale de 1’équation (17) est done de la forme:
o Q(m7§17":yEm)’—'A{@L+Q’Eza"'7§nL}-
o A est une fonction arbitraive de m variables. Bn tenant compte de
cette derniére relation on obtient des équations (16):
A OLA+D, &y, J(O,L+ B)+ A4 OL+ D, ,,...)

(1’0]‘1 ;;Al{@L+@9523---}(@lL+ ¢l)7

Al{@L+¢,§zy""Cm}=0i

et la fonction 4 dépend seulement de la i& i i
1 . Premiére variable. L’inté,
générale du systéme (16) est donc de la forme: segralo

Qo &, En) =4[ OL+8); -
ainsi la proposition est démontrée.
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PROPOSITION 2. 8i la fonetion Q(z, &i,...,En) peut éire dorite dans lo
domaine D sous la forme (4), la fonction
[ n
(18) f@useeym)=12] 3 mB(w)]
. i=1
avee les constantes arbitraives y; et la fonction arbitraire inversible ¥ répré-

sente un objet géomeirique du type K dont la régle de transformation est
donnée par la fonction :

B0, ) =106 50 P @+ 3 08B

Si, en outre, les fonctions @ et O sons de classe (', la fonction L de classe C7,
les fonctions © e @ diant linairement indépendentes®), alors toute fonction
fla@y,...,2,) de classe C? vérifiant dans le domaine G les conditions (3) et
représentant un objet géométrique du type K* peut dire éerite dans le domaine
@ sous la forme (18).

PROPOSITION 3. 84 la fonction Q(x,&y,...,&y) peut ére cerite dans
le domaine D sous la forme:

(19)
la fonction

(20) f(wl,‘..,mm)——%f{ 3 7o)+ 2L (@) —L(wa,...,L(m,,_n—-L(wn)]}

Q(m, 511"'55111)=/1{L(m)+¢(§1!' v sm)}’

avee les constantes arbitraires y;, la fonction arbitraire de n—1 variables y
et Io fonction arbitraire inversible ¥ représente un objet géométrigue du type
K dont la régle de transformation est donnée par la fonction :

P (o, usee ) =TT {70+ 28 3 .

Si, en outre, la fonction @ est de classe 0, la fonction L de classe C%
la fonction ® n'étant pas identiquement constantet), alors toute fonction
f(@y,-..,m,) de classe C* représentant un objet gloméirique du type K et
vérifiant dans le domaine @ les conditions (3) et les conditions:

fi
L' (=)

o i
# 0 ou gb(%) 0

(21)

”n
i=1

peut étre éorite dans le domaine G sous la forme (20).

3) Si les fonctions @ et @ sont linéairement dépendantes,la fonction @ peut étre
écrite sous la forme (19).

4) Si la fonction @ est constante, l'objet considéré est un scalaire.
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Les démonstrations des propositions énoncées sont presque identi-

ques & celles des propositions 2-4 du travail [2] et c’est pourquoi nous
les laissons.
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A uniqueness theorem for the solution of a family
of hyperbolic integro-differential equations

by A. Pri§ (Krakéw)

In this note we shall give a proof of a uniqueness theorem for the
two-parameter family of the integro-differential equations of string
vibrations:

b
; J u(tﬂs)d‘§=“‘s(tsb)_us(ta"’) 1)
a

|
2

) .

%!

i. e. we shall show, that in the triangle T'(0<4<k, |5|<k—1) (k}())_therc i8
at most one funclion u(t,x) of dass O such that the initial conditions
(2) ’III(O,XE)=(P(:I:‘),
A
(3) (0, @)=y (@)
(where @(@),p(x) are arbitrary functions defined for || <k} and equations
(1) (for 0<<t<k and for every pair of the real numbers a,b such that \a]<k—1t;
[bl<k—1) are satisfied. ‘
This theorem is the answer to the question put by T. Wazewski.
Another proof of that theorem is ineluded in the paper cited above.
The equations (1) are linear, hence for this purpose it will be enough
to prove that the function of class C* satistying the equations (1) in the
triangle T (i. e. for 0<Ci<<k,|aj< k—t,bj<k—1%) and the initial condi-
tions )
(29 u(0,5)=0,
(3") 0 (0,2)=0

vanishes identically in the triangle T

1) Physical arguments, by which this equation of string vibrations is obtained
are included in the paper: T. Wazewski, Sur une relation entre la fagon de la mise
en équation du probléme physique avec la notion des solutions généralisées des équations”
aux dérivées partielles du second ordre, Bulletin de I'Académie Polonaise des Sciences,
cl. trois., I (1953), p.79-82.
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