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On démontrera l’existence de la solution unique ¢(») holomorphe dans
D’ si le module du paramétre 1 est suffisamment petit. Cette fonetion
sera aussi 1a solution umnique de 1’équation proposée (24).
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Systémes d’inégalités différentielles aux derivées partielles
du premier ordre, et leurs applications

par J. SzArsKI (Krakéw)

Le but de cette note est de généraliser, pour les systémes d’inégali-
tés différentielles aux dérivées partielles du premier ordre de la forme

ou, 6uﬂ)

0u”<fu(
v 11 1¥Ey 1y ydny 1y 1 %my ’ ’
dy, oy,

o,

4

(1.1)

(#=1,2,...,m, v=1,2,...,k),

certains théordmes que nous avons obtenus antérieurement [1] pour
le cas particulier k=1.

Au §1 nous rappelons ces théorémes ainsi que certaines conséquen-
ces qui en résultent. Le §2 comprend des théorémes sur les inégalitiés
de 1a forme (1.1) et le § 3 les applications de ces théoremes au probléme
Qunicité et  celui d’évaluation de la différence entre deux solutions
d'un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre. Au
§ 4 nous démontrons un théoréme sur la menotonie, par rapport aux
valeurs initiales, de la solution d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre. -

Le théordme 2.1 et le théoréme 4.1 ont été communiqués, sous une
forme moins générale, au Congrés des Mathématiciens Polonais en 1948 [3 1.

§ 1. Nous commencons par rappeler, sous une forme un peu modi-
fiée, un théoréme démontré dans le travail cité plus haut?).

THEOREME 1.1. Supposons que les

f“(xiyl7""yﬂ?ull’"!Iu'm,QIJ""qn)

soient définies respectivement dans des domaines 4, de Pespace a 2n-+m-41
dimensions, dont les projections sur le plan &,Yyy. . Yu recowvrent 1’ ensemble

(1.2)
ot N>0, a;<b;, 0<<a<<(b;—a;)[2N.

fonctions

(p=1,2,...,m),

p<a<ita, oFN@E—8)<u<h—N@—s) (i=1,2,...,m)

1) Cf [1], théordme 3 bis, p. 25.
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Supposons que lo fonction f* satisfasse dans A, & la condition de Lip-
schitz
lf"(ﬂ?;?/n- ~-)yn,7u].7- "7'“'1»1((1"' '5‘171,) “f”(‘”;'!/n'v ',y’lﬂuli v '}um;ql, . '7(_le)]
(1.3) "
<NZ: lgs— @il
L=

ot & lo suivante condition (W) de monotonie:

Lorsque w.>1 i W= . i p i
(W) Lorsque w2y, ooy Uy 220, yy W=y Uy Zhupqyveny Uy 20y,

alors
s - _
f (myyly'-','!/na“lr'-wum’ﬁ?'--7§In)>fk(mif’/15"':yvv,s‘ulv"-"”’nu!ll!-“v(In)'
B k?D’LG’ILt uu(’w,yl,...,yn), 2y Y1yeoy Y) (=1,2,...,m) 2m fonctions
définies dans Densemble (1.2) et ayant les propriétés swivantes:

10 Pour u=1,2,...,m
(1.4) U (B3 Y151 U >0, (B3 Y1y s Yn)s

ZU.Pouwr tout point P(x,y,,...,y,) appartenant & (1.2) en leguel pour
un p fize ’ .
w4, (P)=1,(P),

les ’OILCt’l:OI'L'? w, e v, ont la di”d"ﬂ'ﬂi&iﬂue totale et sati. f i j
" vtale et satisfond awux inégaliies
; H» Ulﬁyallaieﬂ

(1.5) (—6:—5) 2#(97:('/17'”1'.%1“11'--;“7;“ﬂv ,...,%) N
. ® a/yl (')’!/,,,, P

A ow .
(1.6) (_ﬁ) < u(m e o, o,
0w [p 41915 "Jym“u--‘;”nuT()E 7”"55:: P‘

Dans ees hypothéses, les inégalites

1.7
(1.7) 'll«'u(m,?j]_,..-,[l/.n)>7)”(w,?/1,---,:l]n) (,Ll=1,3,...,'l)b)

sont satisfaites ddans Pensemble (1.2) tout entier.

La démonstrati ord ; .
it on 2, tion de ce théordme est identique & celle du théordme

Voiei un théoréme d’existence
que nous awv P
dont nous ferons usage dans la suite, ons démontré [2], ot
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THEOREME 1.2. Supposons que les fonctions
T, Yy ey Yus Way oo sUan s Qryeoes )
sotent de classe C3 dans Vensemble
(1.8)  s<e<ita, i—l<o, l—ul<e, |a—dl<e
(1=1,2,...,n, p=1,2,...,m),

leurs derivées du premier, du deuwieme ef du troisiéme ordre étant absolument
inférieures & un nombre positif M. Soient o, (Y1, ¥a) (B =1,2,...,m)
des fonctions ayant dans le_cube

ln—vil<e (7=1,2,...,m),

les deérivées partielles jusqu'an troisiéme ordre continues et inférieures au
nombre M. Supposons ensuile qu'on ait les inégalités

. . .
}aw,‘(yla"' Yn)

|—————_q‘ii<ﬁs

© . . » N a
(1.9) gl <M, {");L(yla“"y?]n)_'up|<17 7 2 1

(1=1,2,...,0, pu=1,2,...,m),

et posons )
e=[8M(m-+n)1"1[1+2M(m+n)]2,
(1.10) r=2M+[2(m+n)]", N=DM(1+3mr-+ m??),
b=a*[(n+1){N+a+1)]5, é=min(¢,b).
Alors le systéme @équations -

ou, ou

ow, . .
(1.11) —iﬁ=j“(ﬂc,y1,...,y.,,,,ul,...,um,BTJ;,...,a?;:—:} (r=1,2,...,m)

a une wnique solution u,(B,Yy,--+Yn) (p=1,2,...,m) de classe O* dans
Vensemble

(112) a<e<a+d, Wi—til <o[4n(N+1)]'—N(@—a) (i=1,2,...,n),
qui satisfait aux conditions initiales

'“’p(é7y15""a?fn)=wy(y1,"~5yn) (/"’=172!"<1/’n)'

Voici maintenant une application du théoréme 1.1 dans la théorie
des systémes d’équations de la forme (1.11).

THROREME 1.3. Supposons que les fonetions f* satisfassent & toutes
les hypothéses du théoréme 1.2 et a la condition de monotonie (W) (ef. théo-
réme 1.1) dans le oube (1.8). Soient @, (Y15 +r¥n) (k=1,2,...,m) 2m fono-
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tions qui remplissent toutes les hypothéses faites sur w, dens le théoréme
1.2, et qui vérifient les inégalites

(1~13) w,,(?/l"",yn)219/;('1/17"';'.%») (//":-1727---7’”'0)-

Désignons enfin par w, (@, Y1,y ¥n)y 0, (@Y1 %) (0=1,2,...,m) deuw
solutions de classe C" dw systéme (1.11) damns Pensemble (1.12), satisfaisant
aux conditions initiales

(1.14) u,‘(a;,:l/,,...,g/,b)_w (Yryere ) (B=1,2,...,m),

(1.15) ’)u(ib::yla---yﬂ‘/n)='0;4('.'/17---7L'/n) (e=1,2,...,m).
Dans ces hypothéses, les indgalités V

(1.16) Uy (B3 Y1ye o) 20, (8, Y1y ooy 8) (p=1,2,...,m),

sont vérifices dans Vensemble (1.12) tout entier.

Démonstration. Posons, pour >0,

(1.i7) Yy Yna U s Yy Gy ey Gy E)
=f#(maf‘/1’-~-7?;/1;7“17-‘-)“:1171117'-w(ln)‘|‘57
(1.18) “Jy(ylr‘“;:’/nas)zwu('yl;'“:yn)'|‘“'5~

Pour ¢>0 suffisamment petit, les fonctions (1.17 ) et (1.18) satisfont
4 toutes les hypothéses du théordme 1.2. Désignons par W (3 Y1yeenylny6)
P'unique solution du systéme

ou 0w,

ou
(1.19) _a'a,?:fﬂ(myylf o Y Uy ety Uy =2,

8 a./w, (M=1727.“7M)’

satisfaisant aux conditions initiales

(1.20) up(é:yu'-"ynys):wy(yl,u-yyma)

ot définie dans I'ensemble (1.12). L’existence de cette solution o8t garantie
par le théordme 1.2,

Dlaprés (1.13), (1.15), (1.18) et (1.20), on a

(1.21) %(557’!/17---;’&lmﬁ)>”,‘(ﬂ];?/n---,'.‘/n)-
Dlautre part d’aprés (1.17)
ov ¢
192y %% v, v,
( ) P <‘j#(w7."/1 r"rf‘/m”n“-:'vm,ay; :ay ) (,LL&‘.J.,L y )

et, en vertu de (L19),

ou
93y 2% ou ou, -
ﬁl 3) agp?f”((‘”yyiy---’ymuly 7/“'77“ —£, ;ay” ) (r=1,2,...,m).
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Les fonctions f* remplissant, par hypothése, la condition de Lipschitz
avec la constante N par rapport aux variables gy ,...,4,, il résulte de (1.21),
(1.22) et (1.23), en vertu du Théoréme 1.1, que

(1.24) U, {8y Y1y e s Yn s &) >0, (83 Y1500y Un) (e=1,2,...,m),

dang l'ensemble (1.12). D'autre part, puisque

Lim f*(%, 91, .. &) =f* (@, Yy .+ sy Q1 oo s Gnds

e—>0

sYryUry ooy UangQrye oy Gus 1Yy Uy ees

Lim w,(¥1,-.-

e—>10

WY1€) =0, (Y1s- 0y Yu)y
ob cocl uniformément, on a

(1.25) B 1, (0 s 8 = 00 Fseostl) (B L2y m)).

Les relations (1.24) et (1.25) donnent les inégalités (1.16) dans l'ensem-
ble (1.12).

§ 2. Nous examinerons maintenant les systémes @inégalités diffé-
rentielles de la forme (1.1).
TaROREME 2.1. Supposons que les fonctions

. , . _ _1 9
By yee s By Yrsee oy Yars Yts ooy Umy Gage ooy ) (p=1,2,...,m,v=1,2,...,k),
soient définies respectivement dans des domaines D, de Vespace & 2n+mtk
dimensions, dont les projections sur le plan Ty,..., %, Y1y..-,Yn TECOU-

vrent Pensemble

a—l—lVZ(Jr——.r)<y,<b—7\Z (x, —,)

(2.1)  a<a, <‘i,,+u,
{i=1,2,...,n) y=1

=1,2,...,K)

ol N>0, a;<by,0< a<(b;— a;)[2N. Supposons que la fonction f# satisfasse
dans D, & lo condition de Lipschitz

(2.2) ]ff("vla-'-1‘”k’y1:<"’yny'u’u-'~au‘m7Q11'~'5q'n)-

%
”—ﬁ(mlr"7‘rlc7y17"'1ynaul)"'3u’m)glr-'36n)| <N12] [!lr‘gtl

et & la suivante condition (V) de monotonie:

%) Ceci résulte du corollaire 3 qui sera démontré au-§3.
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(VY Lorsque w2y, ooy =W, y, W,=1,, U1 Z Ty y ooy Uy 32 Ty,

alors
(g ; ;
By s @y Yrs ey Yoy Uage sy Yoy Quseees )

Z By s @y Y1y ey Yn s By syl s ey @) (v=1,2,...,k)
AP N r r 1 .
Soient w, (Byy. ooy By Y1yees¥n) € D (Bryensy Ty Yayeeny¥y) (B=1,2,.0.,m) 2m
fonctions définies dans Vensemble (2.1) et ayani los propriétés swivantes:

19 Powr pu=1,2,...,1n ’
(2.3) u‘y(wl! v @py Yy e s ln) >”M(w1y‘ Wy Y1 Yn)s
20 Pour tout point P(x,,..
pour un p five

& Y1y Yn) apPartenant & (2.1), en lequel

4, (P)=1,(P),

les fonctions w, ot v, ont la différenticlle totale et satisfont pour v=1,2,...,k
aux megahtes dzﬂerentwllcs . ‘

. ou, : o, o,

(2"‘“ (5};")})2% (ml’""'/l"mylr":ym”’l’ sy Uy —— 0”1 01/,)

o oy
(2.5) (ﬁ)P<ﬁ(mh'- STy Yaseeey Yny Vpyenny

v

Oy 0%
TN

Dans ces hypothéses, les inégalitds

(2.6) “p("vu-'-a‘zkz?/u'-~y.1/n)>'”,;(‘vl"--7‘”1;,?/17---7%1) (n=1,2,...,m)

sont 've’;riﬂe'es dans Pensemble (2.1) tout entier.

7 . . *
Démonstration. SOltP(;}l, ,wk,_y“ :Jn)#P(Jq,

R
un point quelconque de l’ensemble (2.1) 6t posons Ty Yryeo )

2'7 ’_.U ° ’
(2.7) A=n,—2, (v==1,2,...,k).

On a

icm

Systémes d'indgalités différentielles 155

Introduisons la transformation de A. Mayer
(2.9) o=, + A
ot désignons
) U (@Y1,
V (2,955,

Les fonctions u, et v, étant définies dans I’ensemble (2.1) les fonctions
U, ot ¥V, le sont dans 'ensemble

k
(A yﬁ)m<yi<bi—(l\72 1‘»)4"';
\ 51

=1

(r=1,2,...,k),

al‘/n)z"“u(i‘l‘}'lrﬁ ver s";:‘k‘}‘ Ay Y1y s¥n)s
(2.10)

yn)z‘vy(él"i—}'l'ra . "7“;}k+;*k'”7y1i"'3yn)'

(2.11) 0<a< 0y,

(i=1,2,...yn)
olt §;=a/max A, et par conséquent &, >1.
D’aprés (2.3) et (2.10), on a

(2.12) U 0,91y 80) >Vu(Cy4ayees¥n) (u=1,2,...,m}.
Posons V ’

P (2,Y1y. - sty Gas ooy Q)

13
= > L1 (@ Ay
=1

sYnstaysee

5‘”1:"*‘111"”1(‘/15'--,!/115“17---;“'711’1:11’-“7%)-

En vertu de (2.2), la fonction F* remplit la condition de Lipschitz

:lln7'u‘17'“5“1:11{[1:--'3.([7;)

k n
“F”(wi!/lr'-)ym ul"“;um!qla'-wq‘n)]<<A?§zr)gllq:l“qi"

Drautre part, les fonctions f* satisfaisant & la condition (V), les fonctions
F* satisfont & la condition (W) (c¢f. § 1).
8i, pour un point P(x,y,,...,¥,) appartenant & (2.11), on a
U, (P)=V (P},

alors, d’aprés 20, les fonctions U, et V¥, ont la différentielle totale en P
ot satisfont aux inégalités différentielles

[ F* (@Y1
(2.13)

QU
L) >F"('17:'!/n~--7
ox P

2.15) Al <F*|w,y ¥V, v, v, BV") .
(2.15 9z |p yUysee s Yns Vyseoon Voo 6?/1’ ) ) e

B ~ou, ()U
Yous Uryeny U

(2.14) ( ”“—@; T 0!/71
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Les inégalités (2.14) et (2.15) résultent des inégalités (2.4), (2.5), (2.8)
et des relations évidentes

v, §1 o, V. _ Sh’ v, o, _ 0w, W, _ o,
d

TEaPI ra i PRl P

oy, dy;’ oy, T)'/;

y=1

On voit done que les fonctions F*, U,, V, satisfont & toutes les hypothe-
ses du théoréme 1.1 dans ’ensemble (2.11), et, par conséquant,

Uu(‘l";'.'/u-- ) >V,c (@yYyye s 9)
dans Pensemble (2.11), d’olt, en particulier,

U (LyY15e05m) >V;;(1 Waseeesty)

ou, ce qui revient au méme, d’aprés (2.7) et (2.10),
., ¥ * » L] .
“u("vu-":‘”kil‘/l’---7'.‘/n)>‘0,¢(m1a---7wlu'.‘/u---7'.’/n) (/4:'1727"-7"'”)-
Ceci termine la démonstration du Théoréme 2.1.

THEOREME 2.2. Supposons que les fonetions f* satisfassent & toutes
les  hypothé ] ie ] Ly, 1

ypothéses du théoréme 2.1. Soient Uy (Lry e vy Ty yYyyeeeslly) 6L
L € N N T (u=1,2....,m) 2m fonctions définies dans Pensem-

ble (2.1) et ayait les propriéids suivantes:
1° Pour p=1,2,...,m

(2.16) U@y eyt Yy ) > 0
(2.17) u,;(‘ily-“:&"k:yly"-yf'/n)>|'”;z('/&17' '-ﬂ}kv!/u--':f'/n)]

2% Powr tout point P,y @,y Y) appartenant ¢ (2.1), on
lequel pour un u fime

w,(P)=v,(P)|,

les fofwtions u, 6t v, ont la différenticlle totale et satisfont pour v=1,2,...,k
aux inégalités différentielles T
),
P

dv, )
6]/" [ P

ou P
(2.18) (55'”)1,>f5(wu---:“’k:%’---;%,ul,,_.,um, o,

du, t}uu
dy,

9y,

A greny

dv, |

i 7
’ 69@ (P<fv (wla""wkiyly"wynylvllv"yIpwz[7 0:!/,

gerey

icm
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Dans ces hypothéses, les inégalités

@.

[

0) "‘,1(11v---7mka'.'/17---7f'/n)>|1’,;(a"11~"9"”];7:‘/1:---:?/11)! (n=1,2,...,m)
sont vérifides dans Vensemble (2.1) tout entier.

Démonstration. Posons

ﬁ,1('7’17-"7"”}.-.97/17'"1?/1':',)——*!7),;(ml:'"1‘%}\:5?/1;'-'7?/71)]s
o C PPN, R Y O Y (RRRTEY 1))
=By s By Yryer oy Ynsry ooy Uy 1]y ovy [nl)-

N

Les fonetions ff ainsi définies satisfont i tountes les hypothéses du théo-
réme 2,1. Daprés (2.17), on a ’

1",,:(";’13-‘-7d’k’?/1;-"3?/11)>5,1(‘;’1v"'7d’k:?/1:-"7?/n) (/4:1,2,...,';)7‘).
D’autre part, si, pour un point P(#y,... %5 ¥y 1Yn)s
%, (P)=7,(P),

alors u,(P)=|v,(P)] et, en vertu de 2°, les fonctions w, et v, ont la diffé-
rentielle totale. Il en résulte, comme v,(P)5~0 d’aprés (2.16), que la fonc-
tion 7, a la différentielle totale an point P et que

9,\ _ 0o, | 03,
az,lp i 0, P L 0y;

v,

P

By e’

Les derniéres relations, rapprochées des inégalités (2.19) donnent

i ’ _ _ _ 07, 07
(afl':)P<ﬂ‘ (‘1"11'-~993'1:»?/11-'-;?/m”ls'-'v'l’my?ﬁr“sﬁ - (»=1,2,...,k).

D’autre part, d’aprés (2.18), on a

on

o, _ ou,
( 0;11‘")122]‘:,‘ (w,,...,m,,,yl,...,yn,ul,...,wm,-(T/’:,..., 3;1/:,)p (»=1,2,...,k).

On voit done que les fonctions f/,u, et v, satisfont aux hypothéses du
théoréme 2,1 et, par conséquent,

“ﬂ(mli'--7‘1’k:y15"w‘.’/n)>5u(ml:"-7‘”1.-7?/1:'“ay'n)zl'p;;(mly“'7mk:?/17"'yyn)|

dans 'ensemble (2.1), ce qui termine la démonstration.
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§ 3. Passons & présent aux applications des théorémos précédents
dans la théorie des systémes d’équations de la formeo

1 azﬂ_ . o . dz, 0z,
(3.1) 'bt:—gv bryee @y Yay ey Yns Bryee 9 ®im, f)I/ . ’ﬁ?/n
(#=1,2,...,m, v=1,2,...,k).

Voici d’abord un théoréme sur I'évaluation de la différence entre une
solution du systéme (3.1) et une solution du systéme (3.1) perturhé.
THROREME 3.1. Supposons que les fonotions

G (@ry ey Yy mr Gy @) (=1,2, .. m, v=1,2,..., k)

soient définies respectivement dans des domaines D, dowt les projections
sur le plan q,...,%,Yy,... Y, recouvrent Uensemble

1Uns®ry.ee

(3.2) r,—2,/< @, a—{—NZl.T —a | <y b, —N2,|T —a,

pa=1

(v=1,2,...,k, 73=1,2,...,n),
Bupposons qu'on ail dans D,

100 (s ooy Ty Ya g ey Uy Brye e ey Zmalay v oy )

A C P S | PN

8] I‘rk'_&;kliyly--'syns

?/n!zh"')ém’ql}'"9711)]

(3.3) -
<fliy—aul, .

]zl_éliv--"lzm_5m|7[Q1_ﬁ1[;~-')|qn'—qn! )s

o les fonetions f(y,..., %, Y1,..n,
et non-négatives dans I'ensemble

Yn1®1yeee1@my Qrye-eyn) SONE définies

(D) . 0k, <a, w20,

k k
ai‘}‘NZ w:»<?/i<bi_-N2mu =0,

(r=1,2,..,k; i=1
et ont les propridiés. suivantes:

(a) les fonetions f satisfont auw hypoihéses (2.2)
2.1 dans D,

(b) Pour chagque suite de nombres' ¢,20 (,u-—i,.d, Ly,

oy n=1,2,...,m)

el (V) du théoréme

ot =20

(#=1,2,...,m,v=1,2,...,k), le systéme d’equatiom
ou ou 0
(3.4) _£=ff(wla"'!w,;’yly"-s?/n Wgyeeey Uy —2 o0, e + &
: 9y, Bq/n

(=1,2,...,m, v=1,2,...,%)

icm
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admet wie solution wnique, non-négative avec ses ddrivées du premier ordre,

Uy (Bry ey By Yagee s Y3 Cyse e) (p=1,2,...,m),

qui est définie el a la différentielle totale (par rapport aux variables

Tyyeeey Ty Yiye-orYn) €0 tout point de la projection de Pensemble D sur le
plan @y, 8, YiyeoryWYn,y QUi satisfait & lo condition initiale

(3.5) W0y 035y Y3 ayeney

el est continue par rapport & Cyy...,Cp, &1, ... 8

- Boit 21 (@, By, Ury-o 0 ¥n) (#=1,2,...,m), une solution du systéme
(3.1), définie et ayant lo différentielle totale dans Pensemble (3.2), et soit

<10y 51 I

&, M) =g (0=1,2,...,m),

"

O g

zf?’(wl,...,mk,(c/l,,..,yn) (0=1,2,...,m) wune solution analogue du systéme
perturbé

0z 0z 0z,
(3.6) -—":g"(m vy B Wy s Un s Brye ey By = o )+),,

615,, y 1 y 1 1IN I*1y om) ayl a

(p=1,2,...,m, r=1,2,...,k),
ot
o 02, 07 0z, 02,

=", mla--w‘ﬁ-v?/ls--',.'/114313"‘,21:143?/71"'!’6—?};5"'7'017'7'“’6.714 .

Supposons enfin gw'on ait les inegalilés

(3.7 ;zm’qgl]a -;qg):'- wq(lm); . '1q}:"')§\<\59‘]:

{8 (@10 00y
(3.8) [¢ (i, ..

wk’?/l?"‘)yﬂ’zlﬂ"‘

aaﬂ"k7?/1;"-y?/n)_'zhz)(";f'u-'--s‘i'ka?/ly"-v?/w,)lg\(’,‘ (p=1,2,...,m).

Dans ces hypothéses, les inégalités

sztl)(mly"-’a’k,ylr~'1.’/77,)"“4‘2](”717"'7'7"}:7?/17" '7.”/77)1

(3.9)
""?Imk-ﬁkli:llli""

<, (|2, — 3| Ynilrs- -

sont vérifides dans Densemble (3.2) tout entier.

:cm.yeg):'“’egn))

Démonstration. Nous démontrerons d’abord que les indgalités
(8.9) sont satisfaites dans l'ensemble (3.2) pour w=a, (v=1,2,...,k).
Soient & et @, dos nombres arbitraires tels que '

(3.10)
et posons

/4

>, T >,

o8 LED L E)
?/n?EJy'-'aavnyzgl):“ﬂ?}:n))a

72/71.) _zixg)(ml LR

ﬂ'p(ml"";ml.-a?/l:"'a?,n;al1'
L sYrseees

-7yn)=z}xl)(‘th“-

=, (= By B —

'”u("l’h"'smlcy?/lr- 1Ty Yagees wkyyly'-'syn)-
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D’apreés (3.5), 3.8), (3.10), on a
(3.11) 14’,,(-’51,‘~-,9bzcs?/u---:?/n)l<5,,

—7 (m " o = =1 =(m
_'71‘”('7“15'"7"”1{.7?/17"'3?/')17617"'7(5’"1»7891"'765.3 ))-

D’autite part, les fonctions ) et ¢ vérifiant respectivoment los systomes
(3.1) et (3.6), on a, en vertu de (3.3) et (3.7), les indgalités différentiellos

avl‘ ] — " "
—03,: LN — By ooy M= By Yayoe sy Yy
(3.12) .
o v
ulyeeey il || yoasy | =t | ) e
A "1 oy, ¢

dans Vensemblo (3.2) pour w,>2, (v=1,2,..

ans .y k). Tes fonotions it Sa-
tisfaisant au systéme (’équations

o
—t —m e
oz, =fle— 2, e B, Yy
(3.13)
~ - (’)17,“ | 317,“ y
UrggeesyUp, ’ r + '“7.,/‘)
ay, O,

ot aux conditions initiales
17’/4(971;-"5@:’?/1:--wf’/n?an-”ram’—égl);---yégn))zzu>0’

il en résulte, les fonetions f* étant non-négatives, que

(3'14) qj’;«(“‘l?' "7mk’y1," . 7yn;al" . '76ﬂ17 5{1)3 M "Ei:m))>0

dans Densemble (3.2) pour #,>4, (v=1,2,...,k).

Draprés (a), (3.11), (3.12), (8.13), et (3.14) et en vertu du théord-
me 2.2, on a done

(n=1,2,...,m)

(3.15) [0u(@as s By e )l

<u;l(wl7"'7wk7:’/17'"7?/71‘;(—;17"'761"45‘;&!)1 "'7E§GM))

dans Pensemble (3.2) pour #,2%,. Les inégalités (3.15) étant vérifidos
pour g, eb ¥ arhitraires satisfaisant 3 (3.10), on obtient de (3.13), en
vertu de la continuité de u, par rapport aux variables ¢ et &, leg inéga-~
lités (3.9) dans l'ensemble (3.2) pour @,2a2,. Le cas, o '

<, pour v=ay,...,q, B2, POUr vEay,...,q

se réduit au cas précédelit par la transformation

X,=—ua, (r=ay,...,q), X,=a, (v ay,... ).
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Le théoréme qui suit, donne une condition suffisante pour I’unicité
de la solution du probléme de Cauchy relatif au systéme (3.1).

THEOREME 3.2. 8i, dans les hypothéses du théoréme 3.1, on suppose
en plus que
(3.16) Uy (Byy ooy Ty YryeesYni 0500,0,0,..,0)=0 (=1,2,...,m),
le systéme (3.1) admet au plus une solution du probléme de Cauchy

CulByyereyBrsUrseeesUn) =B Yiseer¥n)  (=1,2,...,m)
ayant la différentielle totale dans U'ensemble (3.2).

Ce théordme est une conséquence immédiate des relations (3.9)
et (3.16) pour ¢,=0, £"=0.

CoROLLATRE 1. Supposons que les fonetions g satisfassent & la con-
dition de Lipschitz par rapport aux variables 2,,...,2m,q1y.-- 50, dons les
domaines D, (cf. théoréme 3.1)

19 (@ ey @y Ury ey Yna®aye e sBiny Qaye v es )

(3'17) —g::(mly"',mk,:lllyl"’yn,yFlj"'7§m,yq154",qn)l

m n
<L} |2, —Z2l+ N3 9~ 7
p=1 =1
et que les perturbations n du systéme (3.8) veérifient les inégalites

[ <e.

Alors deuz solutions 2D et 2 du systeme (3.1) et du systéme perturbe
(3.6), satisfaisant & la condition initiale

]zsll)(a;l,-- By Yrse ey Yn) — z}?)(mla Yy Y 6
vérifient les inégalités

2
;zgl,l)(ml""' 7”%7?/17"'!f’/n)“zﬁl)(ml7'~ '3mk$.7/11"‘!:,/n)|

(3.18) )
id . e A
<eoxp (mL V;I' 1, — m,,]) + p [oxp (mL v%l le, m,i) 1]

dans Densemble (3.2).

Ce corollaire résulte du théoréme 3.1 lorsqu’on y pose

m m
f:r‘(wl?'"7mk!fl/17"‘7?/n)zli'"7zm7q17'"}qn)—:Lley—Jr'NiZl q;-
P -
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On vérifie alors immédiatement que la solution du systéme (3.4) pour
e,=¢, ot &§Y=¢, a la forme

%[t(m17'"7m’|'«?y1,""?]ﬂ;(},"'?(’,ﬂ"",e)

& I
=g 6X]p (mL > m,,) + if [exp ('m,L X m,,) — 1] .
y=1

=1
CoROLLATRE 2. La condition (3.17) diant remplie, le systéme (3.1)
admet au plus une solution du probléme de Cauchy dans Uensemble (3.2).
Ceci est une conséquence immédiate de I'inégalité (3.18) pour e=s=10.
COROLLAIRE 3. Supposons que la. condition (3.17) soit remplie et
qulon it uniformément

lim 7j(e) =0,

Hm @, (Y151 Ynie) =@, (Y1ye o 39n),
&—>0 g~>0

o

3 1 1 .
7 (&)= (ml,-"ymksyu"‘s?/mzl"*-yzmaqg)7'-'7 %);--uq(f”):---,q(ﬂn)w)-

Soit zﬂ(ml,...,mk,yl,..y.,yn) (p=1,2,...,m) la solution du systéme (3.1),
satisfaisant & la condition initiale

zy(éu---yd'lc;yu-'-,?/n) =0, Y1y s ¥)s

ot $0it 2, (2, .\ Ty Y1y Ynie) (p=1,2,...,m) la solution du systéme

oz 0z, 0z
03;: =g;‘(m17-"7mk:yly"-7yn,zls"-:zm;‘a?/: ’---az);/i)‘f;nf-l(e)y

satisfaisant & la condition initiale

2, @1y @pyYrye ey YuE) :w,¢(yls'--;yw§£)'

Dans ces hypothéses, on a
El_lﬁzp(mu-'w“’k;?flv'--7yn;6)=z/4($13"'7mk7?/17-"7?/11)

uniformement dans Pensemble (3.2).

Ceel est mwne conséquence immédiate du corollaire 1.
) Remarque 1. Les fonctions f* (cf. théoréme 3.1) ont Ila pro-
priété (b) lorsqu’elles sont de classe O3 of telles que le systéme (3.4) soit

complétement intégrable. Cefte remarque vésulte dun théoréme démon-
tré antérieurement [2] et du corollaire 3.

§ 4. Nous passons au théordme sur la monotonie de la golution du
systéme (3.1) par rapport aux valeurs initiales.

icm
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THEOREME 4.1. Supposons que les fonciions
g{“(mlr"7mk’«,[l17"‘!yﬂ7zli""zm5q11"‘1qn) (Au':]‘?27"'7ﬂ7'7 1'=1723"‘?k)
soient de classe C3 dans Vensemble
(£.1) 0w, —a,<a, |1—%l<e, lz,—2/<e, |g—@l<a

(»=1,2,...,k, i=1,2,...,m, p=1,2,...,m),

leurs dérivées du premier, du deuxiéme et du troisiéme ordre étant absolu-
‘ment inférieures & un nombre positif M, et qu’elles satisfassent & la eondi-
tion de monotonie (V) (ef. théoréme 2.1). Soient o, (§1y... %) (1=1,2,...,9m)
des fonetions de classe C® telles que

(4.2) 0,1y ¥n) 2 0 Waseertn)  (1=1,2,...,m).

Supposons gu'on ait les inégalités (1.9) (cf. théoréme 1.2). Les constantes
N et 6 élant définies par les formules (1.10) (¢f. théoréme 1.2), désignons
PO U (L1yeeey By sYrse-osYn) € B, (Dryee sy By Yrsons¥n) (e=1,2,...,m) deuw
solutions du systéme (3.1) de classe C* dans Pensemble

13
(4.3) m<w<~z~ lyi— gl <aldn (N + 1) 11— ¥ 3 (5,—4,),
p=1

(»=1,2,...,k, i=1,2,...,n),

et satisfaisant powr p=1,2,...,m auxr conditions initiales

(4.4) W (Brye v sy Yager s W) = 0, (1o eyYn)
(4.5) O (BryeeesBresYrsesWn) = Bu(Y1yee oY)

Ceei supposé, les inégalités
(4.6) "‘u(wu'-'7"‘%)@/1’~-'syn),)”,‘(mu---amlm?/l7-~-af’/n) (p=1,2,...,m)
sont vérifides dans Vensemble (4.3) tout entier.

* 2 a °
Démonstration. Soi‘uP(a?l,...,Ek,yl,...,yn)iP(ml,...,m,c,yl,...,yn)
un point quelconque de I'ensemble (4.3), et posons

. .
(4.7) 3= km it (r=1,2,...,k)
> (@,—,) :
y=1
On a
k
(4.8) 0, (v=1,2,...,k), a=1

11+
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Introduisons la transformation de A. Mayer
(4.9) %, =8,+ 4w

et désignons

(v=1,2,...,k),

U, (%,Y1y-39n) =,U/,U,(',il A Al yerey B My Y1y ey Yy
(4.10)
Vp(myyl,"'y%b) =7);‘(w1'|"}*1m7-“,5;f'k + A sy Yn)

Les fonctions u, et v, étant définies dans I'ensemble (4.3), los fonetions
U, et V, le sont dans l’ensemble

k ¥ ° o k
@11) 0<o< I (E—4), =Gl <ol +1I7 (¥ Ji)a
p=1 el

(1=1,2,...,n)
qui est contenu, d’aprés (4.8) dans l’ensemble

(4.12) 0<2<s,  |y—il<al4n(N4+1)T"—No

En vertu de (4.4), (4.5) et (4.10)

(4.13) Up(oa?ll’ vy ln)= w;‘(yu vy Yn)y

(n=1,2

V(0,915 s ) =8, (W15« ¥a)

yeeny ).
Posons

GA(B Y1y e s Yns Bryeevrlimy Guyreny @)
k
Z’g:l ng#($1+llwy-'-ymk+ka;yu"'a?/'mul""’um:q“---’%,)'

Les fonction§ u, et v, satisfaisant au systéme (3.1), on voit aisément
que les fonctions U, et V, satisfont au systéme d’équations

Ou, _ ou, ou,
" G m,yl,;...,yn,ul,...,um,T?;—J’;,..., 6@/;)'

1 est cla,i-r,,en vertu des hypothéses sur g/ et d’aprds (4.8), que les dérivées
du premier, du deuxitme et du troisitme ordre des fonctions G sont
ffmbsolumenb inférieures au nombre M et quo les fonctions G* satisfont
3 la condition de monotonio (W) (cf. théoréme 1.1). '
On voit done que toutes les hypothéses du théordme 1.3 sont véri-

fides par les fonctions G“, U,,V, dans Pensemble (1.8), avec #=0, et
par conséquent, T

Uy(m:yly'"yfl/n)}V,‘(mayn-' «3¥n) (v=1,2,...,m)

e ©

icm

Systémes d’inégalités différentielles 165

k
en tout point appartenant i (4.12). En particulier, pour :1;:2(;;;.—5;”),
v=1

k . . k . :
U;;(E (av,—m,),yl,...,y,,) 2‘7,;(2,: (‘;v—mv)iylV"!yn)?

v=1 v=

d’on, d'apres (4.7) et (4.10),

* * * *
“’u(wli'-‘amkaylr-"%)}”u(wl:-“,ml.nyl,---a'l/n) (p=1,2,...,m),

¢o qui termine la démonstration.

Remarque 2. Lo fait essentiel de tous les théorémes de cotte note
consiste cn ce que les ensembles, dans lesquels los inégalités respectives
subsistent, sont indépendants de la forme particuliére des seconds mem-
bres des inégalités respectivement des équations différentielles, et mne
dépendent que de cerfiaines constantes.
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