Contribution a la formule simpsonienne de quadrature
approchée
par 8. GorAB (Krakow)

Jomme on le sait la formule do quadrature approchée due & Simyp-
son, consiste en ce qu’on approche l’intégrale

® p)="T )20

par ’expression

¢ 5 1 2 h 1

e Pw=h{g 1@+ 5o+ 5)+ g ratm)

qui repr.ésente Pintégrale dun polynéme de deuxidme degré ayant avee
la fonetion f(») les valeurs communes f(a), f(a +h[2), fla-h).
On sait que la différence

3) R(h)=P(h)— P (k)

est en général un infiniment petit de einguitme ordro par rapport & la
variable h. ,?En. général“ veut dire ici que cette circonstiance, & ’oxcoption
de cas particuliers, subsiste pour toutes log fonetions f(z) suffisamment

régulitres ainsi que pour tous les points @. Dang des cas particuliers, cet
ordre peut &tre supérieur au cinquidme. ’

On a le probléme suivant:

Soit une fonction régulidre f(») définio dans un voisinage du point
L=a
(4) fa+h)=f(a)+ah+ah? ..
Posons

1

(5) P (h3ho, 00, 2) = b {znf(a)+zlf(a+§)+ S ICES h)}.
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Il s’agit de déterminer les coefficients A,,4,,4, de sorte que la différence
(6) R(h)=P(h)— P (hj2,21,2s)

soit un infiniment petit d’ordre le plus élevé par rapport & h.
Pour répondre & cette question, posons

(M) ' f(a-+Rh)=1(8)+ ah® + ah+ a "+ g (),

olt p,q,r désignent les numéros des trois premiers termes différents de
zéro du développement (4). Cela veut dire que

(8) @, #0, 4, F#0, @, #0,

9) 1<p<g<r,

ot la fonetion ¢ (h) est un infinimant petit d’oxdre plus grand que r (r=23).

En désignant par

(10) R™ (h)

la dérivée d’ordre n de la fonction R(h), rappelons que des égalités

(11) RO()=0

résulte que R(h) est un infiniment petit d’ordre aun moins égal & s-+1.
On a

(12) PO (h)=f"=Y (a4 h)
Au moyen de linduction mathématique, on démontre ensuite faci-

lement que

(7;=1121'“78)a

(n=1,2,...).

i

gn—l

Pt (7;):,,,{ fo=n (a» +§) +4f" e+ h)}
(13) ‘

+h{§,—tf(“l(a+-’§)+zzﬂ“>(w+h>} (1=2,3,..),

alors que pour n=1 la fﬁrmule
- 2 i
(14) P'(h>=w(w)+zlf(a+§)+M(u+h)+h{;j f'(a+§”)+azf'(u+h)}

subsiste.
Tl g’ensuit de 1a que l'on a les égalibés- suivantes

2 L.
(13) R®(0)=fD (a,){ 1— 9;111 ——lgn} (n=2,8,...),

(16) R'(0)=f(a)[1—(A+24+%)].
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Bi f(#)=0, on a automatiquement R'(0)=0. Bi, par contre,

(17) f(a)#0,
la condifion nécessaire pour que
(18) R (0)=

ost que la relation
(19) RotAy Ay =1

goit satisfaite.

Des relations (15) et du développemoent (7) découlont les Lormules

EO(0)=0 pour i=2,3,...,p,

(DA |

wamﬁ#Mmﬂl— P —rnn), M@,

EY(0)=0 powr i=p+2,p+3,...,¢

R4 (0)=(a)

{1_ w+1)h~<mknhl 19 (@) # 0,

2 [’

E(0)=0 pour i=q+2,q-+3,...,7

RO (0) = 10(a) { 1— @i;_)ﬂ

~W+Dh}, O (a)#0.

8i done (k) d-it étre un infiniment petit du plus grand ordre possible,
les rela.tions suivantes doivent &tre satisfaites:

_|_
(21) p i M (P =1, g+—ll+(q+l)

. Les équations précédentes permettent de déterminer d’une maniére
univoque les coefficients 4, et 4,. En effet, on a

p+1
- PtL ]
W= - =w+nwuww~y)
5 1+l
24

_ (A1) (g+1E@" 1)
21 '
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Puisque p<g¢, g—p=1, on a 20?131 et, par conséquent,
(23) W>0.

Le systéme (21) a alors une et une seule solution qui dépend uniquement
des nombres p,q et ne dépend pas des valeurs a, et a,.

Si les 4, et A, sont déterminés par les equatlons (21) (et 1y, dans le
cas (17), par la condition (19), car dans le cas f(a)=0 la valeur de 4,
n’a aucune influence sur R(h)), on aura

(24) RO(0)= (6=1,2,...,q-+1),

co qui veut dire que R(h) est un infiniment petit d’ordre r+1 au moins.

Démandons quand R(h) sera-t’il un infiniment petit d’ordre r-+2
an moins. Cela aura lieu si les valeurs A;, 1,, déterminées par le systéme
(21), vérifient en outre 1'équation

H—

(25) It (r1) g

Les équations (21) et' (25) conduisent & la relation

p+1
Top p+1 1
(26) L 11 =0
2 1
r4-1
o r+1 1 ‘
ou & Péquation -
(p+1)(¢+1) T (p+1)(r+1) I (g+1)(r+1)
2p or 24
(@+10e+1)  (+Dr4+L)  (pHL)(g+1) -0
B 7 - 2 - 2¢ ’

Cette derniére prend aprés réduction la forme

2(1-11__1 0" » —1
(p+1)(¢g+1) —(p+1) +1)~~
(27)
T—a
gD 1) T =0,
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En posant
(28) agp{-l, ﬂgfl—py 7’2—[_7_‘([7
on transforme 1'équation (27) en la suivante:

of_q ofty__ —
a+ﬁ 9"’“3 1™ (a"]"ﬂ i"}’)za.,_ﬂ_{y 1 + a’[‘ﬂ (a'l"ﬂ'f V)J““”V_l =0

ou en l'équation équivalente
(29) ay @ —(a+-p) (B+¥) 2+ (a+B+y)=
C'esti une équation diophantienne qui doit &tre résoluo par rapport aux
inconnues a, #, y. En tenant compte des inégalités (9), do co quoe p,q,r
sont des nombres naturels et des dénominations (28), les inégalités
(30) az2,  p=l, y=l.
subsistent.

Nous démontrerons dans la suite que 1’équation (29) a la souls et
unique solution suivante, satisfaisant aux conditions (30),

(31) a=2, fp=1,  yp=1.
Eorivons dans ece but 1’équation (29) sous la forme
(32) oY — aﬂ+ ﬂz"i' ﬁy

T abt P (F—a(P=1)]y

e remarquons quo équation (32) est équivalente & équation (29), car
la disparition du dénominateur du deuxidme membre do (32) ontraine-
rait 1'égalité af4p2+By=0, co qui est |
impossible & cause de (30). |

Nous considérons Péquation (32) |
comme équation & une inconnue y en
envisageant les variables e, § comme
‘parameétres.

Supposons tout d’abord que f=1.
L’équation (32) prend alers la forme f"/

._";

T

(33) g OTlty
at1t(—a)y

Tragons deux courbes dans le méme

Systéme cartesien, dont laxe de la

variable indépendente est y. Une do

ces courbes est exponentiolle et re- Pig. 1

présente la variation de la fonction 2%, la secondo — la fonction homogra-
a+1+y

a+1+(1—a)y

=

~a

1
!
Lo
[
-
|
|
l
!

phique

" galité y< et
a—
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Comme on le voit sur la figure ci-dessug, les deux courbes ne peuvent

. . . - 1 .
avoir de point d’intersection que pour les valeurs y< a+l ot puisqu’on
a—

n’envisage que les valeurs entiéres et positives de y, il faut voir combien
il y a de valeurs entiéres positives de y qui satisfont & 1’inégalité précé-
dento. I’inégalté a>2 entraine I'inégalité

a+1

a—1 <3

efi, par conséquent, il existo deux valeurs entiéres de y satisfaisant & 1'iné-

1
1 notamment

y=1, y=2.
11 soffit, pour cetto raison, do résoudre successivoment les équations
a+2 a3
4 21:—: 122 = .
(34) 5 3 a

La premiére a pour‘solution a=2, la deuxiéme «=9/5 qui est fraction-
naire et doit étre rejetée. Ainsi, ’équation (33) a Punique selution ad-
missible (81). .

Supposons maintenant

(35) g=2.
Nous prouverons d’abord que, dans co cas, a lou 'inégalité
(36) a[2f—1]—4>0.

En offet, on a
P>1+8,

et, par conséquent,

a[2!—1]—pZaf—pf=p(u—1)>0
vu que az2, f=1. ’
Nous affirmons qua lieu inégalité

P
a2 —1]—8

Pour la démonstration remarquons que, d’aprés (36), l’inégalité (37)
équivaut & la bmva.nte

(37) <2.

afi+ pi< 22" —2a— 28
ou & linégalité

(38) " 209> B+ B2+ 2a+28.
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En effet, l'inégalité f>1 entraine

W>1+ﬂ+fﬁ%19

et, par conséquent,

2a2'> 2a+20f+af (f—1) =20+ af+ap?
ce qui donne

2 a+26¥>2a-+ af+ - 2.

L’inégalité (38) et, par cela méme, inégalité (37) sont ainsi démontrées.

Désignons pour abréger

(39) AZap+p,  BEa[P-1]-p.

L’équation (32) prendra, alors, la formo

(40) P

En tragant de nouveau le dessin de la fonction exponeutielle 2 b

A -y

] de la fonction homographique -———-it
, X A By
| (regardant y comme variablo ]11(|6[J0'11
/ dente) dans le méme systéme des coor-

| données, on a la figure comme tout pro.
|

A On constate sans difficulté que” los
/ 0 ?B y Doints dintersection des deux couibos
Y ) B Rttt ont les abscisses moindres que A/B,

E done (d’aprés (37)) moindres que 2.
| On en conclue que la racine positive
I : entiére do I’équation (40), ne peut tre
| "que y=1. Vérifions si cotte circonstance

a lieu en réalité. Dans ce cas nous
Fig. 2 aurions

g At8
A_B

ou bien
A—2B—p=0
ce qui, éerit in extenso, donne

a1 —202 + 204 =0,
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Mettions cette équation sous la forme

2 —ﬁg-+ + +1
et profitons de l’inégalité
1y b Ly
Il en résulte
L I
ou, aprés réduction,
2
Tt

Cette inégalité conduit successivement aux suivantes:

f2-+p=ap*  puisque a«>0,

p-+1>a0f  puisque B>0,

af=2f8 . puisque a>=2,
B +l>35 )
1>8,
ce qui est en, contradiction avec ’hypothése (35).
Il a 6té ainsi démontré que (31) est l'unique solution de 1’équation

(29) qui satisfait aux conditions (30). Les valeurs ‘de p,q,r correspon-
dant & cette solution sont respectivement

(41) p=1, ¢=2, r=3

ot les valeurs de ';,3, correspondant aux valeurs (41) s'obtiennent du
systémo (21):

3
(42) M+ 24,=1, le+322=1.
11 en résulte que
2 1
(48) h=g,  h=g

ef, par conséquent, en vertu de (19):

1
(44) W=
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ce qui donne pour (5) les valeurs simpsoniennes (2). Dans ce cas, la dif-

térence (6) est un infiniment petit de cinquiéme ordre au moing (r--25),
Si p,q,r n’ont pas leurs valeurs déferminées par (41), la fonetion

R(h) est un infiniment petit dont Iordre est égal oxactement & »-|-1.
Supposons maintenant que ’on ait

(45) fla+h)=f(a)4 a,h” + ah" 4 a,b" + a b’ - ¢ (B),

ol p,q,r,s sont les numéros des quatre premiers eoefficients, (différents
de zéro, du développoment

(46) Oy Oyt 7= 0,

(47) 1<p<g<r<s,

g(h) désigne un infiniment petit (’ordre plus grand quo s (s2>4).
Du résulfat obtenn plns haut découle que i, et Ay No pouvent; pas
satisfaire & 1’équation

(48) Tt et na=

ety par conséquent, si p=1, g=2,7=3, R(h) ost un infiniment petit d’ordro
s+41.

Demandons maintenant quand les coefficients Ay déterminés an
supposant que R (k) soit un inﬁniment petit d’ordre maximum, anront-ily
les valeurs simpsoniennes, ou biemn, pour quolles valeurs positives of en-
tidres de p,q (p<<q) sera satisfait le systéme d’équations
o

o p+1 2 1 g+1 2 1
(49) 3 et g =1, 53 Tl =1

Pour répondre & catte question, il suffit de trouver touboes les solutions
entidres de 1'dquation diophantienne

n+l 2 1
3 et g =1
ou
(50) 4(n+1)=2"5—n).

L’équ_ation (80) est facile & résoudre. Puisque lo promier mombre do cotito
équation ost positif, lo deuxidme membre fournit la condition

(51) n<h,
et il suffit de vérifier successivement log valenrs

(52) n=1,2,3,4,

icm
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En substituant ces valeurs, on constate que
n=1, n=2, n=3

sont des solutions tandis que n=4 ne 'est pas. On en conclut que les
seuls eouples (p,q) qui satisfont au systéme (49) sont les suivants

p=1, q=2,
(83) p=1, g=3,
p=25 q=

Dans cos cas, et seulement dans ces cas, les coefficients 4; ont leurs valeurs
simpsoniennes; dans tous les cas R(k) est un infiniment petit de cin-
quidme ordre au moinsg.

En réunissant les résultats obtenus, on peut énoncer le théordme
suivant. :

THEOREME). Soit une fonction réguliére f(x) ayant le développement
(4B8). Si Pon suppose que Vexpression (5) approche le mieux Pintégrale (1)
(6'est-a-dire que la fonetion (6) est un infiniment petit & ordre de plus élevé
possible), les coefficients Ay et 2, ont la forme

(g—p)-27" p-2r—g
TopgP 117 T g2 1]

et 2 a (si f(n)£0) lo valeur
do=1—Jy—1,.

Les valeurs des ; de’pew,;lent done des nombres p,q et ne dépendent pas des

- coefficients a, et a,.

La fonction R (h) est alors un infiniment petit d'ordre m, ol m a, suivant
le cas, la valeur suivante:

1) si p=1,¢=2,r=3, alors m=s+1,

2) dans le cas contraire, c’est-d-dire st p=1,q=2, r>4 ou p=1, g=3

ou bien p=2, m=r41.

Les valeurs 1, sont simpsoniennes, ¢’est-d-dire qu’elles sont détermindes
par les formules (43) et (44) seulement dans U'un des trois cas (53).

Dans tous les cas mentionnés, on & mz=5.

1) Les résultats contenus dans ce théoréme ont é6é communiqués (sans démon-
stration) & la séance de I'Académie des Sciences du 25 juin 1951. Voir 8. Golab,
Quelques propositions de la théorie des courbes planes el leures applications aux qua-
dratures approchées, Bull. Acad. Pol. d. Sc. et d. Lettr., Suppl. 4. (1951), p. 349-358.
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