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Remarques sur les racines d’une congruence

par W. SIERPINSKI (Warszawa)

Dans une note encore non publiés M. M. Chojnacka a démontré que
pour des modules composés m (par exemple pour les modules 6, 8 et 10) il
existe trois entiers a@,b, ¢ non congruents deux 4 deux modulo m, tels
que si f(x) est un polynéme en # aux coefficients entiers et si f(a)=f(b)
=0 (modm), on ait aussi f(¢)=0 (modm). (M. M. Chojnacka a prouvé
que cebte proposition est fausse pour m=4 et pour les modules premiers.)
Je généraliserai ici la proposition de M. M. Chojnacka en démontrant
le théoréme suivant: B

THEOREME. St m est un module composé -4, il existe deux entiers
a et b tels que a==0 (modm), bs=0 (modm) et que, si f(x) est un polynéme
aux coefficients entiers tel que f(a)=f(b)=0 (modm), on ait eussi. f(0)
=0 (modm).

Démonstration. Distinguons trois cas:

1° m est le carré d’un nombre premier, m=p2 Comme mz~4, p est
un nombre premier impair. Soit a=p, b=—p; on a donc ¢==0 (mod m)
et b==0(modm). Soit f(x) un polyndme aux coefficients entiers
(1) F(@) =" +a, 8"+ .. a2 ta,,
et supposons f(a)=f(b)=0 (modm). Vu que p'=0 (modm) pour
1=2,3,...,n, on trouve, d’aprés la formule (1), @,_,p + @, =0 (modm) et
— G+, =0 (modm), C’ou, en additionant: 2a,=0 (modm), c’est-a-dire
m|2a,; m étant un nombre impair, il en résulte que mla,, doune
f(0)=a,=0 (modm). On 2 ainsi f(0)=0 (modm).

2 m=p", ol p est un nombre premier et «=3. On a donc 2a—3
=a-+(a—3)=a, etm|p**°. Posons a=p""* et b=p*"". On aura a== 0 (mod m)
et bs20 (modm). Soit (1) un polyndme aux coefficients entiers et suppo-
sons que f(a)=7(b)=0 (modm). Comme a>>3 et p**~* = 0 (modm), on trou-
ve sans peine pf(a)= a,_; p* '+ pa, (mod.m) et f(b)= a,_; "+ g, (mod m)
d'ol, en soustrayant: (p—1)a,= 0 (modm). On a évidemment (p,p —1)=1
et, comme m=9°, on a (m,p—1)=1. Il résulte donc de ml(p—1)a,
que mla,, et f(0)=a,=0 (modm).
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30 m nest pas puissance dun nombre premier. Comm:z m est un
nombre composé, on peut donc développer m en facteurs premiers m
=pp... o5k, o0 k22,0, <py<...<Py, €b Ol a,0a,,..., 800t des nom-
bres naturels. Posons a=m|[p, et b=m|p,. On aura as=0 (modm) et
b=£0 (modm). Soit (1) un polyndéme aux coefficients entiers et supposons
que f(a@)=f(b)=0 (modm). On a donc p,f(b)—p.f(a)=0 (modm). On
trouve sans peine p,al= p,b'=0 (modm) pour I naturels, d’otr il résulte
que p,f(a)=p,a, (modm) et p,f(b)=1p,a, (modm). On a done (p,—p,)a,
=0 (modm), c’est-d-dire m|(py—p,)a,. Or, p, et p, étant deux facteurs
premiers les plus petits du nombre m, les nombres m et p,—p, sont pre-
miers entre eux, et on trouve m|a,, done f(0)=a,=0 (modm).

Le théoréme se trouve aingi démontré.

En voici maintenant un corollaire immédiat:

COROLLAIRE. 8% m est un module composé #4, il existe un polyndéme
de degré 2, f(x)=x2+a,2+a,, aux coefficients entiers, tel que la congru-
ence f(z)=0 (modm) ait plus que deux racines.

En effet, pour obtenir le polynéme f(x) qui satisfasse au corollaire,
il suffit de poser f(x)=(x—a)(x—>b), ol a et b sont des entiers satisfai-
sant au théoréme. D’aprés ce dernier, la congruence f(z)=0 (modm)
aura au moins trois racines distinctes: a, b et 0.

Ici encore le nombre composé 4 est exceptionnel. En effet, on dé-
montre sans peine que si (1) est un polyndéme aux coefficients entiers
tels que a, et 4 sont des nombres premiers entre eux, la congruence f(x)
=0 (mod4) ne peut avoir plus que »n racines?).

Il en résulte que 4 est le seul nombre composé auquel peut &tre
étendu le théoréme de Lagrange, d’aprés loequel, m étant un nombre
premier, n un nombre naturel et (1) un polyndéme aux coefficients entiers
ol (ay,m)=1, la congruence f(z)=0 (modm) a au plus »n racines.

1) Voir mon livre, Teoria liczb (en polonais), 3me édition, Warszawa -Wroctaw
1950, p. 180-181.
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Sur quelques prbpriétés des courbes planes
par S. GorAB (Krakow)

Introduction

On connait bien, depuis les temps d’Archiméde, la propriété des
ares paraboliques disant que si AB est un are arbitraire d*une parabole
quelconque (de deuxiéme ordre) et AR est la corde joignant les points
extrémes A, B de 1'are, alors si 'on désigne par p la surface du segment
parabolique limité par 1’are AB et la corde AB et par P la surface du
rectangle de base AB, circonscrit & ce segment parabolique, on a

. p 2
@ P 3
Il est facile de montrer que si un arc convexe est tel que pour chaque
couple de ses points A, B le rapport de la surface de la lentille, limitée
par la corde AB et Iarc AB, A la surface du rectangle de base 4B, circon-
serit & cette lentille, est une grandeur constante, cette comstante doit
étre égale & 2/3 et l'arc doit faire partie d’une parabole.

On peut poser le probléme suivant: soit AB Vare d’une courbe ar-
bitraire plane convexe I' et AB — la corde joignant les points extrémes
A4,B. Désignons par L la lentille limitde par l’are AB et 1a corde AB.
Désignons encore par R le rectangle de base AB circonserit & la lentille
L (le c6té parallele & AB est tangent & larc E). Désignons enfin par
p et P respectivement les mésures superficielles des domaines I et R

@) p=m(L), P=m(E).

Demandons quand le rapport p/P est voisin du nombre 2/3 en suppo-
sant que le diamdtre de la lentille soit assez grand en comparaison avec
sa largeur, c’est-a-dire que la hauteur du rectangle soit petite en compa-
raison avec sa base. Il est évident que le rapport p /P sera un nombre satis-
faisant & Dinégalité

1
3) S<E<L.
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