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30 m nest pas puissance dun nombre premier. Comm:z m est un
nombre composé, on peut donc développer m en facteurs premiers m
=pp... o5k, o0 k22,0, <py<...<Py, €b Ol a,0a,,..., 800t des nom-
bres naturels. Posons a=m|[p, et b=m|p,. On aura as=0 (modm) et
b=£0 (modm). Soit (1) un polyndéme aux coefficients entiers et supposons
que f(a@)=f(b)=0 (modm). On a donc p,f(b)—p.f(a)=0 (modm). On
trouve sans peine p,al= p,b'=0 (modm) pour I naturels, d’otr il résulte
que p,f(a)=p,a, (modm) et p,f(b)=1p,a, (modm). On a done (p,—p,)a,
=0 (modm), c’est-d-dire m|(py—p,)a,. Or, p, et p, étant deux facteurs
premiers les plus petits du nombre m, les nombres m et p,—p, sont pre-
miers entre eux, et on trouve m|a,, done f(0)=a,=0 (modm).

Le théoréme se trouve aingi démontré.

En voici maintenant un corollaire immédiat:

COROLLAIRE. 8% m est un module composé #4, il existe un polyndéme
de degré 2, f(x)=x2+a,2+a,, aux coefficients entiers, tel que la congru-
ence f(z)=0 (modm) ait plus que deux racines.

En effet, pour obtenir le polynéme f(x) qui satisfasse au corollaire,
il suffit de poser f(x)=(x—a)(x—>b), ol a et b sont des entiers satisfai-
sant au théoréme. D’aprés ce dernier, la congruence f(z)=0 (modm)
aura au moins trois racines distinctes: a, b et 0.

Ici encore le nombre composé 4 est exceptionnel. En effet, on dé-
montre sans peine que si (1) est un polyndéme aux coefficients entiers
tels que a, et 4 sont des nombres premiers entre eux, la congruence f(x)
=0 (mod4) ne peut avoir plus que »n racines?).

Il en résulte que 4 est le seul nombre composé auquel peut &tre
étendu le théoréme de Lagrange, d’aprés loequel, m étant un nombre
premier, n un nombre naturel et (1) un polyndéme aux coefficients entiers
ol (ay,m)=1, la congruence f(z)=0 (modm) a au plus »n racines.

1) Voir mon livre, Teoria liczb (en polonais), 3me édition, Warszawa -Wroctaw
1950, p. 180-181.
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Sur quelques prbpriétés des courbes planes
par S. GorAB (Krakow)

Introduction

On connait bien, depuis les temps d’Archiméde, la propriété des
ares paraboliques disant que si AB est un are arbitraire d*une parabole
quelconque (de deuxiéme ordre) et AR est la corde joignant les points
extrémes A, B de 1'are, alors si 'on désigne par p la surface du segment
parabolique limité par 1’are AB et la corde AB et par P la surface du
rectangle de base AB, circonscrit & ce segment parabolique, on a

. p 2
@ P 3
Il est facile de montrer que si un arc convexe est tel que pour chaque
couple de ses points A, B le rapport de la surface de la lentille, limitée
par la corde AB et Iarc AB, A la surface du rectangle de base 4B, circon-
serit & cette lentille, est une grandeur constante, cette comstante doit
étre égale & 2/3 et l'arc doit faire partie d’une parabole.

On peut poser le probléme suivant: soit AB Vare d’une courbe ar-
bitraire plane convexe I' et AB — la corde joignant les points extrémes
A4,B. Désignons par L la lentille limitde par l’are AB et 1a corde AB.
Désignons encore par R le rectangle de base AB circonserit & la lentille
L (le c6té parallele & AB est tangent & larc E). Désignons enfin par
p et P respectivement les mésures superficielles des domaines I et R

@) p=m(L), P=m(E).

Demandons quand le rapport p/P est voisin du nombre 2/3 en suppo-
sant que le diamdtre de la lentille soit assez grand en comparaison avec
sa largeur, c’est-a-dire que la hauteur du rectangle soit petite en compa-
raison avec sa base. Il est évident que le rapport p /P sera un nombre satis-
faisant & Dinégalité

1
3) S<E<L.
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La réponse & cette question est précisement le but de la présente note
ou nous donnons une suite de propositions se rapportant & ce sujet.

Dés le début le probléme a été ,localisé“ dans le sens que, pour un
arc donné d’une courbe plane, on congidére séparément le faisceau do
droites qui sont cordes des lentilles correspondantes. Ces faiscoaux peu-
vent étre ,,impropres* (cordes paralléles & une direction donnée, tendant
4 un point déterminé C situé & Pintérieur des aves IE) ou hien , propres
de sommet A, le point B tendant vers A. Le premier do ces problémes
se frouva plus simple et plus facile que le deuxieme (aussi bien du point
de vue des suppositions que des résultats obtenus et des méthodes do
démonstration).

La proposition qui suit domne un résultat de caractéro intégral.
Elle exige cependant, des suppositions allant plus loin sur la régularité
de Yare I'.

Comme il I'était & prévoir, on peut répondre positivement & la ques-
tion posée plus haut dans le cas ou la courbure de l'are I' est de signe
constant!). La proposition cesse d’&tre vraie si 1’arc posséde des points
singuliers de courbure nulle ou infinie. Mé&me dans ces cas j'ai obtenu
des résultats. Le rapport p/P n’est pas alors voisin de 2/3. Le fait intéres-
sant & noter est qu’alors le rapport p/P se rapproche d’un nombre plus
grand- que-2/3 ou plus petit que 2/3 suivant .que le point singulicr situé
& Dintérieur de AB posséde la courbure nulle resp. infinie. Ce sera lin-
verse si le point singulier est & Pextrémité de cet are.

Les résultats obtenus dans cette mnote peuvent servir également
4 des buts pratiques. On peut les appliquer notamment, 4 une nouvelle
méthode de quadrature approchée & 'aide de trapézes qui sera beaucoup
plus exacte que la methode classique?). ‘

Je consacrerai un travail spécial & létude du dégré d’exactitude
de cette méthode de quadrature approchée.

Ce cycle de problémes peut étre généralisé dans un certain sens dans
le cas des arcs de courbes gauches, quoiqu’il est difficile do définir pour
ces arcs les rectangles circonserits aux lentilles. Pareilloment, on pout
généraliser le probléme en posant des questions analogues gur los sur-
faces convexes. Ceci sera le sujet de publications & part.

') Un probléme analogue concernant le rapport de la surface de la lentille
A la surface du triangle, dont un c6té est la corde AB et les deux autres sont des
segments des tangentes mendes & I' aux points 4,B, a ¢té traité par Voller (1858)
et Schlémileh (1859). Voir p. ex. [1], p. 12.

%) Voir [2].
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Notations et suppositions
Soit un are I' de la courbe donnde par 1'équation
(4) y=f(2),

ol la fonction f(x) est déterminée dans un certain voisinage du point
2=0. Supposons que la fonction f(z) et sa derivée s’annulent au point
2=0:

—_

5) Ho)y=0,  f(0)=0.

Ces suppositions reviennent au choix d’un systéme spéeial de coordonnées
ot me restreignent pas la généralité du raisonnement. Nous appellerons
ces suppositions hypothése H,.

Nous dirons que P’arc I' satisfait & la supposition H, dans le voisinage
du point 0(0,0) si la fonction f(x) est décroissante dans un voisinage & gau-
che du point zéro et croissante dans un voisinage & droite de ce point.

Nous dirons que l'are I" satisfait 4 la supposition H, dans un voisi-
nage & droite du point 0(0,0) si f(z) est croissante et si, en tout point
B de I'arc I' de ce voisinage, cet arc ne posséde, sans compter ce point et
le point 0, aucun autre point commun avee le¢-segment OB.

Nous dirons que Parc I' satisfait & la supposition C; si la fonction
f(x) posséde dans un voisinage & droite du point zéro une dérivée conti-
nue d’ordre k (k>=1).

PROPOSITION 1. Supposons que la fonction f(x) satisfasse aux suppo-
sitions H, et H, el qu'elle soit infiniment petite d’ordre a (a>1). Soit & un
nombre positif suffisamment petit. Désignons par L la lentille limitée d’en
haut par la droite y=23 et d'en bas par Varc de la courbe I'. Soit R le rectangle
circonserit & cette lentille. Dans ce cas, on a la relation

m (L) o

© am(®) Tt

De la supposition (5) résulte que I’on doit avoir
(M) a>1.
11 est chose évidente qu’il suffit de démontrer la relation

m(L*)  a

® i) T ar

oit I* et R* font partie respectivement de L et R pour x>0. Désignons
par B le point (seul et unique & cause de ’hypothése H,) ol la droite
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y =24 coupe la partie & droite de l'arc I' et soit h Pabscisse du point B.
Il s’ensuit de nos suppositions que

(9) m(L*)zm(R*)——ofhf(w)da

Si la fonction f(z) est infiniment petite d’ordre a, on a la relation (pour
x=20):

(10) f(@)=a"(g4-¢(@)),

ou

(11) lim &(2)=

le nombre ¢ étant différent de zéro. A cause de la supposition H,, on a
(12) g>0.

L’intégrale du denxidme membro de la relation (9) sera calculée de la
maniére suivante:

3 h
[iw)dz= [ [a*g+ e ()] do = —— I_ pet o p(Oh)e(9h)
[ 0 a+1
(13)
h““{ - 9% 07&}
ari (Bh)g,
ol ¥ est une grandeur (dépendant de h) vérifiant les inégalités
(14) 0<d <1,
Des inégalités (7) et (14) et de la relation (11) découle que
(18) lim §% ($h)=0.
h—0

On a ensuite:

(16) m(R*)=hf(R)=h""[g+e(h)].

Des relations (9), (13) et (16) on a finalement

g

. Iy 9s(oh

(1) L), i"H_j__i_J
n(7) o em

d’on, & cause de (11), (12), (15), résulte la relation (8) loxsque 6—0 ce
qui entraine que h—>0. Notre proposition est ainsi démontrée.
De cettie proposition on déduit comme conséquence immédiate la
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PROPOSITION 2. 8i la fonction f(x) posséde au point x=0 la eour-

bure (aw sens classique) différente de zéro, alors (en employant les mémes -
notaiions qu’avant)

m (L)

.0
18 lim —— =2,
(18) B3

En effet, 'existence de la deuxiéme dérivée f'(0) différente de zéro
entrajne comme conséquence I’hypothése H, et le fait que f(x) est un infi-
niment petit de deuxiéme ordre; pour a=2, on obtient de la relation
(6) la relation (18).

Remarque. Si I'arc I’ posséde au point O la courbure égale A zero,
on a alors

(19) a>2

¢t la limite du rapport p/P est, comme on le voit de (6), supérieure 4 2/3
et ’approche de I'unité pour a->oco. On peut donner un Pexemple d'une
telle fonetion convexe pour laquelle la limite du rapport p/P soit égale
a Punité. Il suffit de poser

(20) o=

Envisageons le rapport

(tH0) %O)I

x
—1u2 7
pe {7
G@)  weV
On a
F(a) e 1 e 0
"(m) Tora

122 2 122
e —|—;20 7

quand z—0. Done F(w)/G(z)—0, clest-d-dire p/P—-1. Cette fonction
est cependant un infiniment petit d’ordre infini.
Si, par contre, on a ‘

(21) l<a<?,

la courbe I" aura au point O une courbure infinie et la limite du rapport
p/P sera wn nombre inférieur & 2/3 qui tendra vers 1/2 quand a—1.

PROPOSITION 3. Supposons que lo fonction f(x) satisfasse aux suppo-
sitions Hy, H, atnst que C,. Supposons de plus que f(x) soit un infiniment
petit dovdre a et f'(x) — un infiniment petit dordre a—1. Désignons par
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b un nombre positif suffisamment petit et par L la lentille limitée par la
corde OB et Pare de lo courbe Iy, o B est le point de la courbe & abscisse h;
R ddsigne comme avant le rectangle circonserit & la lentille L.

Ces suppositions faites, on a la relation swivante:

oole=1)
2(at1)’

Démonstration. A cause de la supposition C, la fonction e(x)
dans la formule (10) a la dérivée &'(x) pour z>0. In différentiant les
deux membres de cette relation, on a:

(@)= aga® -+ ax" e (@) + 2 (w) .
En divisant cette relation par o

%_ = ag-+-oe (@) + 2e'(®).

.om(L)
(22) ’1210 wE

—1, on a
(23)

De la supposition que f(z) soit un infiniment petit d’ordre «—1 résulte
que le rapport f(x)/a*"" a, si x—0, une limite différente de zéro. De la,
puisque ag(x)—>0, on conclut que le produit xs’(x) doit avoir une limite

(24) lim @ &'(x) =B.

a—0

On voit de (24) que le produit ze'(x) est une fonetion continue dans
Tintervalle fermé [0,2]; on doit donec avoir

(25) 11m—~fus w)du=/p.

x>0

En intégrant par parties, on a

fua’(u)du:[ue(u)]z——fa(u)du:me(m)—-me('ﬂw), o 0<<d<.
Done
(26) ——fue w)du=g(x)—e(dx).
Mais
}EEEEW)_EWO&H:O'
Done, & cause de (25) et (26),

(27) B=0.
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Si Pon pose alors
(28) n(2)= ae(2) +e'(2)
on peut écrire
(29) @)= et (@),
ol
(30) lim 5 (z)=0.

£>0 !

Calculons maintenant m(L).

1 h
m(L)=‘5hf(h)—uf f(x)de
1 9 e .
(31) =5k [g+s(h)]~a—ﬁh — R (Sh)e(Sh)
— a+l. 2__ g il
=K {2 a—i—l e(h) ewh)}.

Le caleul de m(R) donnera un peu plus d’embarras. Désignons par- ¢
1a longueur de la corde OB et par d la hauteur du rectangle E. Suppo-
sons que M désigne le point de I' ol le edté du rectangle R, paralléle
4 la corde OB, est tangent & I. Le point M aura pour abscisse Oh,
ol

(32) 0<6<1.

On a, en vertu du théoréme des accroissements finis,
, h)—F(0 e

(53) piom =T0TO gty ey

En substituant x= @h dans (29), on obtient

(34) J'(6h)y=0"""1""" [ag+ 4 (Oh)].

La comparaison des formules (33) et (34) donne
(35) 6" [ag-+n( (Oh))=g+=2(h).

En divisant par la somme ag-+7(Oh) qui, pour les h suf_ﬁsamment petlts,
est une grandeur positive, on a

gte(h)
ag+n(6h)

Annales Polonici Mathematici T. T

(36) o=
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On voit de cetite relation que si h—0, la valeur de O a la limite suivante:

1

(37) lim &= W‘

h—o0
Cette relation est intéressante en elle-méme ot elle est, il me semble,
inconnue. Méme dans le cas particulier de a=2 cette relation ne résulte
pas de la proposition classique, puisqu’elle suppose la continuité de la
deuxiéme dérivée pour x=10°%).
Revenons au calcul de m(R). On a

(38) o=V R 4f3(h).

La grandeur d est la distance du point M(@h, f(@h)) de la droite OB
dont Péquation est

(39) f(h)yw—hy=0.
On a donc
g J(R)OR—Rf(Oh)| _ |Ohf(h)—hf(Oh)] )
Vi) +h2 ¢
On tire de 1a ’
(40) m(R)=ced=|Ohf (h)—hf(Oh)|.

On peut se libérer du signe de la valeur absolue dans le deuxidme membre
de la formule (40). L'arc OB de la courbe I' est situé tout entier au dessous
de la droite (39), c'est-d-dire du méme cbté que le point (h,0) pour le-
quel lo premier membre de l'équation (39) a la valeur positive f(h)h.
11 résulte de 1la que

(41) m(R)=h{ Of(h)—Ff(Oh)}.
En tenant compte do (10) dans la formule (41), on a
(42) m(R)=h"{ O[g+¢e(h) ]~ O°[g-+¢(Oh)]}.

Les formules (31) et (42) donnent

) g 1 "
(43) m(L) _—E—m-l—ga(h)—ﬁe(ﬂh)

mE)  g(O—6)+ Oc(h)— 6% (OF)

%) Cf. p. ex. [3], p. 265, Exercise 12, 11 faut remarquer que dans l'énoneé
du théoréme il manque une supposition essentielle notamment que f"(x) soit
différente de zéro.
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Les expressions

%e(h), #s(9h),  @e(h),  O°c(Oh)

tendent vers zéro si k—0. Il s’ensuit, & cause de (37), que

11 1 1
o () 2 at1 2 atl
e m(B) 1 1 M9 gy
e T Ay
a—1
2(a—+1) a i e a—1)
= I\ 2(at1) @9 2(at1)”
/=9 (1__) : :
a
1 ,
—_ C"c«/(tx—«l)’
2(a+1)

ce qui démontre la proposition énoncée.
De cettie proposition vient comme corollaire la proposition suivante:

" ProPOSITION 4. Si la fonetion f(x) est de classe G, et posséde aw point
2="0 la courbure (au sens classique) différente de zéro, alors
m(L) 2
1 E—.
hfﬁ m(R) & ‘
Démonstration. Supposons quil existe f’(0)=k>0. Dans ce
¢as on peut écrire: ;

(44)

k
f(@)=2a? (5 + 5(99)) .
On ftire de la
f(x) =kx+2xe(x)+2%e ().

Puisque f'(0)=10, on a

vy 1o 1 (@)
ro-pm 2
ou
k4-2e(w)+ae (2) k.

Il en résulte que
limze'(2)=0.

Z->0
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On peut donc écrire
f(@)=alk-+n (@],
ol
p(@)=2¢e(x)+ae' ()0 s x->0.

La dérivée f'(x) est done un infiniment petit du premier ordre. Les suppo-
gitions de la proposition 3 étant ainsi satisfaites, on en conclut que
m(L) 1, 2

22

i ——- = =
n—o m(R) 6 3
Remarque. On peut aussi démontrer réciproquement que, si f(x)
est un infiniment petit du deuxiéme ordre et f'(«) est du premier ordre,
la deuxiéme dérivée f'(0) existe.
Etudions I’allure de la fonction
a1

(45) ‘P(a)=m
quand la variable a varie de 1 & oo.
On a
: , =D
(46) ] @'(a) =m{2(a—l)—-(a+l)ma}.
En désignant par
2{(a—1)
r(ay=Ina -—W ,

on constate que

1'(a) = 1 4 >0 our az-+1

Y= (a-+1)2 P * ’

c’est-a-dire que la fonction r(a) est croizsante pour les a>1. Puisque
r(1)=0, on a

r(a)>0 pour a>1
et par conséquent

¢'(a) <0
ce qui prove que la fonction ¢(a) est décroissante pour a>1. Si a—1,
alors

pour a>1,

aleNs g

et, par conséquent,

47 lim ¢(a)= ——NO 67957..

a—1
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Si, par contre, a->oo, alors

1 a N 1 1
—__. e 1] =
qa(ot)——2 | a —->2 11—2-
On voit que
. 1
(48) hmq:(a):; .

La fonction ¢(a) est done décroissante & l'encontre de la fonetion y(a)
=a/(a-+1) qui est 1a limite du quotient /P de la proposition 1 et qui est
fonetion croissante. Tandis que la fonction y prend toutes les valeurs
de Y’intervalle ouvert (1/2,1), la fonction ¢(a) ne prend que les valeurs
&te lintervalle ouvert (1/2,e/4). Pour a=2 (et uniquement pour cette
valeur) les deux fonections prennent la valeur commune égale & 2/3.

PROPOSITION 5. Les notations et les supposition dant les mémes gque
dans la proposition 2, désignons par B’ la projection du point B sur la
tangente & I' au point O, ¢est-a-dire sur Vaxe x, et par C le point du segment
BB’ tel que Von ait
(49) (a4+1)BC=(e—1)CB'.

Désignons encore. par T la triangle OBC. Nous pouvons affirmer quw’a lieu
la relation
L
i ™)
r—o0 Mm(T)

(50)
Démonstration. De la définition méme du triangle T découle
que

1a1
Za—}—l

(51) m(T)~— 1 f( W g +e(h)).

a+1
En appliquant (31) et (51), on obtient

g L
(52) m(L) 2 ‘;Jr—l +— &(h)— 9°e(9h)
m(T) 1 a1 )

La formule (50) résulte directement de la relation (52).

Dans le eas ot le point O n’est pas singulier, c’est-d-dire quand
a=2, le point C sur le segment BB’ doit &tre choisi de maniére qu il se
trouve distant de B de 1/3 et de B’ de 2/3 du segment entier BE'.
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Cette proposition sera utilisée pour une nouvelle méthode de qua-
drature approchée & ’aide de trapézes.
Les propositions gque nous avons données plus haut avaient un ea-
- ractére local dans le sens que le point O éfait fixé et les points 4,B,
voire B geul, s’approchaient du point O tout en restant sur arc de la courbe
I. Nous allons maintenant énoncer une proposition ayant un caractdre
intégral. Elle exigera toutefois des suppositions allant plus loin.

ProPOSITION 6. 8¢ la fonction f(x) posséde dans Vintervalle fermed
[@,b] lo deuxiéme dérivée f'(x) de signe constamt et la troisiéme dérivde
bornée, dans ce cas (la courbe y=jf(x) étant convexe), si Von dédsigne par
L% ) la lentille Limitde par Vare de la courbe y=f(2) ot lo corde passant
par les points (o,f(a')),(2",f(2")) et par R(2',a") le rectangle oirconserit
& lo lentille L(a' "), on pourra déterminer pour tout >0 un nombre >0
tel que st

(53) o' —a"| <9,
o aurag
. m[L(',2")] 2
(54 miR@, )] 3| <

Démonstration. Supposons pour la démonstration par l'absurde
que la thése de la proposition ne soit pas vraie. Dans ce cay il y aurait
deux suites de nombres =, et h,, o h,>0 et h,—0, telles que la suite

ML (% y B P) ]
M B (@5 %+ 1y ) ]

ne tende pas vers la limite 2/3.

Puisque la suite (55) est bornée par les nombres 1/2 et 1 et que a
se trouve dans lintervalle [@,0], on peut choisir les suites =, ,5, de ma,mére
que @, tende vers une certaine valeur =z, et que la suite (55) converge
vers un nombre g>2/3. On supposera dans la suite que les suites a, et
hy, ont été choisies comme il vient d’&tre dit. On peut méme supposer
sans restreindre la généralité du raisonnement que z,=0 of que lon
ait pris pour ’axe des & la tangente au point z= 0, co qui revient & sup-
poser que f'(0)=0. Enfin on peut supposer sans faire tort & la géné-
ralité que f"(#)>0. Dans ce cas la courbe y=f(z) sora situdo au dogsus
de I'axe des # en tournant sa comcavité vers le haut. Il en résulte que

(55)

(56) L@+ W= 2 @)+ Hari)]— | fwd  (h>0).
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En désignant dans ce qui suit par ¢ la longueur de la corde de Ia lentille
L ot par d la hauteur du rectangle R, on a en premier lieu

(57) o=y h*+[f(z+ k) — f(#) ]?
et en second lieu

h)—
‘f_(zf:i_%iw) (- Oh—z) — (2 +Oh) +F(x)

5 d=
e Y e [T ’

olt @ est une grandeur vérifiant 1'inégalité

(59) 0<6<1

o déterminde sans ambiguité par I’équation

(60) fa+ om=TTTD1@),
Puisque A
(61) m[R(z,x-+h)]=ecd,

on peut obtenir de (57) et (58) aprés certaines transformations, que
(62) m[R(@,5-+h)]=h|O[f(z+h)—f(2) ]—[f (x+ Oh)—f(%)]].

L’arc de la courbe y=f(x) se trouvant au dessous de la corde, il s’ensuit
qu’en supprimant le signe de la valeur absolue dans le second membre
de la relation (62), on peut écrire

(63) m[R(x,2-+h)1=h{—f(@+ Oh)+](@)+ O[f(5+h) —f(®)]}-
Désignons, pour abréger,

A(w,h):m[L(m,w—l—h)],

(64) B{w,hy=m[R(z,x-+h)].

Comme on le verra plus bas, les fonctions 4 et B sont des infiniment
petits du troisiéme ordre par rapport & la variable h.

En vertu de nos suppositions la fonetion 4 est triplement différen-
tiable. On ne peut en dire autant de la fonetion B & laquelle il faut
appliquer tne autre méthode.
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Do 1a formule (56), on tire au moyen de différentiations successives:

dA 1 B
) [f(w)'!"f(m-l'h)]"rg f'(@+h)—f(z+h)

=§f’( +h)+ *[f(w)—f(w-i-h]

(65)

(s3]

2
—%=—g—f (a:—]—hH— e+ h)—

1
: ot = (o h),

§

6“ s 1 "
i == f"(@+h)+ Ef(w—}—h)-

2
De ces formules et de 1’équation (56) il vient

84 (0,0) 0%4 (2,0)

(66) A(z,0)=0, oh =Y one

=0.

Les relations (66) donnent ensuite

B 824 (xz, Oh)

67 . B)= e 2 7
(67) A@yh)= e =,

ce qui, & ocause de (65), permet d’écrire

h:}
(68) . A(w,h)——:—l-;)-G(m,h),

olt 'on a posé pour abréger
(69) G (2, hy=F"(@+ Oh)-- Ohf" (w6 h).

La troisiéme dérivée f/ étant bornée et la deuxiéme dérivée f” étant
continue au point =0, on tire de 1’égalité (69) que

(70) Tim Gz, h)=f"(0).
>0
h~+0

Nous allons transformer maintenant l'expression B(x,h) en appli-
quant deux fois le théoréme de la valeur moyenne et en utilisant la pro-
priété de continuité de la deuxiéme dérivée f” ().
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B(z,h) =h{—f(@+0Oh)+f(z)+O[f(w+h)—f(2)])

=M — Of' (x+ 6, - Oh)+ Ohf' (v Oh)}
(71) =020{—f (x+ 6, - Oh) + (z+ Oh)}

=120-Oh(1—0,) -} (5+ 6, Oh(1—06,))

=hf@2(1— 0.)f"(z+ (1—6,) 0,-Bh),
ou l'on a .
(72) O, (%, )= 6|z, 6(x,h)h}.
Par contre nous ne savons rien de préeis au sujet de la fonection O, (x,h)
81 ce n'est que
(73) 0< Oy(m,h)<1.

Nous affirmons maintenant que

(74) lim & (%, k)=

-0
h—0

Lol [

Pour un # fixe 1'4galité (74) serait une conséquence particuliére de la

-formule démontrée (37) pour a=2. Dans le cas général, il sagit de la Li-

mite de la fonction O (z,h) si les deux variables 2 et k tendent vers zéro.
On peut écrire

h? —
(73) f(w+h)—f(-%)=hf’(w)+?f”(w-l—f%h)-
La comparaison avec le relation (60) donne

(76) f(a-+Oh)—F (o) =2 " (o-+ BB,

En appliquant au premier membre de (76) encore une fois le théoréme
de la valenr moyenne, on aura

Oh-f” (54 @,0n)= —Z)i (@ B,h),

d’ot1, & cause de la supposition 7 (#)70, il résulte

@+ B
2f” (& + 6, 6%h)

De 14, vu la continuité de la deuxiéme dérivée, on obtient la relation (74).

(77) o=
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De ce résultat et de la relation (72) découle que

(78) lim @m,m:i,
et 2

puisque @ (w,h)h—0.

Si done I’on pose

(19) 9(@,0) = 62(1—0,)f" (2-+(1—6,).0,60),
on aura
(80) B(x,h)=h3g(x,h)
et, en vertu (74) et (78),
(81) lim g(z,h) = 1 77(0).
e 8

Les relations (68), (70), (80) et (81) donnent lo résultat
Aw,h) 8 2

s B(a,h) 123
De 14, en particulier,
mLL(@,,h,)] 2

noveo MR (@, )] 3
ce qui est en contradiction avee ce qu’il a été établi plus haut. La dé-
mongstration de notre proposition est ainsi achevée.
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Sur la dérivée covariante des objets géométriques
de deuxiéme classe

par S. GorAB (Krakéw)

_On sait bien que 'on peut définir la notion de dérivée absolue (co-
variante) d’une quantité, c’est-a-dire d’un objet géométrique spécial de
premiére classe (affineur et affineur-densité). Cette dérivée est un objet -
de méme genre!), mais elle est construite au moyen d’un aufre objet
qui est de deuxidéme classe?). En généralisant cette construction, on peut
so demander si I'on peut définir au moyen d’objets de troisiéme -classe
1a dérivée covariante des objets de deuxieme classe. Il est vrai que pour
Lobjet bien connu de deuxiéme classe,-clest-a-dire pour les paramétres
de connexion lindaire, on peut définir un comitant différentiel, notam-
ment ’affineur de courbure, mais on ne peut pas traiter cet affineur
comme dérivée covariante de 1’objet en question, parce que le genre de
P'objet est tout & fait différent.

Le but de cette Note est de donner quelques contributions se rappor-
tant & ce sujet. Dans le cas le plus simple, c’est-i-dire pour un: objet
diftérentiel pur de deuxidéme classe & une composante dans I’espace & une
dimension je démontre que dans le ocas d'un pseudogroupe®) général
on ne peut pas définir la notion de dérivée covariante d’un objet si 'on
postule en méme temps que cette dérivée doif étre un objet de deuxieme
clasge. Il existe toutefois la possibilité de définir cette motion si I'on se
borne 3 certains sous-groupes du pseudogroupe.

Soit un espace X, 4 une dimension et le pseudogroupe de transfor-
mations de la coordonnée & d’un point variable

(0] E=gp(),

ou la fonction @ est dae classe O, ('existence des troisiémes derivées conti-
nues) et telle que .

2) #'(£)#0.

1y Voir [1], p. 85. L’expression “the same kind” (le méme genre) veut dire
que la rdgle de transformation des composantes est la méme.

%) Voir [2].

3) Voir [2].
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