Sur la formule de Green-Gauss-Ostrogradsky

par 8. Forasrewioz (Krakéw)

§ 1. Dans la note présente je donne une démonstration de la formule
de Green sous les hypothéses suivantes:

Soit @ un ensemble ouvert & » dimensions, borné et fiel que sa fron-
tiére § et celle de son extérieur soient égales. Supposons qu'il soit possible
d’établir une décomposition” de § en un nombre fini ol dénombrable
d’ensembles disjoints ’

(1) S=C+8,+8+...,

s

ol ¢ est un ensemble fermé de mesure & #—1 dimensions nulle'), et
8, (v=1,2,...,) est une surface, ouverte relativement & S, donnée par
une représentation paramétrique '

(2) :l;,;zm,(;")(%“’u“...,’M,L_l) (i=1,2,...,n)
ou, en utilisant la notation vectorielle

Xz(wl:"'ywn)\ U=(""1a-~1”n-—1)a
par
(3) X=X"U),
ou U parcourt une region 4 »—1 dimensions D" ; admettons que la trans-
formation (2) soit une homéomorphie de D® en §%, que #(U) soient

de la classe (" dans D™ cest-d-dire qu’elles soient continues avee leurs
dérivées partielles du premier ordre), que le rang de la matrice

0X"  roaP
FI [ du;

soit égal & n—1, et que le vecteur
A(’)(U)z(ai’)(U),...,a,(f’(U)),
') Au sens de Hausdorff [1].

] (B=1,2,...,m, §=1,2,...,n—1)

icm
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Ouy Oy T Btty_y |
0z, Bl oy |
By s Oty |
(4) a@i(U)= (—1)™ |
ox), 0, @mi’}r, 3
ou, o, Oty _q
: it 2
o [P oz |
oy On, Mty
1

(qui esb normal & S®) soit dirigé & Pextérieur’) de G-

Soit P (X)=(fi{X),...,fu(X)) un champ vectoriel de la classe at
(cest-a-dire que les composantes fi,f,...,f, soient de la classe oY dans
un domaine @ qui contient G=@--§. Supposons que la fonetion

(FEO)) 1A%
s0it sommable dans D®, (v=1,2,...), et que
(3) 3 JIF(X)] - 1AY @ U <o
» Do

(feci étant admis, la formule de Green

(6) JdivPdX=3 [F(X*)4AM 4T ?)
G v D
subsiste.

Dans le §2 nous démontrerons que cette formule reste vraie lorsque F
est de 1a classe O et bornée dans G, continue dans G- 8%, divF cst
sommable dans & et lorsque la condition (5) est satisfaite.

?) Evidemment cette hypothése ne restreint pas la généralité; on peut changer

au besoin des paramétres: u;=—ul,u’zzu:_,,...,u,'l_vl:un_x.
3 af,
3) divF= —L +.A.+»l‘—; FAd=fa +... +fa,;
oz, O,

puisque do=[4]dU, on a fF4dU= [FNdo, ot N=4[|4] estla normale extérie ure
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Remarques preliminaires. On peut choisir les paramétres dans
les représentations de 8 de manidre que des D® soient disjoints et que
leur réunion Q= 3'D¥ soit hornée. Posons X (U)=X®(U), 4(U)=4"(T)

3

(a:(U)=aP(0), %(U)=a(U)) pour UeDY, »=1,2, ... Llexpression
(7) X=X(U), ol Ue

est une représentation parametrique de ES‘”); on a (d’aprés (5))
»

(8) f|F|A|aU <oo
Q
et la formule de Green §’écrit sous la forme
). [divFdX= [ FAQU.
& Q
Remarquons, qu’'on a
(10) ?H % =HA*

pour chaque vecteur H.
Considérons le systéme dynamique

(11) X=F(X) dans @

Désignons par @(¢,5) l'intégrale qui passe par le point (¢ &) on a alors

09
(12) Y _p

5 =T,
(13) &0, E)=43.

T1 existe un 7,>0 tel que ®(t,E) soit définie et 5 S
e , ) inie pour [¢{<t, et Fe¢G-+8. La

14 ' )
(14) X=0(1,5)
() i . .
\H »-i est le déterminant de la matrice
Iy —% _i}ml 1
ox duy T du,
H,—l={-.......
T SR
Iy e O,
duy [

ol H=(h,hy,...;h,)
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est une homéomorphie dans G-+S8 pour chaque te[ —7,7]; son jacobien

%)

(15) t = exp( [ di\'F(J’)L _ds
]

d;:, | = (8, F)
est foujours positif.

Considérons la transformation
(16) X=¥(,U)=0(tX(I");

elle est définie dans [ —7,,7,]x 2 ¢). Calculons son jacobien; en s'appuaynt
sur la formule 2A[H ,R]=[UH AR] (H étant veeteur, ® — matrice 4 n lig-
nes et n—1 colonnes), on a d’aprés (12),

[ = o [ ) =L (55 )

d’otl, en vertu de (10),

| aw L@ oD
(17) « = [—— ] F)A.
o, 0y lox; \LoX /

Soit 1 un ensemble fermé contenu dans (2 et supposons que
F(X(T))A(T)#0 dans A. Nous affirmons qu'il existe un v el que
V<r<Ty €
(18) Dt, X (T7)) nones lorsque  O<itj<z, Ue-d,

(19) la transformation X=Y(t,T) soit une homéomorphie dans [0,7]x 1.
Nous montrerons d’abord (18). En supposant le contraire il exis-

terait une suite {t,,T,} pour laguelle

(20) 70, 1,0,

U,e:l et cb(f,,,X(l'v))eS. Llensemble .1 étant compact, on peut admet-

tre que

(21) U,—Tye .

Y(Zu) serait situé sur une 8% qui est ouverte relativement & S, et alors
®ft,, X (U,)e8® pour » suffisamment grand; on aurait done

(22) oft,, X (U))=X(V,)
pour mn V,eD®. Puisque, X(T)=o(t,, X(T, ))=@(0, X (Up)=X(Uy);

Ly

5y ¢f. B. Kamke [2], p. 155.
¢} Le produit cartésien.
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alors
(23) V—=U,

(ear X(U) est une homéomorphie dans D®™). On aurait de plus
(24) o0, X(U,))=X(U,).
On conclut des relations (20)-(24) que le systéme

o, X(U))=X(V)

envisagé dans un voisinage queleonque du point ¢=0,U=U,, V==,
ne serait pas résoluble par rapport & (¢,V) d'une facon univoque, d’olt
(of. (10) et (12))

F(X(U))A(Ty)

contrairement & I’hypothése.
Pour prouver (19), il suffit de montrer gue lo transformation (16)
est biunivoque dans [0,7]x 4. Si

Blty, X (1) =Bty X(Vo)), 0<t<y<t, Uy, Uge d,
alors

@ (tl ~1p, X ( UI)}=¢(0’X( Uz)} =X(T,) e,
d’out, en vertu de (18), t,—#,=0 et, par suite, X (U,)=2X( U,), Uy=U,.
La transtormation (16) est donc biunivoque et (19) est démontré.
L’ensemble ( a la mesure & n—1 dimensions égale & zéro; alors, d’aprés
la définition"), pour chaque nombre 40, la somme Y [( oL onC=3¢;

) 7
est une ‘décomposition de ¢ en un nombre fini ou dénombrable d’ensem-
bles de diamétre &(C;)<#, peut étre faite aussi petite que ’on veut. Il

N

en est de méme avec la somme ¥ (c6té de Q)" o0 Q1,Q,,...,0Q sont des
a=1

N
cubes ouverts de edtés <y pour lesquels ¢C 2 Q.
i==l

Considérons ’ensemble

(25) B=3([0,1],0) (0<ty< o).

") ¥. Hausdorff [1], of. aussi 8. Saks [3], p.53-54. En particulier chaque
ensemble donné par une représentation paramétrique

B=10, (U, 52y, - o, 0.) (=1,2,...,n),
->U,) parcourt un ensemble ouvert ou fermé dans lequel x; sont de la
a la mesure & ¢ dimensions égale & zéro pourvu que g>p.

ol (u,4u,,..
clasge C1,

icm
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Nous affirmons qu'il est de mesure & n dimensions®) nulle:
(26) m{D([0,4,],0))=0.

En effet, soit G un domaine tel que ECG,, G,CG,, et prenons 7>0 tel
que
1;<min(t.,,g(E, frontiére de Gfs)) *);

alors, chaque segment dont les extrémités sont sifuées sur C; est contenu
dans G, et on a d’aprés le théoréme des accroissements finis (en posant
b= (?"lvfl'?.y---rq'n):E=(§17§27"'sfm))

" Op; ~ = PR 7 S =
')—'Pi(t",E)=—qD~(fi.:~)(t —1")+ N\ A (1. ENE-E"),

nilts 5 Tt : T g
d’out
(1) O, E) B ENC U (1" BB,

=

lorsque 0<Ct,t'<<ty et B, 8e(;, ou

( | By, |
I =»" max| max (1~ SHIE
oetecto \ip=lmti O |
X

Soit ; un nombre naturel tel que

%o

Wy

i‘O
(28) < 5(05)<Tn

i—1
; inbervalles soutifs ol ol :
Décomposons Pintervalle [0,4] en my; intervalles conséoutifs [og”,01°],...

; i t
N1 de @ _ gl — 0 sons
...,[aﬁ,f,),q,a,,&] de facon que o7’ —oil; oy et posons

Eiizq)([astj-)-uﬂfcﬂ]y(}j)-
On a évidemment

Las

1

T

(29) E=2X Y Ey.
7

' -2 >/ L - LS j Ty (j)
Si X,X'eBy, alors X'=0(,8), X'=0@,F) ot o <, 1 Lof

et 5',5"eC;, done, d’aprés (27) et (28),

I .
X Y <M (-n”? +a(o,.)) <2MB(C)).
il

8 Au sens de Lebesgue. . .
) a(%,,2,) désigne la distance entre deux epsembles Z, et Z,.
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Il en résulte que
S(By)<2Mo(Cy),
o
my
% Lo (Hy) T <y (230" (8(G))"
et enfin, car on a, en vertu de (28), my;d(0;) <2,

uy

(30) 3N (S(E) < (2 M) Y (aC)
e J

La somme du deuxidme membre de (30) étant aussi pelite que I'on veut;
il en est de méme pour le premier membre ot il résulte, d’aprés (29),
que m(E)=0.

Démonstration de la formule de Green. Posons
(31) Gy=D(t,G) pour 7,>i>0,
(cf. (14)). Nous montrerons que la limite

2 fm M=)

L0 1

existe et est égale au premier ainsi qu’aun deuxidme membre de la for-
mule de Green.
On a, d’apres (13),
x . . n |
m(G) = de:J l-%?;(o,g)‘ dE,
Il (& =
et, d’aprés (14), (15),

. . 1 ad
() = j ax= | 9 .8 as.
G & 0
On a done '
SN , ’ o ‘ .
(33) MG —m (@) _ j[ 92 (t,8)! o 0,8} a8
t ) \aE B3 g (S]] 0
& ‘ '
Puisque la fonction
aloo 0P
@ laE “.’»”)‘ =35 B P e
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(cf. (13)) est continue dans lensemble borné, fermé G X [—1,,70], alors,
en vertu de (13), : :

1{| 0® . o 0P 0.5
i\ %) 55 (05
| oo e e
:"'Eii'!;—aE (12, %)) ?; 5z (0,.:)} Ay B (X)]x—a0,5= Aiv F(Z) )

lorsque t->0. On en conclut, selon (33), que

! v " ! .
(34) lim PO = E) i pisyas.
{—>0 i &
La limite (32) est donc égale au premier membre de la formule de Green-
Désignons par R lensemble de toutes les caractéristiques saturées
du systéme (11) envisagé dans G. On 4
(35) G= 3T
X . el
(les caracteristiques I' étant disjoinfes entre elles). Soit X=X(t), ol
ap<<t<fBp,’équation d’une caractéristique I'de K. Désignons par Pr=2X(ap)
resp. par Q=X () Pextrémité gauche resp. droite de I, lorsque > —oo
resp. fp<<oco; dans le cas, oll ap=—oco Tesp. fip=00, NOUS dirons que P
resp. @, nexiste pas. Désignons enfin par I';la caractéristique X =X ,(f),
olt ted, pour tout intérvalle 4 dont l'extrémité gauche a resp. T'extrémité
droite p satistait & la relation |u—ap{<7, Tesp. |f—frl<r, au cas ol
ap>—oco resp. fp<<co. En particulier I‘(GMF}:I‘.
On a évidemment P(t,I)=I,, 15,44 done, en vertu de (31) et (35),

(36) G,=1%;1‘(,,F+t,,,ﬁ,) (0<t<1y).
En g’appuyant sur les relations
(0 ) =(a, a+t) (@, )+ [(a, ) — (&, a1},
(att, B4t = (e, B) — (s a1 [0, B +0) — (s -2,

suivant la formule j‘(Z1+Z2)—~—f(Z,j+f(Zg) (f — une fonetion, Z,,Z, —
des ensembles), on conclut que

lod — 7 — al )
(37) F'—l(uF,/II-)"“F(a[n,u[v}»l](up,ﬂp)+I(ar,ﬁ1‘)—(ur,ul—v~}l]Y
o o
(38) I’(ﬂp'&—t,ﬂ,r'f't) =1 lepBr) "‘(ﬂp.upri]+] (BBt —(apup+il®

1) 2> désigne la convergence uniforme dans G,
(e
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Les ensembles du second membre de (37) sont disjoints et il en est de
méme pour (38); car, si la caractéristique I' n’est pas fermée, la fone-
tion X,(t) est réversible dans (ap,fp) et dans (up+t,fp-+t); au cas ol
la caractéristique I' est fermée, on a pr=o0, e, par
conséquent, I'e o nw.in=9 Tisprt—@papen=" On a done, daprds

Up= -— 00,

(35) - (38), la suivante décomposition de & et G, en deux ensembley
digjoints:
(39) G=Z_ ‘I'Z()a Gt ::Z()'FZ»p 3
oll
Al 1
(40) 74 = )_, /(lx[v,u[v‘-/I(ul‘,,‘ll.)1
reR
7, T v .
(41) 4(, = L ,Iﬁp,/",-—l 0 Gy pttp
e R
) o N\
(“LZ) AU - _\J 1 (o8 )= (ot pyu o)
reR

Posons pouwr ECS

43)  Z_(B)y= X lapuprnappp  ZeB)= 3 Tsop0it-(apapi-

Prep Qrem
On voit que

(44)  Z_(ByA-By)=L_(B)+Z(By),  Z,(B\+By)=Z, (B)+Z, (H).

Les extrémités gauches de deux caractéristiques différentes de R sonl
différentes et il en est de méme pour leurs extrémités droites; on a donge

(43) Z_(B\)Z_(B)=0 et Z,(B) Z,(By)=0, lomsque K, Hy=0.
On a
(46) Z_=Z_(N),

car Pre S (en tant qu'il existe) et si P nexiste pas, up=- oo et, par suite,
lensemble I, repttiapsy U deuxiéme membre de (40) est vide. On
a pareillement

(47) %o =2 (8).
Il résulte de (1) et (7) que
(48) S=C+X(£).

Désignons par Q) I’ensemble de points de 2 dont la distance de la fron-
tiére de Q est <<e. L’ensemble Q,=0—07 est fermé et on a, d’aprds (8)

(49) m [|Fl|A4|dT=0,

R I g
&

)

lim [ FAQU= [FAQU.
2

. 20D
00,

icm
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- Soient

(50) 2_(¢)
(31) 24 (e)
(62) 2 (e)

I'ensemble de points de £, pour lesquels FA<—e¢,
Pensemble de points de 2, pour lesquels Fd>e,
Pensemble de points de 2, pour lesquels [FA|<Ce.
Oun a done

(53) Q,=0_(e)+2(e)+ 2, (e)

et par sunite, selon (48),
S=C+X(2])+X(2_(e))+X (2(e)) + X (2 (e)),

d’ott en vertu de (44)-(47) on obtient la décomposition de Z_ et Z
en ensembles disjoints:

Z_=Z_(0)+Z_(X(2)+Z_(X (2_(#)) +z_(x(90(a))) +z_(x(2, (e))) ,
(54) .
2, =2, (C)+Z,(X (1)) +Z,(X (2, () +2.(X (@) +2.4(X (2 (0))-

Puisqne '

I‘("['."[‘-I t](rxp.ﬂp)cr[up,u,--[—t] :@([01”71)1')1
Tt t—tapap+tt C L g papen=P([0,11,€r),

pourvu que Pp resp. @, existe, on a, d'aprés (43), Z_(G)C@([Q,ﬂ,(?),
Z.(C)Co([0,1],C), d’on, selon (26)

(55) m{Z_(C))=m(Z,(())=0.
On a
T(a,,a,+q=yj((0,t]7v) lorsque Pr.=X(U),
(56) Tipppprny="2([0,0),U) lorsque Qp=X(U),

’out, d’aprés (43),

(67)  Z(X(@CE(0,11,2),  Z (X(@)C¥ (0,0, 2),

(58) Z_(X(.Qo(e)))CT(((),t],.Qo(e)), z_(_x(.ou(e)))c P([0,1), 2 (e)).

0_(e)+ 2, (e) étant un ensemble dans lequel F.A#0, fermé et contenu
dans £, il existe, selon (18) (en posant A=2Q (&)+ 82, (s)), un 7,¢(0, 7,)
tel que @(t,X(U)jnones, lorsque 0< [t et UGQT(§)+.Q+(£). i\
en résulte que, siPpe X (Q_(s))on Pre X (£, (s)),1a caractéristioque I, o/ rr,
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n’a pas de points communs avec §, d’ou il vient «p--r,<If, et, par consé-

quent (cf. (43)), D'une fagon analogue, on prouve que

1

59) Z_(X(L_(e D T Z_|X(Q (e)))= Y I 65 - 0,t), 2, (e))}=~ [ FA AU lorsque  t—-0.
#9) ( ( ( ))) PrEY(ﬂ <))( el ( ( l(é))) pM(u £) ("/ “rh (65) T ( ([ +( ))) !J{(s) ’ :
lorsque 0<t<C7,; pareillement 11 existe un 7, tel que O<T.><rl ef

Z.(X(0_(s))= I ,
(60) ‘“( ( (E))) qpax‘z(:) (plprfrth (66) w( (10,1, 2) <f(f l i Z'“ {m) d:gzzjuﬂuAm('

Z (X (0 YT .

+( ( +(8))) Qpa%(!) (i : pour 0 <t<7,''), car, en Vel‘ru de (17),
lorsque 0<t<7;. Comme FA<0 pour Ue_(e), le vecteur F est dirigé | o 0P| TO277 5 41 et o2 | [ Pl<al P
& lintérieur de @, done chaque point X (U), ol UeQ_(s), est Lextrémits o, 0) 1! <lox |7y AL et ‘}]—f Ny I<2IF]
gauche d’une caractéristique I' de B: X (U)==P,, et il n’est pas l'extrs- S
mité droite d’ancune caractéristique de R. Il s'ensuit, d’aprés (56), que pourvu que ¢ soit suffisamment petit. Enfin, d’aprés (52) et (63), il existe
- . un 7y, 0 <3<v,, tel que
2 Tapapen=_2 W((0,1],T) et & Tippppan=0. ’ ’ |
PreX(Q_(e) Ve _(e) QreX(a_(w) ner v .
(67) m(¥(10,11, Oyle f ey | 4T) e 2em (2, (e)),
: )

On a done, d’aprés (59) et (60),
(61) Z_(X[2_(e)))=%((0,1, 2_(e), Z,(X(2_(e)))=0.

On obient d’une fagon analogue les relations

lorsque 0<t<{t;. Posons
Z_(e)=2_(X(2_(e))), =7, (X(2,()),
B_(e)=Z_(C)+Z_{X( Q*)-|—A (e ,))

(62) 7T (24 () =P(00,2), 2, (¢), . zﬁ(x(m_(ﬁ)))mo,
On 2. B+(s>:z+(c)+z+(_y(,e;))+z4_(4Y(Qn(e))).
On a alors, selon (39), (54), (61), (62)
m(‘P(((),t],Q_(s))):: |1 — U ‘mmr ’ , ’ , '
waxe @ |9 (68) G=F_()+B_(e)+Z, ¢t  G=Z,(s)+B.(e)+Z,
f( f 1 4 . (les ensembles des seconds membres étant disjoints), ol d’apres (61),
= || = dU) dt, 9 5 I
I\ | (62), (64), (65),
1 1
car, d’aprés (19), ¥ est une homéomorphie dans [0,1:1]><(!2«(&;)4”52_%(3)),‘ (69) ?)IL(Z,(S))-—)—-! | FAaU, h in(Z4(e))——>-QJ FA4U,
Puisque, selon (17) et (13) (|0¥/a(t, U)| étant continue dans Pensemble - )
borné, fermé, [0,7,]1%Q,), lorsque t—>0 et, daprés (55), (57), (66), (67),
Cow 1 1 R ,
(63) l 50T pour {0 (70) e Bo(e))s »»n.(,(m(a))szﬁﬂé |PILAY AT +2em (2 (e)),
et on a FA <0 dans 2_(s), alors lorsquo ()<t<r3 1), I révulte de (68) (en wappuyant sur la for-
1 ' 11) Nous nous appuyons sur Pinégalité m(1' (Z HO’Z’/&XHJA of. par exemple
(64) T””(Y’((O,t],ﬁ_(s))) ~— [ FAQU, lorsque t—0. T. Wazewski [4], § 14, Corollaire 1. Zj

a2_() 1) me" désigne la mesure extérienre au sens de Lohmnnc


GUEST


318 5. Lojasiewles

mule m(4)— m (B)= m(4d—B) —m(B—-A)) que

M (Gy) —m(G)=m(Z () +m (B (&) +Zo) — (% _()) —m (B_ () +Z)
=m (2, (e))—m(Z_(e)}+m (B, (e) — B_(s))—-—-my(Bh(a)-~-B,,,(e)),
d’olt, en vertu de (70).
}m(Gt)'; m_((})’ ’Iﬂr( 3)) ';“ m(l ) <4d[' |F| 4] dU‘I"EE’Wl'(.QQ(t{)).

En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient de (34) et (69), & la limite, 'inégalité

[ [divFaX— |

Q2 _(8)+a2,(8)

r4 dU\ <4 [ |F]|A] AU A 4em (2, (2)).
LH
Mais, selon (52),

| [ B4 QU] <em(29),

1 29(e)

done, d'aprés (53),
Lfdiv}i' aX— [ Fd dUI <4 [ 1P| |4 AU +5em(2),
4, o

d’ot, en vertu de (49), il vient

fdivF(lX= JF4aU, ¢ q. f.d.

§ 2. Nous désignerons respectivement par Fr¥ et int E la fronhérv
et Pintérieur de F.

Congervons les hypothéses (1)-(4) sur G et admettons que

(71) |Fl<M dans &,

(72) [1divF] dX < oo
a

et que F soit de la classe C" dans un ensemble ouvert G0 G- 3 8 (nlors F
peut ne pas avoir de limite & aucun point de ().

Soit 6> 0. Tl existe des cubes @y,Q;,...,Q,, de cotés ki, ka,...,k, o E
tels que 0C Y Q; et Y k" '<<e/2"n M. Soit Q; un cube fermé de méme cen-
tre que Q;, de c6té k,>k; et k;<<2k; et tel que 'ensemble 8 Fr Q; s0it de
mesure & #—1 dimensions nulle (un tel cube existe, car en cas contraire
Vensemble § contiendrait des ensembles de mesure % m—1 dimensions
positive, ol la famille de ces ensembles aurait la puissance du continu;

icm®
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mais ¢’est impossible, puisque 8 est la somme finie ou dénombrable d’en-
sembles qui ont chacun la mesure & n—1 dimensions finie). Posons

Ty
=3 Q;, G,.=G—F, et désignons par m,_, l'aire d'une surface & n—1
i=1

dimensions. On a

(73) Ma(Fr F)< 7

(74) STFr¥, est de mesure 4 #—1 dimensions nulle,
(75) 0=lim¥. lorsque ¢—0,

(76) Fr @,=(§—F,)+GFr F,+ "),

ot §—F,, GFrF, sont ouverts relativement & Fr@,, l'ensemble O, est
fermé, contenu dans S FrF, ef, par conséquent (cf. (74)), de mesure &
n—1 dimensions nulle. L’ensemble S—F, étant ouvert relativement
4 Y'8®, il est une somme finie ou dénombrable de surfaces, qui sont don-
nées par la représentation (7) dans un ensemble ouvert 2,C£2. On a,
‘Waprés (75), lim (§—F,)= 38" pour >0, d’ot il résulte que

=000

(77) Q=limQ, e G=lmG,

?—>00 v—>00

lorsque &—0.

On aFrF,=Y1I;= Y11} 4", owll;sont des pavésan—1 dimensions,
II} leur intérieurs et €’ est la somme de léur cotés, done un ensemble de
mesure 4 %—1 dimensions nulle. GII} sont des surfaces ouvertes relati-
vement & GFr F, done relativement & Fr F, et on a, en vertu de (71) et (73),

(78) | [FNao| <Y [ |F|do<e,
G G

ott N est un vecteur unité normal & II;. On obtient enfin

Fr6,=(S—F,)+ NG +6¢ +C,,

ot (8§— ,)+2 GII} est une somme finie ou dénombrable de surfaces
de la classe (%, ouvertes relativement & Fr @, et G0’ 10, est un engemble
de mesure & n—1 dlmensmns nulle; F est de L). classe ' dans GZZ)G'
et on a, selon (8) et (78),

JI1F||A|aU+ Y [ |F| do<oo.
Q, G

13) Nous nous appuyons sur la formule: FrdAB=Frd intB+FrB int 4
+{(AB— int 4 —int B) dans laquelle Fr 4 intB et FrB int 4 sont ouverts relativement
A FrAB et AB—int A — intBCFrd FrB.
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On a donc

[aivPadX= [FAAU+D [ FN do.
2 &, H
Daprés (5), (72) et (78), en faisant tendre g, vers zéro, en obtient 3 la
limite )
[divFdX=[F44U,
Q 2

et alors la formule de Green reste vraie.

Supprimons maintenant 1’hypothése que F soit de la classe O* dans
@D G+ Y 8™ et supposons que F soit de la classe (" dans @ et continue
dans G+ 3'8%.

Nous démontrerons les lemmes suivants:

Lemme 1. 8i g(U) est une fonction semi-continue inférieurement
6t positive dans un ensemble ouvert et borné Q, il emiste une fonction A(U)
de la classe C* dans 0 telle que 2=0 dans FrQ 0<i<g et [0 [0 <y,
1=1,2,...,n—1, dans Q.

Démonstration. On a

(79) e(0)=¢(U,Fr2)<d=supo(U,FrQ)<oco dans Q.
Ue

11 existe une fonction ¢ de la classe C' dans § telle que g=0 dans Fr 2 et

(80) 0<p(U)<o(U) dans 02F).
Posons
y(g):vinf g(U)7
e<e(TN)
(81)
Op Op Op
M(0)=1+4d-+ su a; |y [ ey —
(0)=1+d+ sup mﬂx( o || g | T )

e<e(U)

pour 0€(0,d]. Les fonctions y(p), 1/M (o) étant croissantes et positives,
il en est de méme avec la fonetion y(g)/M (o). Il existe done wne fonetion
a(g) continue et strictement croissante dans [0,d] telle que a(0)=0

. 4

et 0<<a<<y/M dans (0,d] En posant f#(o)=[a(t)d, on a d’aprds (79)
0

e (80), Blo)<ga(e)<y(o). Maintenant il suffit de poser MU)=R(p(T);

1) L’hypothése (72) peut dtre remplacéde par la condition que [ div.F dX existe
(par exemple il suffit quon ait divF>0). Sl

) A cet effet il suffit de modifier la construction de E. Kamke ([2], p. 303),
en effectuant sur le résean ¥ la translation corregpondant a un vecteur (g, ,...,q,),

ol g, /g, est un nombre irrationel pour n #m, et en multipliant la fonction construite
par une constante convenable.
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car cefte fonction est de la classe ' dans 3, elle ’annule dans FrQ et
enfin, d’aprés (80) et (81), on a

<) <Ble(D) <y(e(D) <g(U),
A dp
Ou; O

LeMME II. Soit g(U) une fonction continue dans wn ensemble ouvert,
borné Q et soit e>0. Il existe une fonction p(U) de la classe O* dans £ telle
que |g(U)—p(U)|<e dans £2. ‘

Démonstration. Soit 6(U) la borne supérieure des nombres posi-
tifs & pour lesquels on a |g(V)—g(U)|<e, lorsque [u;—v;]<d, 1=1,2,...
...,n—1. On voit que 8(U) est une fonetion positive et semi-continue
inférieurement dans £2; il en est de méme avec la fonction

min (3(U), o(U,FrQ)).
En vertu du lemme I existe une fonction A de la classe ¢' dans @

telle que 0<<A(U)<min(8(T),¢(U,FrQ)). On a donc |g(V)—g(T)[<s,
lorsque [v;—uy|<<A(U), i=1,2,...,m—1. Il suffit de poser

(D)= [ g(Mav (i=1,2,...,n—1).

(o —w| <{T)

=la(p(D)|-

<y (p(T) <y (e(1)) <g( V).

D’aprés le lemme IT il existe une fonction vectorielle
B(U)=(0:(0);-, b0 (1))

de la classe 0" dans Q telle que

}b-(U)— a;(U) l< 1
: A0 39/
On a done

! A 1 4 .

Puisque A4 /|4| est un veeteur normal & § et 'ensemble 3 S® est ouvert
relativement & S, on montre facilement que
1 A(T)
ZolX(m)—t St
It 14(0)|
D'aprés (82), on a (X —tAd/|4|,X—iB)<t/3, done si U est donné
et si [1| est suffisamment petit, on a X —tBeG lorsque t>0 ot X —tBe —G
lorsque t<0. De méme, il en résulte que

S)-—>—1 pour U—-U,e ot t—>0.

1 2 1
(83)  lim sup — o(X(U)—tB(U),8) = —> - lorsque UyeQ.
10, UT, |t 3 2

8*
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Considérons la transformation

. X=T(t, U)=X(U)—tB(U).
Puisque ‘

D) =—A(T)B(U,) <0,

‘ or
1=0,U=Uy

la transformation 7' est une homéomorphie au voisinage de (0, Uy). Désig-
nons par ¢,(Uy) la borne supérieure des nombres 5 tels que o(X —1B, 8)/}i|
>1/2 et T soit une homéomorphie avec le jacobien <0, dans le pavé
[tl<n, |U—Uy<n. On a done .

lorsque

89 o(X—18,8)> I H<m(D),

X—~tBeG lorsque 0<<t<gq(U),

(85)
X—tBe—@G lorsque — gy(U) <t < 0.

En vertu de (83) la fonetion ¢,(U) existe, est positive et semi-continue
inférieurement dans £. D’aprés le lemme I il existe une fonction conti-
nue 1, telle que 0<C A <<g, dans 2. T est done une homéomorphie et
o(X—1B,8)>1/2 dans un ensemble ouvert contenant la fermeture du
pavé Py i [U— Uy <i(Uy), [t|<A(U,). Il en résulte. que

_ . [e(X(U), FrT(Py))
(86) ¢(U)=min ———-—~5|B(U——-——-ﬂ

est une fonetion continue et positive dans Q.

Nons affirmons que T est une homéomorphie dans Pensemble
[{|<e(U), Uef2. En effet, supposons par impossible qu’il existe deux
points (1, U,), (1, U,) tels que

i <e(Ui), [tal < (Ts),
X(U)—4B(U)=X(Us)—4,B(U,s) et (b, U;) #(,U,).

T étant une homéomorphie dans Py, on a |Uy—Uy|<A(U,) et (i)
=2(0y), ou |U,—U,|=4(U,); dans le premier cas

14 (T)

(87)

X(Uy)+4(Uy) B(Us)eFr I(Pyy,),
dans le second cas X (U,)=1(0, Uy)noneT(Py,), done, parce qu'on « (cf.
(Sfi) et (87)), X(Up)—14B(Us)=T(1,U,)e T(Py,), le segment aux extré-
mités X (U,) et X(U,) —1t, B(U,) et I'ensemble FrT(Py,) possédent un
point commun, d’olt il résulte que

0(X(Uy)~1, B(U,),Fr T (Py,)|<[h| |B(T,).

e ©
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D’aprés (86), (87), on a

] =

e (X(U,), X (U)) =, B(T)) < < o (X (Uh), Fr T (Pry)),

b=

done

o(X(U)—1, B(U,),Fr T(Py,))=>— ¢ (X(U,),Fr T'(Pyy))

o w

et, par conséquent, en vertu de (82),

Q(X(Uz) '“tzB(Uz);S) <Q(X(Ul)—tlB(U1)yX(U1))

1
e(X(Uy),Fr 1 (Py) <7 o (X (U)—4, B(U,),Fr 1 (Py,)

| =

-
=

1 1
<'I [ta] | B(U,)| <? [tal.
Mais ¢'est impossible, car, d’aprés (84) et (87), on a

. 4]
o (X(U)—LB(T:),8)> -
On a donc . -
(88) la tramsformation T est une homéomorphie avec le jacobien <0 dans
Pensemdle |t|<p(U), UeQ;
@ lorsque 0<t<<g(U),

X(U) _tB(U)E{_G lorsque —o(U)<t<0.

D'aprés le lemme I il existe une fonction A(U) de la classe o
dang Q telle que )
(89) A=0 0<AM(U)<p(U) dans L.

dans FrQ et

Soit 0<r<1. Désignons par 8 la surface de la classe O

X=X(U)—<i(U)B(U), o UeDY,

et par H, I'ensemble ouvert X =X (U)—i1B(U), o Uel, 0<<t<A(U)7
On voit que Iensemble €4 Y 8P - H, + Y8 est fermé, done

1’ensemble :

est ouvert. H_+ ) § étant contenu dans L’ensemble ouvert X=X(U)
—tB(U), ou Uef et [t|<A(U)7, qui est disjoint avec G, on a Fr@,
CO+Y 8. Dautre part, on voit que chaque point de €+ 3 8¢ appar-

"
tient » Fr@,. On a done Fr@ =043 8. On vérifie qne G, satisfaif
14
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aux hypothéses (1)- (4); si 4, est le vecteur normal & 8, donné par (4)
(en remplagant X® par X —vAB), expression —izd.B est égule au
jacobien de T, d’olt, d’aprés (88), on a 4, B> 0; puisque X —1AB+ tB eH,
pour ¢ suffisamment petit et positif, le vecteur B est dirigé & l’extérienr
de @, ef, par conséquent, il en est de méme avec le vecteur A.. Les
hypothéses (71) et (72) étant satisfaites par @ elles sont satisfaites
par &. En outre, F est de la classe 0" dans GDG, -+ 3 8%, Il resto & mon-
trer que ¢, satisfait & I’hypothése (5) aussi. ’
On a ‘

02
(90) |4, |[F(X~7AB)|=® U,rl,r—,...,r——al— ,

duy 0'“’7»—1
o D(U, &, m,...,7y—y) est une fonetion continue pour Ue L, 0 E<p(U)
et 91,72y My quelcongues. Soit y(U) la borne supérieure des nombres ¢
tels que [<p(U) ef

|@(V,5,771,1]2,...,7]“_1)——@(U,O,O,...,0)|<l

lorsque |V—TUl<<g, 0<E<E b [n<i, (4=1,2,...,m—1). On véritie fa-
cilement que y(U) est une fonction semi-continue inférienrement et telle
que 0<p(U)<p(U) dans Q. D'aprés le lemme I, on peut choisir uwne
fonction 1 de fagon qulon ait 0<A<Cy,|0A[du<y (t=1,2,...,n—1)
dans 2. On a alors, d’aprés (90).

14,1+ 17 (X —7AB)| | 4] |F||<1,
d’ott il résulte que

(91) [F(X—uB)AI<IFIIA|+1 et [(F]]4]+1)dU<oo.

2

L’hypothése (3) est done satisfaite et
G{dideX:fF(X—rAB)A,dU.
Q2

Torsque 7,0, on a G, —@, et F(X—1, IB)A, -~ T (X)A da U
! e o> (2 dans £, ol
d’aprés (72) et (91), on obtient & Ia ]jm;ne ’
fdideX:fI/’A av.

& a

On a done ‘

s THEOREME. Soit G un ensemble ouwverty, borné, satisfaisant awz hypo-
lese.s' (1)’-(4) de § 1. Supposons quw'un champ vectoriel F soit de lo classe
0", borné dans @, continu dans G+ 38 et guon ait '

Gf(]divF[dX<oo, ijm[|1ﬂ(x<’>)|[f1(“>|czU<oo.
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Cect dtant admis on a
[divF AX=[F4AaU.
¢ 2

Remarque. L’hypothdse [|divF|dX<oco peut étre remplacée par
&

la condition que f divFdX existe (cf. renvoi (14)).
Q2
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